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Рассмотрены контактные явления на границе линейной и нелинейной сред. Решены вопросы существо-

вания различных видов стационарных состояний в двухуровневой системе с отличающимися параметрами

закона дисперсии. На основе модели, использующей нелинейное уравнение Шредингера, показано, что в

рассматриваемой системе в зависимости от значения энергии возникают связанные состояния солитонов,

локализация волн по одну сторону от дефекта, трансформация нелинейной волны в линейную при переходе

через границу раздела сред. Получены дисперсионные соотношения, определяющие значения энергии таких

состояний.
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Введение

Явления, происходящие вблизи контакта двух сред с

различными физическими свойствами, играют важную

роль в различных технических приложениях квантовой

твердотельной электроники и оптоэлектроники. Особое

значение в этом направлении имеет изучение характе-

ристик прозрачности границы раздела, с чем связаны

эффекты локализации элементарных возбуждений в кри-

сталлах[1]. Новые особенности возникают в ангармони-

ческих кристаллах с дефектами, в которых отмечено

существование локальных колебательных состояний с

частотами вне зоны сплошного спектра, зависящими

от амплитуды колебаний [2]. К настоящему времени

существует большое количество теоретических работ,

посвященных описанию малоамплитудных нелинейных

колебаний, локализованных вблизи дефектов, исполь-

зующих при формулировке математических моделей

различные нелинейные уравнения, в том числе и нели-

нейное уравнение Шредингера (НУШ) [3].

НУШ широко применяется для формулировки мо-

делей при исследовании полей различной физической

природы: упругого, электрического и магнитного [4].
В частности, НУШ использовалось при описании эф-

фектов локализации электромагнитных волн вблизи

границ раздела нелинейных сред [5], где указано су-

ществование нелинейных локализованных возбуждений

с несимметричным профилем, отличающихся от сво-

бодно распространяющихся солитонов, и называемых

нелинейными поверхностными волнами. Предлагалось

также и обобщение НУШ для среды с пространственной

дисперсией [6].

Поэтому для описания новых эффектов, связанных с

локализацией возбуждений различной физической при-

роды вблизи дефектов, имеет смысл далее рассмат-

ривать математическую модель, использующую НУШ,

которому подчиняется функция ψ, выступающая в роли

огибающей комплексного поля компонент вектора на-

магниченности в легкоосном ферромагнетике, либо ком-

плексной амплитуды упругого поля смещения сдвиговой

волны в кубическом кристалле с плоским дефектом,

либо комплексной функции из амплитуд компонент

электрического поля в оптической нелинейной среде [3].
Тогда параметры в уравнениях будут иметь соответ-

ствующий физических смысл в рамках одной из трех

указанных моделей.

При наличии плоского дефекта в виде границы раз-

дела нелинейных сред с различными характеристика-

ми НУШ использовалось в [7], где была рассмотрена

проблема решения НУШ с модифицированным потен-

циалом с δ-функцией, моделирующим взаимодействие

возбуждения с точечным дефектом, обладающего внут-

ренней структурой, в нелинейной среде при учете даль-

нодействующих сил межатомного взаимодействия.

В настоящей работе получены решения НУШ и

определены энергетические уровни стационарных коле-

бательных состояний вблизи дефекта в рамках модели,

которая представляет собой обобщение двухуровневой

системы, рассмотренной в [8,9], для случая границы

раздела нелинейной и линейной сред.

Наличие двух ветвей возбуждений c различающими-

ся параметрами законов дисперсии и взаимодействие

возбуждений с плоскостью контакта сред с различны-

ми характеристиками, в том числе и ангармонизмом,

приводит к появлению целого набора стационарных

состояний различных типов. Волновые функции в таких

состояниях в зависимости от энергии возбуждений в

полупространстве с линейной средой могут быть моно-

тонно затухающими при удалении от границы раздела,

или гармоническими колебаниями, а в полупространстве

с нелинейной средой они могут иметь форму солитонов

НУШ или кноидальных волн, соответствующих пери-

одическим решениям НУШ. При формулировке мате-

матической модели взаимодействие ветвей возбуждений

1776



Связанные солитонные состояния и локализация кноидальных волн на границе раздела... 1777

на границе раздела сред учитывается специфическими

граничными условиями [8]. В результате комбинации

различных типов решений линейного уравнения Шре-

дингера (УШ) и НУШ, удовлетворяющих сформулиро-

ванным граничным условиям, и возникает многообразие

различных типов стационарных состояний, описываю-

щих процессы трансформации и локализации волн при

переходе через границу раздела сред.

1. Формулировка математической
модели

Будем считать, что две среды с различными физиче-

скими характеристиками, в том числе и по критерию

нелинейности, разделены плоской границей раздела,

проходящей через начало координат, перпендикулярно

оси Ox . Полупространство в области x < 0 занимает

среда с гармоническим межатомным взаимодействием

(линейная среда), а полупространство в области x > 0

занимает среда с ангармоническим межатомным взаи-

модействием (нелинейная среда). Также предполагается,

что возмущение параметров сред, создаваемоe границей

раздела как плоским дефектом, сосредоточено на рассто-

яниях, существенно меньших размеров возбуждений, и в

этом смысле оно может считаться локальным.

Рассмотрим взаимодействие линейных и нелинейных

возбуждений, взаимодействующих вблизи дефекта на

основе одномерной модели двухуровневой системы, в

которой возбуждение на границе раздела сред, как

плоском дефекте, может находиться в двух состояниях

с различными энергиями �
(+)
1 и �

(+)
2 . Знак

”
+“ здесь

и далее означает принадлежность параметра к харак-

теристикам полупространства с нелинейной средой, а

”
−“ — линейной.

Вследствие локальности возмущения параметров сред

взаимодействие границы раздела с возбуждением мож-

но описывать короткодействующим потенциалом с

δ-функцией. Полная волновая функция двухуровневой

системы с энергией E , подчиняющаяся стационарно-

му уравнению Шредингера H9 = E9, состоит из двух

слагаемых, для которых возбуждение может находить-

ся в первом или во втором состояниях (уровнях):
9(x) = a+

1 |0〉ψ1(x) + a+
2 |0〉ψ2(x), где a+

1,2, a1,2 — опера-

торы рождения и уничтожения возбуждения в первом

и втором состояниях [9], а волновые функции ψ1(x)
и ψ2(x) этих состояний (ветвей спектра) являются неза-

висимыми решениями линейного УШ в полупростран-

стве с линейной средой и НУШ в полупространстве с

нелинейной средой

Eψ j(x) = −
1

2m j
ψ′′

j (x) +� j(x)ψ j(x)

− γ jθ(x)|ψ j (x)|2ψ j(x) + U j(x). (1)

Здесь и далее индекс принимает два значения: j = 1, 2,

использована функция Хевисайда

θ(x) =

{

0, x < 0,

1, x > 0,

m j — эффективная масса возбуждений, γ j > 0 — па-

раметры нелинейности среды, расположенной справа от

дефекта, δ(x) — δ-функция Дирака,

� j(x) =

{

�
(−)
j , x < 0,

�
(+)
j , x > 0,

�
(±)
j — значения уровней дна энергетическoй зоны,

U j — потенциалы, описывающие взаимодействие волн

на границе раздела двух сред

U1(x) = (α1ψ1 + βψ2)δ(x), U2 = (α2ψ2 + βψ1)δ(x), (2)

α j , β — параметры интенсивности взаимодействия воз-

буждений на границе раздела сред.

Стационарные состояния с энергией E уравнений (1)
представимы в виде ψ j(x , t) = ψ j(x) exp(−iEt). Тогда

решение уравнений (1) с потенциалами (2) сводится к

решению стационарных УШ и НУШ:

ψ′′

j (x) + 2m j
(

E −� j(x)
)

ψ j(x)

+ 2m jγ jθ(x)|ψ j(x)|2ψ j(x) = 0 (3)

с граничными условиями

ψ j(+0) = ψ j(−0) = ψ j(0), (4)






ψ′

1(+0) − ψ′

1(−0) = 2m1{α1ψ1(0) + βψ2(0)},

ψ′
2(+0) − ψ′

2(−0) = 2m2{α2ψ2(0) + βψ1(0)}.
(5)

В линейной среде без дефекта распространяются

свободные волны с квадратичным законом дисперсии.

При наличии дефекта в линейной среде возможно суще-

ствование локализованных состояний с несимметричной

частью волны, распространяющейся только по одну

сторону от дефекта [8].
Решения НУШ могут быть солитонные и в виде кнои-

дальных волн, типы которых определяются значением

энергии возбуждения и знаком параметра нелинейно-

сти [10]. Состояния с энергиями обеих ветвей спектра,

лежащими ниже дна зоны сплошного спектра, будем

далее называть локализованными, а такие, у которых

энергия одной ветви лежит ниже дна зоны, а другой —

внутри зоны сплошного спектра — квазилокальными.

Рассмотрим далее основные типы возникающих в данной

системе состояний в зависимости от их энергии. Во всех

этих случаях при наличии дефекта ветви состояний не

являются независимыми, а взаимодействуют на границе

раздела сред, поэтому могут называться связанными

состояниями. Если в структуру волновой функции одной

из ветвей в полупространстве с нелинейной средой

входит солитонное решение НУШ, то соответствующее

связанное состояние можно называть солитонным.
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2. Локализованные состояния

В области ниже дна зоны любой из ветвей спек-

тра, когда энергия возбуждений находится в диапазоне

E < min(�
(±)
1,2 ), существуют несколько типов локали-

зованных состояний. Уравнения (3) имеют решения,

удовлетворяющие граничным условиям (4) и (5), в виде

ψ j(x) =











A(−)
j eκ j x , x < 0,

A(+)
j

ch q j (x − x j )
, x > 0,

(6)

где декременты затухания κ2j = 2m j

(

�
(−)
j −E

)

,

q2
j = m j

(

�
(+)
j − E

)

; амплитуды

A(−)
j = q j(mγ j)

−1/2/ ch a jx j , A(+)
j = q j(m jγ j)

−1/2, а

уровни энергии определяются из дисперсионного

соотношения

1t11t2 = 4m1m2β
2, (7)

где 1t1 = q j th q jx j − κ j − 2m jα j .

В частном случае, когда α j = α > 0, m j = m,

�
(±)
j = �, получается, что κ j = q j = q. Тогда при усло-

вии, что x1 = x2 = x0, из (7) вытекает упрощенное

дисперсионное соотношение q(th qx0 − 1) = 2m(α ± β).
В предельном случае при qx0 ≪ 1 из него выражается

энергия локализованного состояния в явном виде

E = �−
1

8mx2
0

{

1±
[

1 + 8mx0(α ± β)
]1/2

}2

. (8)

Состояние, описываемое волновой функцией (6), ха-
рактеризует связанное состояние солитонов, локализо-

ванных несимметрично относительно границы раздела

сред. Параметр x0 является свободным, поэтому реше-

ние данного типа является однопараметрическим.

В рассматриваемом энергетическом диапазоне суще-

ствует состояние, описываемое волновой функцией вида

ψ j(x) =







A(−)
d j eκ j x , x < 0,

A(+)
d j dn

(

qd j(x − x j), k
)

, x > 0,
(9)

где k — модуль эллиптической функции dn

(0 < k < 1), амплитуды A(−)
d j = dn (qd j x j , k)/(m jγ j)

1/2,

A(+)
d j = qd j(m jγ j)

−1/2, декременты затухания

κ j такие же как и для (6), волновое число

q2
d j = 2m j

(

�(+) − E
)

/(2− k2), а уровни энергии

определяются из дисперсионного соотношения

1d11d2 = 4m1m2β
2, (10)

где 1d j=k2qd j sn (qd j x j , k)sn(qd j x j+K(k), k)−κ j−2m jα j ,

sn — эллиптический синус, K(k) — полный эллиптиче-

ский интеграл первого рода [10].

В частном случае, когда α j =α > 0, m j =m, �
(±)
j =�,

получается, что κ j = κ, qd j = qd , κ
2 = q2

d j(2− k2). Тогда

при условии, что x1 = x2 = x0, из (10) получается дис-

персионное соотношение

qd

(

k2 sn (qdx0, k) sn
(

qdx0 + K(k), k
)

−
(

2− k2
)1/2

)

= 2m(α ± β). (11)

В предельном случае при qx0 ≪ 1 из (11) выражается
энергия в явном виде

E = �−
(2− k2)2

8mk4x2
0

×
{

1±
[

1 + 8mk2x0(α ± β)/
(

2− k2
)]1/2

}2

, (12)

Параметры x0 и k являются свободными, поэтому

решение данного типа является двухпараметрическим.

В рассматриваемом диапазоне энергий существует

решение НУШ (3) другого типа

ψ j(x) =







A(−)
c j eκ j x , x < 0,

A(+)
c j cn

(

qc j(x − x j), k
)

, x > 0,
(13)

где сn — эллиптический косинус; амплитуды

A(−)
c j = kqc j/(m jγ j)

1/2 cn (qc jx j , k), A(+)
c j = kqc j(m jγ j)

−1/2,

q2
c j =2m j

(

�(+)−E
)

/(2k2−1), а уровни энергии опреде-

ляются из дисперсионного соотношения

1c11c2 = 4m1m2β
2, (14)

где 1c1 = qc j sn (qc j x j , k)/sn (qc j x j+K(k), k)−κ j−2m jα j .

В частном случае, когда α j = α > 0, m j = m, � j = �,

получается, что κ j = κ, qc j = qc , κ2 = q2
c j(2k2 − 1). То-

гда при условии, что x1 = x2 = x0, из (14) получается

дисперсионное соотношение

qc

(

sn(qc x0, k)/sn
(

qcx0 + K(k), k
)

− (2k2 − 1)1/2
)

= 2m(α ± β). (15)

В предельном случае при qx0 ≪ 1 из (15) выражается
энергия в явном виде

E = �−
(2k2 − 1)2

8mx2
0

×
{

1±
[

1 + 8mx0(α ± β)/(2k2 − 1)
]1/2

}2

. (16)

Волновые функции (9) и (13) описывают локализацию
кноидальных волн при переходе через границу раздела

нелинейной и линейной сред. Относительно двух ветвей

такие состояния можно назвать симметричными, так как

обеим ветвям в полупространстве с нелинейной средой

соответствуют кноидальные волны.

Помимо таких состояний в рассматриваемом диапа-

зоне энергий могут реализовываться такие, в которых

одной ветви соответствует кноидальная волна, а другой

Журнал технической физики, 2017, том 87, вып. 12
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солитон. Существует решение уравнения (3), удовлетво-
ряющее условием (3) и (4), описываемое волновыми

функциями вида

ψ1(x) =











A(−)
1 eκ1x , x < 0,

A(+)
1

ch q1(x − x1)
, x > 0,

ψ2(x) =







A(−)
d2 eκ2x , x < 0,

A(+)
d2 dn (qd2(x − x2), k), x > 0,

(17)

в котором величины κ j и q1, амплитуды A(±)
1 такие же

как и для (6), qd2 и A(±)
d2 — как и для (9), энергия

определяется из дисперсионного соотношения

1t11d2 = 4m1m2β
2. (18)

Кроме того, существует другое решение уравне-

ния (3), удовлетворяющее условием (3) и (4), в котором

волновая функция ψ1 такая же, как и в (17), а ψ2 имеет

вид

ψ2(x) =







A(−)
c2 eκ2x , x < 0

A(+)
c2 cn (qc2(x − x2), k), x > 0,

(19)

в котором величины κ j и q1, амплитуды A(±)
1 такие

же как и в предыдущем случае, а qc2 и A(±)
c2 — как

и для (13), энергия определяется из дисперсионного

соотношения

1t11c2 = 4m1m2β
2. (20)

Состояния вида (17) и (19) описывают локализацию

нелинейной волны одной ветви с энергией в спектре

локальных состояний другой ветви с несимметричным

профилем относительно границы раздела сред.

3. Трансформация и локализация волн
в спектре квазилокальных
состояний

В области выше границы первой зоны, но ниже грани-

цы зоны второй ветви спектра, когда энергия возбужде-

ний находится в диапазоне �
(−)
1 < E<min

{

�
(−)
2 , �

(±)
2

}

,

существуют несколько типов квазилокальных состояний.

К одному из таких типов относится состояние, опи-

сываемое решением уравнений (3), удовлетворяющим

граничным условиям (4) и (5), в котором волновая

функция второй ветви ψ2 такая же, как и в (6), а ψ1

имеет вид

ψ1(x) =











A(−)
ϕ1 cos(p1x + ϕ), x < 0,

A(+)
1

ch q1(x − x1)
, x > 0,

(21)

где p2
1 = 2m1(E −�

(−)
1 ), A(−)

ϕ1 = q1(m1γ1)
−1/2/ cosϕ,

остальные величины были определены выше, а энергия

определяется из дисперсионного соотношения

1
ϕ
t11t2 = 4m1m2β

2, (22)

где 1
ϕ
t1 = q1 th q1x1 + p1 tgϕ − 2m1α1.

В частном случае, когда α j = α > 0, m j = m,

�
(±)
2 = �

(+)
1 6= �

(−)
1 , из (22) получается, что

κ j = q j = q. Тогда при условии, что x1 = x2 = 0,

из (22) получается дисперсионное соотношение:

tgϕ = 2m
{

2m
(

α2 − β2
)

+ αq1

}/

p1(2mα + q1).

Состояние, описываемое волновой функцией (21),
характеризует локализацию бегущей волны первой вет-

ви при наличии связанного состояния второй ветви,

локализованного несимметрично относительно границы

раздела сред.

В рассматриваемом энергетическом диапазоне суще-

ствует состояние, в котором для первой ветви волновая

функция имеет вид

ψ1(x) =







A(−)
ϕd1 cos(p1x + ϕ), x < 0,

A(+)
d1 dn

(

qd1(x − x1), k
)

, x > 0,
(23)

где параметры нелинейной волны в положитель-

ном полупространстве такие же, как и для (9), вол-

новое число такое же, как и для (21), амплитуда

A(−)
ϕd1 = qd1/(m1γ1)

1/2dn (qd1x1, k)/ cosϕ. Волновая функ-

ция второй ветви ψ2 такая же, как и в (9), а энергия

такого состояния определяется из дисперсионного соот-

ношения

1
ϕ
d11d2 = 4m1m2β

2, (24)

где 1
ϕ
d1=k2qd1 sn (qd1x1, k) sn (qd1x1+K(k), k)+p1 tgϕ −

−2m1α1.

В спектре квазилокальных состояний существует еще

одно состояние, в котором для первой ветви волновая

функция имеет вид

ψ1(x) =







A(−1)
ϕc1 cos(p1x + ϕ), x < 0,

A(+)
c1 cn (qc1(x − x1), k), x > 0,

(25)

где параметры нелинейной волны в положительном

полупространстве такие же, как и для (13), вол-

новое число такое же, как и для (21), амплитуда

A(−)
ϕc1 = qc1/(m1γ1)

1/2 cn (qc1x1, k)/ cosϕ. Волновая функ-

ция второй ветви ψ2 такая же, как и в (13), а энергия

такого состояния определяется из дисперсионного соот-

ношения

1
ϕ
c11c2 = 4m1m2β

2, (26)

где 1
ϕ
c1 = qc1 sn (qc1x1k)/ sn (qc1x1 + K(k), k) + p1 tgϕ −

−2m1α1.

Состояния вида (23) и (25) описывают трансформа-

цию кноидальной волны в гармоническую для первой
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ветви и локализацию кноидальной волны для второй

ветви при переходе через границу раздела сред. Другими

словами, состояния спектра кноидальных волн в полу-

пространстве с нелинейной средой при переходе через

границу раздела сред попадают в спектр квазилокальных

состояний в полупространстве с линейной средой.

Помимо таких состояний, в рассматриваемом энерге-

тическом диапазоне могут реализовываться состояния,

в которых волновая функция первой ветви ψ1 такая

же, как и (21), а второй ветви ψ2 такая же, как

и (9). Параметры решений были определены выше, а

энергии таких состояний определяются из дисперси-

онного соотношения 1
ϕ
t11d2 = 4m1m2β

2. Также имеют

место состояния для второго типа кноидальных волн,

описываемые волновой функцией первой ветви ψ1 такой

же, как и (21), а второй ветви ψ2 такой же, как и (13).
Параметры решений были определены выше, а энергии

таких состояний определяются из дисперсионного соот-

ношения 1
ϕ
t11c2 = 4m1m2β

2.

Следует отметить, что также возможны еще два типа

состояний. Для первого типа кноидальных волн (dn)
волновая функция первой ветви ψ1 такая же, как

и (17), а второй ветви ψ2 имеет форму вида (23).
Для второго типа кноидальных волн (cn) волновая

функция первой ветви ψ1 остается той же формы (17), а
второй ветви ψ2 имеет форму вида (25). Дисперсионные
соотношения для таких состояний будут соответственно

представимы в виде 1t11
ϕ
d2 = 4m1m2β

2, где 1
ϕ
d2 =

= k2qd2 sn (qd2x2, k) sn (qd2x2 + K(k), k) +p2 tgϕ−2m2α2
и 1t11

ϕ
c2 = 4m1m2β

2, где 1
ϕ
c2 = qc2 sn (ac2x2, k)/

sn (qc2x2 + K(k), k) + p2 tgϕ − 2m2α2.

4. Симметричные квазилокальные
состояния

В другой части спектра в области выше границы

зоны спектра в полупространстве с линейной средой,

но ниже границы зоны спектра в полупространстве с

нелинейной средой, когда энергия возбуждений нахо-

дится в диапазоне max
{

�
(−)
1,2

}

< E < min
{

�
(+)
1,2

}

, суще-

ствуют несколько типов симметричных квазилокальных

состояний. Под симметрией будем здесь понимать то,

что волновые функции первой и второй ветвей имеют

идентичный функциональный вид, а отличаются только

значениями параметров.

К такому типу относится состояние, описываемое

решением уравнений (3), удовлетворяющим граничным

условиям (4) и (5), в котором волновые функции обеих

ветвей имеют вид

ψ j(x) =











A(−)
ϕ j cos(p j x + ϕ), x < 0,

A(+)
j

ch q j (x − x j )
, x > 0,

(27)

где p2
j = 2m j(E −�

(−)
j ), A(−)

ϕ j = q j(m jγ j)
−1/2/ cosϕ,

остальные величины были определены выше, а энергия

определяется из дисперсионного соотношения

1
ϕ
t11

ϕ
t2 = 4m1m2β

2, (28)

где 1
ϕ
t j = qk th qi x j + p j tgϕ − 2m jα j .

В частном случае, когда α j = α > 0, m j = m,

�
(+)
j = �, �

(−)
j = 0, получается, что p j = p = (2mE)1/2,

q j =q, p2 = 2m�− q2. Тогда при условии, что

x1=x2=x0, из (28) получается дисперсионное

соотношение

q th qx0 + p tgϕ = 2m(α ± β). (29)

В предельном случае при qx0 ≪ 1 из (29) энергия

выражается в явном виде

E = �−
� tg2 ϕ − 2m(α ± β)2

tg2 ϕ − 4mx0(α ± β)
. (30)

Состояние, описываемое волновыми функциями (27),
характеризует локализацию волны при переходе через

границу раздела из полупространства с линейной средой

в полупространство с нелинейной средой.

В рассматриваемом диапазоне энергий существует

решение НУШ (3) периодического типа

ψ j(x) =







A(−)
ϕd j cos(p jx + ϕ), x < 0,

A(+)
d j dn (qd j(x − x j), k), x > 0,

(31)

где A(−)
ϕd j = qd j/(m jγ j)

1/2 dn (qd j x j , k)/ cosϕ, а остальные

параметры определены ранее. Энергия такого состояния

определяется из дисперсионного соотношения

1
ϕ
d11

ϕ
d2 = 4m1m2β

2. (32)

В частном случае, когда α j = α > 0, m j = m,

�
(+)
j , �

(−)
j = 0, получается, что p j = p, qd j = qd

и p2 = 2m�− q2
d(2− k2). Тогда при условии, что

x1 = x2 = x0, из (32) получается дисперсионное соотно-

шение

k2qd sn (qdx0, k) sn (qdx0 + K(k), k) + p tgϕ = 2m(α±β).
(33)

В предельном случае при qx0 ≪ 1 из (11) выражается
энергия в явном виде

E = �− (2− k2)
� tg2 ϕ − 2m(α ± β)2

(2− k2) tg2 ϕ − 4k2mx0(α ± β)
. (34)

Для кноидальных волн второго типа в рассматривае-

мом диапазоне энергий волновые функции имеют вид

ψ j(x) =







A(−)
ϕc j cos(p jx + ϕ), x < 0

A(+)
c j cn (qc j(x − x j), k), x > 0,

(35)

где A(−)
c j = kqc j/(m jγ j)

1/2 cn (qc j x j , k)/ cosϕ, а осталь-

ные параметры определены ранее. Энергия такого со-

стояния определяется из дисперсионного соотношения

1
ϕ
c11

ϕ
c2 = 4m1m2β

2. (36)
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В частном случае, когда α j =α > 0, m j =m, �
(±)
j =�,

получается, что p j = p, qc j = qc , . Тогда при условии,

что x1 = x2 = x0, из (36) получается дисперсионное

соотношение

qc sn (qcx0, k)/ sn (qc x0 + K(k), k) + p tgϕ = 2m(α ± β).
(37)

В предельном случае при qx0 ≪ 1 из (37) выражается
энергия в явном виде

E = �− (2k2 − 1)
� tg2 ϕ − 2m(α ± β)2

(2k2 − 1) tg2 ϕ − 4mx0(α ± β)
. (38)

Волновые функции (31) и (33) описывают трансфор-

мацию кноидальных волн в гармонические колебания

при переходе через границу раздела нелинейной и ли-

нейной сред.

Рассмотренные квазилокальные состояния существу-

ют не для всех значений параметра ϕ. Область допусти-

мых его значений определяется соотношениями между

характеристиками сред и дефекта.

Заключение

Следует отметить, что в настоящей работе были

получены и классифицированы все возможные типы

состояний для сред с положительным параметром нели-

нейности. Аналогичные типы состояний существуют

и в средах с отрицательным параметром нелинейно-

сти, когда γ = −g < 0. Как известно [10], при та-

ком знаке нелинейности НУШ имеет всюду ограни-

ченные решения в виде кинка ψ(x) = A(+)
t th qt(x − x0),

где A(+)
t = ±qt(mg)−1/2, q2

t = m(E −�), а также пе-

риодическое решение, описываемое кноидальной вол-

ной ψ(x) = A(+)
s sn (qs(x − x0), k), A(+)

s = ±qs(mg)−1/2,

q2
s = 2m(E −�)/(1 + k2). Такие решения существуют

при E > �.

Для случая двухуровневой модели с двумя ветвями

закона дисперсии состояния, описываемые при помощи

таких видов решений, находятся в диапазоне энергий

выше, чем аналогичные состояния в среде с положитель-

ной нелинейностью.

При E < � также НУШ имеет ограниченное реше-

ние в области x > 0 в виде ψ(x) = A(+)
sh / sh qsh(x − x0),

q2
sh = 2m(�− E), A(+)

sh = ±qsh(mg)−1/2, причем должно

выполняться требование x0 < 0. Данное обстоятельство

обуслoвливает наличие более широкого набора состо-

яний в двухуровневой системе на границе линейной и

нелинейной сред. Однако по своей структуре все они

будут аналогичны рассмотренным в настоящей работе

типам состояний для среды с положительным ангармо-

низмом.

На основе модели двухуровневой системы, возбужде-

ния в которой описываются НУШ, рассмотрены вопросы

существования различных видов состояний в широком

интервале энергетического спектра.

Использование полученных в настоящей работе ре-

зультатов не ограничивается теориeй ангармонических

кристаллов, поскольку НУШ с различным знаком нели-

нейности, характеризующим притяжение или отталки-

вание, фокусировку и дефокусировку, находит широкое

применение в теории магнитоупорядоченных сред, нели-

нейной оптике, динамике сверхтекучего жидкого гелия и

в других системах.
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