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Рассчитана энергия биполярона большого радиуса для различных расстояний между центрами поляриза-
ционных ям двух поляронов. Одновременно учтены электронные корреляции (явная зависимость волновой
функции системы от расстояния между электронами) и перестановочная симметрия двухэлектронной
волновой функции. Рассмотрено низшее синглетное и триплетное 23S-состояние биполярона. Синглетный
биполярон стабилен в области значений параметра ионной связи η ≤ ηm ≈ 0.143 (η = ε∞/ε0, где ε∞
и ε0 — высокочастотная и низкочастотная диэлектрические проницаемости). Единственный энергетический
минимум соответствует конфигурации одноцентрового биполярона (аналог атома гелия). Энергия связи
биполярона при η → 0 составляет JBp = −0.136512e4m∗/~2ε2∞ (e и m∗ — заряд и эффективная масса
зонного электрона), или 25.8% от удвоенной энергии полярона. Триплетный биполярон (аналог ортогелия)
в рассматриваемой системе энергетически не выгоден. Одноцентровая конфигурация для триплетного
биполярона соответствует резкому максимуму на зависимости полной энергии от расстояния JBp(R),
поэтому переход биполярона в ортосостояние, возможный, например, в результате обменного рассеяния,
приведет к распаду связанного двухчастичного состояния. Обменное взаимодействие между поляронами
имеет антиферромагнитный (АФ) характер.

При выполнении условий вигнеровской кристаллизации поляронного газа наличие АФ-обменного взаимо-
действия между поляронами может привести к АФ-упорядочению в системе поляронов.

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (грант
№ 01-07-90317).

Проблема биполярона пережила повторное рождение
в связи с открытием высокотемпературной сверхпро-
водимости (ВТСП). Исправление досадных численных
ошибок, допущенных в первых работах, посвященных
биполяронной тематике (см. по этому поводу обзор [1]),
было проведено в работе [2]. Энергетический минимум,
полученный в [2] для одноцентрового биполярона (или
биполярона Пекара [3]), был значительно ниже соответ-
ствующего минимума для двухцентрового биполярона,
впервые рассмотренного в [4]. Позднее результаты ра-
боты [2] были воспроизведены в [5] как на пекаровских,
так и на гауссовых функциях. Одноцентровый биполярон
по пространственной конфигурации является аналогом
атома гелия, а двухцентровый — аналогом молекулы
водорода.

Значительный выигрыш в энергии основного состоя-
ния одноцентрового биполярона по сравнению с двух-
центровым, по существу, прекратил исследования мо-
лекулярной конфигурации биполярона. Исключение со-
ставляют работы Мухоморова (см., например, [6,7]
и ссылки там), в которых продолжается исследование
двухцентровой конфигурации, несмотря на то что энер-
гетический минимум, полученный в [2], значительно
более глубокий, чем найденный в [6,7]. Тем не менее
до настоящего времени не было изучено поведение
энергии двухэлектронной системы как функции рас-

стояния между центрами поляризационных ям двух
поляронов с учетом межэлектронных корреляций (здесь
и далее под межэлектронными корреляциями подразу-
мевается явная зависимость волновой функции (ВФ)
двухэлектронной системы от расстояния между электро-
нами).
При вариационных расчетах предпочтение следует

отдавать наиболее глубокому минимуму на зависимо-
сти энергии от расстояния между центрами поляриза-
ционных ям системы, состоящей из двух поляронов.
Задача будет решена (это является целью настоящей
работы), если нам удастся для всех расстояний между
центрами поляризационных ям поляронов воспроизве-
сти (или улучшить) результаты вариационных расче-
тов, выполнявшихся до настоящего времени, учиты-
вая при этом электронные корреляции. Только тогда
можно сделать окончательный вывод о предпочтитель-
ности атомной или молекулярной конфигурации бипо-
лярона.

В последнее время интерес к поляронной и биполя-
ронной тематике возродился также в связи с распро-
странением исследований на анизотропные кристаллы,
низкоразмерные структуры и системы с квантовыми
ямами [8–13]. Проблема выбора пространственной кон-
фигурации биполярона и учета электронных корреляций
актуальна и для подобных систем.
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1. Основные формулы и соотношения

Гамильтониан системы, состоящей из двух электронов
и фононного поля, выберем в виде

H = ~ω
∑
k

a+
k ak +

∑
k

Vk(ak − a+
−k)

(
exp(ikr1)

+ exp(ikr2)
) − ~

2

2m∗ 11 − ~
2

2m∗ 12 +
e2

ε∞|r1 − r2| ,

Vk = −i
e
k

√
2π~ω

V ε̃
,

1
ε̃

=
1
ε∞

− 1
ε0
, (1)

V — объем кристалла, ω — частота оптических фо-
нонов, k — волновой вектор фононов, a+

k и ak —
операторы рождения и уничтожения фононов с волно-
вым вектором k, ε∞ и ε0 — высокочастотная и стати-
ческая диэлектрические проницаемости соответственно,
r1, r2 — электронные координаты, m∗ — эффективная
масса электрона.
Первое слагаемое в (1) соответствует гамильтониану

поля оптических фононов, второе — гамильтониану
электрон-фононного взаимодействия двухэлектронной
системы, записанному в форме Фрелиха; третий и чет-
вертый члены — кинетическая энергия электронов; по-
следнее слагаемое описывает кулоновское отталкивание
электронов.
После канонического преобразования гамильтониа-

на (1) exp(Sa)H exp(−Sa) с Sa =
∑
k

Ck(a+
k − ak), варьи-

рования по параметрам Ck (преобразование сдвига) и
усреднения по фононным переменным получим следую-
щее выражение для функционала основного состояния
биполярона:

JBp = T̄ + V̄ee + V̄ef, (2)

T̄ = − ~
2

2m∗ 〈9(r1, r2)|11 + 12|9(r1, r2)〉,

V̄ee = 〈9(r1, r2)| e2

ε∞r 12
|9(r1, r2)〉,

V̄ef = −2e2

ε̃

∫ |9(r1, r2)|2|9(r3, r4)|2
r 13

dτ12 dτ34.

В дальнейшем будем пользоваться эффективными
атомными единицами, причем единицей энергии служит
величина e4m∗/~2ε2∞, а единицей длины — эффективный
боровский радиус a∗

0 = ~
2ε∞/m∗e2.

В качестве пробной ВФ выберем следующую линей-
ную комбинацию гауссовых орбиталей:

9S(r1, r2) = 8(r1, r2) + (−1)S8(r2, r1), (3)

8(r1, r2) =
n∑

i=1

Ci exp
(−a1i r

2
a1−2a2i (r1r2)−a3i r

2
b2

)
, (4)

где S = 0 для синглетного состояния (симметричного
по отношению к операции перестановки электронных

координат) и S = 1 для триплетного (антисимметрич-
ного) состояния биполярона, r1(r2) — радиус-вектор
первого (второго) электрона, отсчитанный от начала
координат, расположенного посредине между точками a
и b (центры поляронных ям). Ось Oz направлена от
центра a к центру b. Расстояние между точками a
и b равно R. Величины Ci , a1i , a2i , a3i — вариационные
параметры. Электронные корреляции учитываются чле-
ном exp[−2a2i (r1r2)] в (4). Поляронная ВФ выбирается
в виде

9p(r) =
n∑

i=1

ci exp(−αi r
2), (5)

где ci , αi — вариационные параметры.

2. Результаты расчетов

2.1. С и н г л е т н ы й б и п ол я р о н. На рис. 1 при-
ведены зависимости энергии основного (синглетного)
состояния биполярона от расстояния между центра-
ми поляризационных ям при η = ε∞/ε0 = 0 для ВФ
(3) (для n = 5 в (4)) без учета (a1i = a3i , a2i = 0,
i = 1, . . . , n) и с учетом электронных корреляций. Как
видно из рис. 1, роль электронных корреляций по мере
роста расстояния между поляронами уменьшается. При
увеличении расстояния между поляронами функционал
биполяронной системы распадается на функционалы,
соответствующие двум поляронам. Энергия биполярона
стремится к удвоенной поляронной энергии, вычис-
ленной в этом приближении (Jp = −0.0542564). Обра-
тим внимание на то, что данное значение поляронной
энергии получено нами при аппроксимации поляронной
ВФ (5) пятью экспонентами и воспроизводит точный
результат, полученный в [14].
Таким образом, энергетический минимум, соответ-

ствующий двухцентровому биполярону, полученный без
учета электронных корреляций (кривая 1 на рис. 1),
связан с менее удачным выбором электронной ВФ.

Рис. 1. Зависимость энергии биполярона от расстояния между
центрами поляризационных ям без учета (1) и с учетом кор-
реляции (2). Расчеты выполнялись для n = 5 в выражении (4).
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Рис. 2. Зависимость энергии связи биполярона от рассто-
яния между центрами поляризационных ям для различных
параметров ионной связи η. Расчеты выполнялись для n = 5
в выражении (4).

Подобные минимумы рассматривались в работах [4,6,7].
Заметим, что [4] была, насколько нам известно, первой
работой, доказавшей на основании микроскопического
расчета принципиальную возможность существования
биполярона, что выделяет ее в ряду последующих работ
по биполяронной тематике, несмотря на то что выбор
ВФ был не самым удачным.

При сравнении результатов вариационных расчетов,
выполненных с использованием различных ВФ, сле-
дует сравнивать абсолютные значения энергетических
минимумов исследуемого функционала. Однако, как
правило, энергия связи определяется в относительных
единицах удвоенной поляронной энергии, вычисленной
в том же приближении. В [5] были воспроизведены
результаты работы [2], полученные для пекаровской ВФ
9(r1, r2) = N(1+γr 12)(1+αr 1)(1+αr 2) exp

(−α(r 1+r 2)
)
.

Использование данной функции приводит при η = 0 к
1E/2Jp ≈ 0.22. Энергия связи полярона определяется
выражением 1E = JBp − 2Jp, где Jp = −0.0542564 —
точное значение поляронной энергии, полученное чис-
ленным методом в пределе сильной связи в [14]. Область
существования биполярона для пекаровской ВФ опреде-
ляется условием η ≤ ηm = 0.125. В [2] не приводились
абсолютные значения энергии основного состояния би-
полярона, а несколько завышенные результаты для вели-
чины энергии связи и области существования полярона
(1E/2Jp ≈ 0.25, ηm ≈ 0.14) были связаны с тем, что
энергия связи биполярона рассчитывалась для незначи-
тельно завышенного значения поляронной энергии, по-
лученного для ВФ, выбранной в виде (1+ αr ) exp(−αr ).
Завышенное значение энергии связи при η → 0 при-
водится и в работе [15] (1E/2Jpol ≈ 0.22, Jpol = 1/6π),
так как для ее определения используется поляронная ВФ
в виде единственного гауссиана. При замене Jpol на точ-
ное в пределе сильной связи значение Jp для двухэлек-

тронной ВФ ϕ(r 1, r 2) = N(1 + γr 212) exp(−µ2(r 21 + r 22)),
использовавшейся в [15], получим 1E/2Jp ≈ 0.193.
Приведем абсолютную величину энергии основного

состояния, найденную нами с использованием ВФ (3)
для n = 11 в (4): JBp = −0.136512, или в безразмерных
единицах 1E/2Jp ≈ 0.258, ηm ≈ 0.143.
На рис. 2 приведены зависимости энергии связи бипо-

лярона от расстояния между центрами поляризационных
ям для различных параметров η (для n = 5 в (4)).
2.2. Т р и п л е т н ы й б и п о л я р о н. При изучении

фотопроводимости в YBCO Девинг и Салье [16] в ин-
фракрасной области частот обнаружили широкий пик
поглощения с максимумом вблизи волнового числа
5.5 · 103 cm−1. По их интерпретации, этот пик соот-
ветствует переходу бозонов из основного (синглетного)
в возбужденное метастабильное триплетное состояние.
Эти же авторы предположили, что в определенном тем-
пературном интервале наряду с синглетными существу-
ют и триплетные биполяроны и что именно триплетные
биполяроны ответственны за уширение линий ЯМР Cu
и O в YBCO. Причем заселенность триплетных уровней
должна возрастать с ростом температуры так, что при
T ≈ 200K основное участие в проводимости должны
принимать именно триплетные биполяроны. Позднее
действительно удалось наблюдать при этой температуре
предсказанное в [16] изменение формы кривой зависи-
мости удельного сопротивления от температуры (см.
обзор [17] и ссылки там).
Мы провели расчеты энергии триплетного биполя-

рона (аналог ортогелия). Наилучшее численное зна-
чение, полученное с использованием ВФ (3) при
η = 0 для энергии, соответствующей одноцентровой
(R = 0) конфигурации триплетного биполярона, соста-
вило Jor = −0.076082.

При увеличении расстояния между центрами поляри-
зационных ям энергия, соответствующая триплетному
терму биполярона, монотонной понижается (в полной
аналогии с 36u-термом молекулы водорода). В точке
R = 0 наблюдается достаточно резкий максимум на за-
висимости энергии от расстояния. Последнее свидетель-
ствует о неустойчивости триплетного 23S-состояния,
которое может возникнуть, например, в неравновесных
условиях при обменном рассеянии на биполяронах зон-
ных электронов. При этом биполяроны распадаются на
изолированные поляроны.
2.3. В з а им о д е й с т в и е м еж д у п о л я р о н ам и

н а б о л ьши х р а с с т о я н и я х. Обратим внимание
на наличие антиферромагнитного обменного взаимо-
действия между поляронами. На достаточно больших
расстояниях, когда корреляционные эффекты становятся
несущественными, ВФ биполярона можно представить
в виде симметризованного (синглетное состояние) либо
антисимметризованного (триплетное состояние) произ-
ведения поляронных ВФ. Тогда с точностью до квадра-
тичных по интегралу перекрытия K слагаемых энергия
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взаимодействия двух поляронов имеет вид

Eint = E1 − JexS1S2, (6)

где S1 и S2 — спины первого и второго электронов,

E1 =
1
ε0

∫
a(1)2b(2)2

r 12
dτ12, (7)

Jex =
1
ε∞

K1 − 4
ε̃

K2K, (8)

K1 =
∫

a(1)b(1)a(2)b(2)
r 12

dτ12,

K2 =
∫

a(1)b(1)b(2)2

r 12
dτ12, K =

∫
a(1)b(1) dτ1.

Здесь используются обычные для двухцентровых си-
стем координат обозначения: a(1), b(1) — ВФ поля-
рона, центрированные в точках a и b соответственно
(a(1) ≡ 9p(ra1), b(1) ≡ 9p(rb1)).

В (8) первое слагаемое соответствует ферромагнит-
ному кулоновскому обмену, второе описывает антифер-
ромагнитное (АФ) взаимодействие между поляронами,
обусловленное фононным вкладом.
Таким образом, на больших расстояниях поляроны

отталкиваются, а спин-зависящая часть взаимодействия
(суммарный обмен) имеет АФ-характер (при η → 0
E1 ≈ 1/ε0R, Jex ≈ −3K2/R). Отсюда также следует, что
для образования биполяронного состояния необходимо
преодоление потенциального барьера.

3. Обсуждение результатов

В связи с тем, что поляроны на больших расстояниях
отталкиваются, поляронная система может вести себя
аналогично электронному газу с кулоновским отталки-
ванием между частицами. При достаточно малых кон-
центрациях в этой системе, так же как и в электронном
газе [18], возможен переход в состояние кристалла
Вигнера при выполнении условия kBT < e2/ε0a (a —
расстояние между частицами). Вопросам, связанным
с рассмотрением вигнеровской кристаллизации полярон-
ного газа, посвящен ряд работ. Так, в [19,20] показано,
что система поляронов (континуальное приближение)
может кристаллизоваться в гексагональную решетку,
период которой определяется концентрацией поляронов,
как и в теории Вигнера. В [21] исследуется стабильность
поляронного вигнеровского кристалла и теоретически
обосновывается предположение о возможности перехода
диэлектрик–сверхпроводник при разрушении полярон-
ной решетки. Не останавливаясь на подробном рассмот-
рении данного явления, обратим внимание на то, что
при выполнении условий вигнеровской кристаллизации
наличие АФ-обменного взаимодействия между поляро-
нами может привести к АФ-упорядочению в поляронной
системе. Антиферромагнетизм в электронных вигнеров-
ских кристаллах рассматривался в работах [22,23].

Наличие АФ-взаимодействия между поляронами мо-
жет также служить причиной понижения парамагнитной
составляющей в магнитной восприимчивости полярон-
ного газа при повышении концентрации поляронов, даже
если связанные биполяронные состояния не образуются.
Неустойчивость по отношению к распаду на изоли-

рованные поляроны 23S-терма биполярона, полученная
нами в рамках фрелиховского гамильтониана, описыва-
ющего взаимодействие электронов с оптическими фоно-
нами, не исключает возможности образования связанных
триплетных состояний двухэлектронной системы [13],
а также триплетных биполяронов, обусловленных взаи-
модействием электронов с элементарными возбуждени-
ями другой природы, например со спиновыми волнами.
Образование автолокализованных состояний электронов
в антиферромагнетиках с низкой температурой Нееля
(„спиновый полярон“ в АФ-кристалле) рассматривалось
в работах [24,25]. В [17] предполагалось, что ВТСП
связана именно с триплетными спиновыми поляронами,
образующими связанное состояние в полной аналогии
с биполяроном.
Использование гамильтониана Фрелиха ограничивает

нас рассматрением поляронов и биполяронов боль-
шого радиуса. Условием применимости континуально-
го приближения является наличие плавного (на рас-
стояниях порядка постоянной решетки b) изменения
эффективного поляризационного потенциала, в поле
которого движутся автолокализованные электроны [3].
В [3] эффективный поляризационный радиус электро-
на r p определялся как расстояние, на котором самосо-
гласованный поляризационный потенциал уменьшается
вдвое. Для простейшей водородоподобной поляронной
ВФ r p ≈ 10~

2ε̃/m∗e2.
Континуальное приближение справедливо, если вы-

полняется условие r p > b. При r b ≤ b в полной мере
начинают проявляться эффекты, обусловленные про-
странственной дисперсией диэлектрических проницае-
мостей ε0 и ε∞, когда различие в величинах ε0 и ε∞
уменьшается, так как при уменьшении области локали-
зации полярона ε0 ≈ ε∞ ≈ 1. В большинстве кристаллов
с преобладанием ионного характера связи, в SrTiO3,
а также в слоистых купратах (вдоль направления „легкая
плоскость“), r p составляет примерно 3–5 постоянных
решетки.
Пространственная дисперсия диэлектрических прони-

цаемостей может быть качественно учтена, например,
с помощью интерполяционной феноменологической мо-
дели Инксона [26]. При этом увеличение электрон-
фононной связи начинает компенсироваться дисперсией
диэлектрических проницаемостей и, если в рассмот-
рение принимать только взаимодействие электронов
с длинноволновыми оптическими фононами, условие
r p ≤ b в реальных кристаллах с ионным характером
связи практически не реализуется. Обратим также вни-
мание на то, что учет пространственной дисперсии
диэлектрических проницаемостей (поляроны и биполя-
роны промежуточного радиуса) понижает абсолютную
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величину энергии связи биполярона. В то же вре-
мя любая анизотропия кристалла повышает отношение
1E/2Jp [8,9].
Взаимодействие носителей заряда с акустическими

фононами [27] или коротковолновыми оптическими фо-
нонами может привести к образованию автолокализо-
ванных состояний малого радиуса. При этом условия
справедливости континуального приближения переста-
ют выполняться. Модель биполяронов малого радиуса
в узкозонных металлах в приближении сильной связи
и обусловленная их бозе-конденсацией сверхпроводи-
мость исследовались в [28]. При рассмотрении подоб-
ных состояний энергия связи биполярона, как правило,
полагается феноменологическим параметром. Различные
аспекты теории биполяронов большого радиуса в связи
с проблемой ВТСП обсуждаются в [1,8,9,29]. Обзор [17]
посвящен биполяронным состояниям малого радиуса.
В [19,20] система биполяронов большого радиуса в слои-
стых ВТСП рассматривается как вигнеровский кристалл,
в котором появляются плазменные колебания, способ-
ствующие спариванию носителей тока в проводящих
слоях.
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