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Рассмотрена электростатическая задача для диэлектрического включения, состоящего из анизотропного

ядра и анизотропной оболочки, помещенного в однородную изотропную диэлектрическую среду (матрицу)
с приложенным однородным электрическим полем. Внешние границы ядра и оболочки считаются эллип-

соидами, являющимися софокусными после линейного неортогонального преобразования, устраняющего

анизотропию диэлектрических свойств оболочки. Получены аналитические выражения для потенциала и

напряженности электрического поля в матрице, оболочке и ядре, а также выражение для тензора поляри-

зуемости включения. Показано, что полученные результаты в частных предельных случаях согласуются с

известными решениями.
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Введение

Задача о частице с детерминированными структурой и

материальными свойствами, помещенной в однородную

среду с однородным приложенным полем, является

базовой во многих подходах при анализе эффективных

характеристик неоднородных сред. В одних, условно

более простых, моделях такие среды считаются кон-

гломератами одного или нескольких видов однородных

частиц (включений), возможно погруженных в непре-

рывную однородную среду — матрицу. Универсальной

формой включений в моделях такого вида можно счи-

тать эллипсоидальную. Во-первых, внутри однородного

эллипсоида, погруженного в однородную среду с при-

ложенным однородным полем, поле также является од-

нородным [1,2]. Во-вторых, эллипсоидальная форма дает

возможность моделировать среды с различной степенью

вытянутости (сплюснутости) частиц их компонентов [3],
а также среды с вероятностным распределением ори-

ентаций и форм включений [4] и, таким образом, бо-

лее детально отражать в модели особенности реальной

среды. В-третьих, с помощью предельного перехода раз-

меров полуосей эллипсоидов можно получить описание

сред качественно иного вида: слоистой или волокнистой

структуры [5].
В более продвинутых моделях гетерогенных сред

включения, составляющие среду, сами считаются неод-

нородными частицами, в большинстве случаев — сфе-

рическими или эллипсоидальными с одной или несколь-

кими оболочками. С одной стороны, это обусловлено

необходимостью точнее отражать в моделях структуру

неоднородных материалов, поскольку даже однофазные

поликристаллы состоят из двух структурных компо-

нент: кристаллической и межкристаллитной [6]. С дру-

гой стороны, в ряде видов искусственно создаваемых

неоднородных материалов используются включения с

оболочками, поскольку это открывает новые возмож-

ности управления специфическими свойствами таких

материалов [7–10].
По сравнению со сферами с оболочками эллипсои-

ды с оболочками обладают гораздо большим универ-

сализмом в плане вариаций структурными параметра-

ми неоднородных сред, поэтому решение задачи об

эллипсоиде с оболочкой в однородной среде с од-

нородным приложенным полем представляется очень

актуальным. Решение задачи для анизотропного эллип-

соида с изотропной оболочкой в случае произвольной

взаимной ориентации осей эллипсоидов с осями тен-

зора диэлектрической проницаемости ядра приведено

в [11]. В [12] рассматривается эллипсоид с тонкой

анизотропной оболочкой, у которой тензор диэлек-

трической проницаемости одноосный с осью, направ-

ленной по нормали к поверхности частицы в точках

оболочки.

В настоящей работе решается электростатическая

задача для анизотропного эллипсоида в анизотропной

оболочке произвольной толщины, погруженного в одно-

родную изотропную среду с однородным приложенным

электрическим полем, причем анизотропия оболочки ли-

нейная и одинаковая для всех ее точек в отличие от [12],
где анизотропия, фактически, криволинейная. Случаи

с изотропной оболочкой являются хотя и важными

для многих приложений, но необобщаемыми на случай

анизотропной внешней среды, поскольку при линейном

преобразовании, устраняющем внешнюю анизотропию,

возникает анизотропия в оболочке. Поэтому задача,

решаемая в настоящей работе, имеет значение еще и как

подготовительная ступень к наиболее общему случаю:

анизотропный эллипсоид в анизотропной оболочке в

анизотропной внешней среде.
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1. Постановка задачи
и предварительное обсуждение
метода решения

Пусть имеется диэлектрическое включение, состоя-

щее из эллипсоидального ядра V2 с границей S2 и

оболочки V1, внешняя граница которой S1 так же, как

и S2, является эллипсоидом. Диэлектрические материа-

лы, из которых состоят ядро и оболочка, предполагаются

однородными и анизотропными, причем тензоры ε1
и ε2 их диэлектрической проницаемости симметричны.

Рассмотрим электростатическую задачу о распределе-

нии электрического потенциала ϕ(r) внутри данного

включения и вне его при условии, что оно помещено в

бесконечную однородную изотропную диэлектрическую

среду (матрицу) с внешним приложенным однородным

электрическим полем напряженностью E0. Область, за-

нимаемую матрицей, обозначим как Vm, диэлектрическая

проницаемость матрицы εm. Также будем предполагать,

что в данной системе свободные заряды отсутствуют.

Математическая формулировка данной задачи имеет

вид

∇ · ∇ϕm(r) = 0, r ∈ Vm, (1)

∇ · ε1∇ϕ1(r) = 0, r ∈ V1, (2)

∇ · ε2∇ϕ2(r) = 0, r ∈ V2, (3)

ϕm(r) = ϕ1(r), (εmEm)n = (ε1E1)n, r ∈ S1, (4)

ϕ1(r) = ϕ2(r), (ε1E1)n = (ε2E2)n, r ∈ S2, (5)

ϕm

∣

∣

∞
= −(E0, r), (6)

где ϕm(r), Em, ϕ1(r), E1 и ϕ2(r), E2 — скалярные

потенциалы и напряженности электрического поля в

матрице, оболочке и ядре соответственно; n — вектор

единичной нормали к соответствующей эллипсоидаль-

ной поверхности; ∇ — векторный дифференциальный

оператор Гамильтона, имеющий в декартовых координа-

тах x1, x2, x3 вид

∇ = i
∂

∂x1
+ j

∂

∂x2
+ k

∂

∂x3
.

Условия (1)−(3) суть электростатические уравнения

в частных производных, которым должен удовлетворять

потенциал ϕ(r) в матрице, оболочке и ядре соответ-

ственно. Условия (4) — это непрерывность ϕ(r) и

нормальной составляющей вектора электрической ин-

дукции D(r) на границе оболочки и матрицы; (5) —

непрерывность ϕ(r) и нормальной составляющей D(r)
на границе ядра и оболочки. Условие (6) означает то,

что на бесконечном удалении от частицы потенциал

равен потенциалу приложенного поля ϕ0, зависимость

которого от точки пространства имеет вид

ϕ0 = −(E0, r). (7)

Имеется также неявное условие ограниченности по-

тенциала внутри частицы, вытекающее из физического

смысла задачи.

При решении задачи об эллипсоидальной изотропной

частице без оболочки в бесконечной матрице вводятся

эллипсоидальные координаты ξ, η, ζ , привязанные к по-

верхности этой частицы, которая является поверхностью

уровня координаты ξ . Метод решения, предложенный

Стрэттоном [1], опирается на то, что потенциал прило-

женного поля ϕ0 — гармоническая функция, а также на

теорему существования и единственности решения задач

такого типа. Чтобы удовлетворить граничным условиям

на поверхности эллипсоидальной частицы, потенциалы

внутри и вне ее ищутся в виде гармонических функций,

имеющих на ее поверхности зависимости от коорди-

нат η, ζ , аналогичные той, которую имеет на поверх-

ности частицы потенциал ϕ0. Успешный подбор произ-

вольных постоянных, входящих в выражения для данных

гармонических функций, при котором удовлетворяются

граничные условия, в силу теоремы существования и

единственности позволяет утверждать, что найденные

выражения суть искомые решения.

В задаче для включения с изотропной оболочкой для

применения метода Стрэттона граница ядра и внешняя

граница оболочки должны быть софокусными эллипсои-

дами [1]; вводимые эллипсоидальные координаты ξ, η, ζ

согласованы с данными эллипсоидами и связаны стан-

дартными формулами [13] с декартовыми координата-

ми x1, x2, x3 исходного евклидова пространства.

Если же материал оболочки является анизотропным,

то для сведения уравнений вида (2), (3) к уравнению

Лапласа (1) нужно делать линейное неортогональное

преобразование координат в исходном пространстве и

только после этого вводить эллипсоидальные координа-

ты, связанные с новыми, уже не декартовыми, коорди-

натами x1′, x2′ , x3′ . Для применения метода Стрэттона

границы ядра и оболочки должны быть софокусными

эллипсоидами именно в новых координатах x1′ , x2′, x3′ .

Поскольку свойство софокусности эллипсоидов не со-

храняется при линейных неортогональных преобразова-

ниях (это легко проверить на примере простейшего пре-

образования вида x1 = αx1′ , x2 = x2′, x3 = x3′ , α 6= 1),
границы S2 и S1 ядра и оболочки — эллипсоиды,

не софокусные в исходном евклидовом пространстве с

декартовыми координатами x1, x2, x3, но становящиеся

софокусными после неортогонального преобразования

(r = (x1x2x3)T , r′ = (x1′x2′x3′)T)

r = Tr′, (8)

подобранного так, чтобы (2) преобразовалось к уравне-

нию Лапласа

∇ · ε1∇ϕ1(r) = 0, r ∈ V1 ⇔ ∇′ · ∇′ϕ1(Tr
′) = 0, r′ ∈ V ′

1,

V ′

1 — область, занимаемая оболочкой в системе ко-

ординат x1′x2′x3′ . При этом операторы Гамильтона в

системах x1x2x3 и x1′x2′x3′ связаны друг с другом по

формуле

∇ =
(

T−1
)T∇′ (9)
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а связь тензора ε1 с матрицей преобразования (8) имеет

вид

ε1 = TTT . (10)

Преобразование (8), условно говоря, устраняет ани-

зотропию диэлектрических свойств материала внутри

оболочки частицы. Также его можно трактовать как

преобразование пространства, при этом эллипсоиды S1,

S2 преобразуются соответственно в эллипсоиды S′

1, S′

2,

являющиеся софокусными, форма которых отличается

от формы их прообразов, поэтому S′

1 и S′

2 будем

называть трансформированными эллипсоидами. (В рабо-

те [14] используется термин
”
приведенный эллипсоид“,

параметры которого зависят от анизотропии внешней

среды.) Условие (10) не единственным образом опреде-

ляет преобразование (8); чтобы устранить неоднознач-

ность, потребуем также, чтобы оси системы координат

x1′x2′x3′ были направлены вдоль осей эллипсоидов S′

1,

S′

2 с таким соответствием, чтобы полуоси a(i )
1′ , a(i )

2′ , a(i )
3′

последних были упорядочены: a(i )
1′ > a(i )

2′ > a(i )
3′ , i = 1, 2.

Более подробно вопрос о нахождении преобразова-

ния (8) рассмотрен в разд. 7.

Полуоси исходных эллипсоидов Si , i = 1, 2 считаются

известными и равными a(i )
1 , a(i )

2 , a(i )
3 . Будем также счи-

тать, что полуоси внешнего эллипсоида S1 упорядочены

аналогичным образом: a(1)
1 > a(1)

2 > a(1)
3 ; этого можно

добиться переобозначением координатных осей. Введем

для краткости обозначения для произведений полуосей

эллипсоидов:

ā(i ) = a(i )
1 a(i )

2 a(i )
3 , ā′(i ) = a(i )

1′ a(i )
2′ a(i )

3′ , i = 1, 2. (11)

Софокусность эллипсоидов S′

1 и S′

2 означает, что

существует параметр t′ > 0 такой, что полуоси эл-

липсоидов S′

1 и S′

2 связаны между собой следующим

образом [15]:

(

a(1)
k′

)2
=
(

a(2)
k′

)2
+ t′, k′ = 1′, 2′, 3′. (12)

Уравнения эллипсоидов S1, S2 (в системе x1x2x3) и

S′

1, S′

2 (в системе x1′x2′x3′) имеют вид

Si : rTSi r = 1; S′

i : r′TS′i r
′ = 1, i = 1, 2, (13)

где Si , S′i — тензоры соответствующих квадратичных

форм:

S1 =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

a(1)
1

)

−2
0 0

0
(

a(1)
2

)

−2
0

0 0
(

a(1)
3

)

−2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

,

S′i =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

a(i )
1′

)

−2
0 0

0
(

a(i )
2′

)

−2
0

0 0
(

a(i )
3′

)

−2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, i = 1, 2, (14)

но S2, вообще, в системе x1x2x3 — не диагональный, так

как оси эллипсоидов S1 и S2 могут не совпадать.

2. Потенциал и напряженность
электрического поля в матрице

Введем эллипсоидальные координаты ξ, η, ζ по фор-

мулам [13]

(xi )2 =

(

ξ +
(

a(1)
i

)2
)(

η +
(

a(1)
i

)2
)(

ζ +
(

a(1)
i

)2
)

(

(

a(1)
j

)2 − (a(1)
i )2

)(

(

a(1)
k )2 − (a(1)

i

)2
) ,

i = 1, 2, 3; (i 6= j 6= k 6= i ), (15)

где −
(

a(1)
1

)2
< ζ < −

(

a(1)
2

)2
< η < −

(

a(1)
3

)2
< ξ < +∞.

Значению координаты ξ = 0 соответствует положение

точек на внешнем эллипсоиде S1, при ξ > 0 будем

иметь точки вне частицы, при −(a(1)
3 )2 < ξ < 0 — точ-

ки внутри частицы, кроме ее центра r = 0, которому

соответствует ξ = −(a(1)
3 )2. Каждому набору (ξ, η, ζ )

эллипсоидальных координат соответствуют восемь то-

чек (±|x1|,±|x2|,±|x3|) пространства, расположенные

симметрично каждая в своем октанте. В дальнейших

выкладках будем подразумевать, что точка (x1, x2, x3)
лежит в первом октанте, т. е. xk > 0, k = 1, 2, 3, при этом

окончательный результат автоматически будет справед-

лив для любой из восьми точек. Уравнение Лапласа в

координатах ξ, η, ζ имеет вид [13]

(η − ζ )Rξ

∂

∂ξ

{

Rξ

∂ϕ

∂ξ

}

+ (ζ − ξ)Rη

∂

∂η

{

Rη

∂ϕ

∂η

}

+ (ξ − η)Rζ

∂

∂ζ

{

Rζ

∂ϕ

∂ζ

}

= 0, (16)

где

Ru=
[(

u+
(

a(1)
1

)2
)(

u+
(

a(1)
2

)2
)(

u+
(

a(1)
3

)2
)]1/2

. (17)

Потенциал результирующего электрического поля в

матрице ϕm ищется в виде суммы потенциала приложен-

ного поля ϕ0 и потенциала возмущенного поля ϕp [13],
т. е.

ϕm = ϕ0 + ϕp, (18)

причем вследствие условия (6) должно выполняться

асимптотическое условие

ϕp → 0, r → ∞. (19)

Поскольку ϕ0 зависит от координат η, ζ на поверхно-

сти S1 в первом квадранте в соответствии с (7), (15)
следующим образом:

ϕ0

∣

∣

ξ=0
= −

3
∑

i=1

E(0)
i a(1)

i

×





(

η +
(

a(1)
i

)2
)(

ζ +
(

a(1)
i

)2
)

(

(

a(1)
j

)2
)

−
(

(

a(1)
i

)2
)(

(

a(1)
k

)2
)

−
(

(

a(1)
i

)2
)





1/2

,

(20)

где E(0)
i , i = 1, 2, 3 — компоненты вектора E0 в системе

x1x2x3, набор индексов (i , j , k) в каждом члене сум-
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мы — циклическая перестановка символов 1, 2, 3, то,

чтобы удовлетворить граничным условиям (4), потенци-
ал возмущенного поля ϕp ищем в виде

ϕp =

3
∑

i=1

Fi (ξ)

×





(

η +
(

a(1)
i

)2
)(

ζ +
(

a(1)
i

)2
)

(

(

a(1)
j

)2 −
(

a(1)
i

)2
)(

(

a(1)
k

)2 −
(

a(1)
i

)2
)





1/2

. (21)

Подставляя (21) в (16) и интегрируя уравнение с

учетом (19), найдем выражение для ϕp и представим

его в векторном виде как

ϕp =
(

N(ξ)A(m), r
)

, (22)

где A(m) =
(

A(m)
1 A(m)

2 A(m)
3

)T
— векторная постоянная, ко-

торая должна быть определена с помощью граничных

условий задачи; N(ξ) — тензорная функция перемен-

ной ξ , имеющая в системе x1x2x3 вид

N(ξ) =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

N1(ξ) 0 0

0 N2(ξ) 0

0 0 N3(ξ)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, (23)

Ni (ξ) =
ā(1)

2

+∞
∫

ξ

du
[

u +
(

a(1)
i

)2
]

Ru

, i = 1, 2, 3; ξ ≥ 0,

(24)
где ā(1) определяется из (11). Заметим, что

N(0) = L(1) (25)

— тензор геометрических факторов внешнего эллипсо-

ида [13]. Таким образом, для результирующего потен-

циала в матрице с учетом (7), (18) и (22) получим

выражение

ϕm =
(

−E0 + N(ξ)A(m), r
)

. (26)

Запишем значения ϕm на внешнем эллипсоиде. С уче-

том (25) имеем

ϕm

∣

∣

ξ=0
=
(

−E0 + L(1)A(m), r
∣

∣

ξ=0

)

. (27)

Сделаем важное для дальнейших преобразований за-

мечание о типах используемых тензорных величин. За-

пишем уравнение (2) в координатном виде

∇i ε
i j
(1)∇ jϕ1(r) = 0, r ∈ V1,

где ε
i j
(1) — компоненты тензора ε1 в данной системе

координат и должны при замене переменных изменять-

ся как компоненты дважды контравариантного тензора.

Рассмотрим теперь известное выражение связи между

напряженностями приложенного однородного поля E0 в

вакууме и поля Eint внутри анизотропного эллипсоида с

тензором диэлектрической проницаемости ε1 [16]:
(

I + L(ε1 − Î)
)

Eint = E0, (28)

где I — ковариантно-контравариантный единичный тен-

зор 2-го ранга c компонентами δ
j
i , Î — дважды контра-

вариантный единичный тензор 2-го ранга c компонен-

тами δ i j , поскольку это тензор диэлектрической прони-

цаемости вакуума; L — тензор геометрических факто-

ров данного эллипсоида. Так как компоненты векторов

напряженности электрического поля преобразуются как

компоненты ковариантного тензора 1-го ранга, из (28)
следует, что L является дважды ковариантным тензором.

Следовательно, и тензор N(ξ) при каждом фиксиро-

ванном значении ξ есть дважды ковариантный тензор,

а вектор A(m), входящий в выражения (26), (27), —

контравариантный.

Получим формулу для напряженности Em поля в

матрице. Преобразуем градиент выражения (26) по

правилу дифференцирования скалярного произведения

вектор-функций [17]:

∇(a, b) = (∇a)b + (∇b)a. (29)

Так как ∇r = I,

∇ϕm = −E0 + N(ξ)A(m) +
(

∇(N(ξ)A(m))
)

r. (30)

Вычислим ∇
(

N(ξ)A(m)
)

, используя формулу, аналогич-

ную (9):

∇ =
(

B̃−1
)T∇̃, (31)

где ∇̃ ≡ ek̃ ∂

∂xk̃ — оператор Гамильтона в эллипсо-

идальных координатах, x1̃ = ξ , x2̃ = η, x3̃ = ζ , ek̃,

k̃ = 1̃, 2̃, 3̃ — векторы местного контравариантного бази-

са; B̃ = ‖∂xk/∂xk̃‖ — матрица преобразования линейных

объектов от декартовых к эллипсоидальным координа-

там (см. приложение). Имеем

∂
(

N(ξ)A(m)
)

∂η
=
∂
(

N(ξ)A(m)
)

∂ζ
= 0,

∂
(

N(ξ)A(m)
)

∂ξ
= − ā(1)

2Rξ

S(ξ)A(m),

где

S(ξ) =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

[

ξ+(a(1)
1 )2

]

−1
0 0

0
[

ξ+(a(1)
2 )2

]

−1
0

0 0
[

ξ+(a(1)
3 )2

]

−1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

— тензор квадратичной формы уравнения эллипсоида,

софокусного с S1, причем S(0) = S1. Вычисляя и преоб-

разуя по формуле (31), получим
(

∇(N(ξ)A(m))
)

r = −ā(1)h−2
1 R−1

ξ (rξ ⊗ rξ)A
(m), (32)

где

rξ ≡
∂r

∂ξ
=

1

2

(

x1

ξ +
(

a(1)
1

)2

x2

ξ +
(

a(1)
2

)2

x3

ξ +
(

a(1)
3

)2

)T

;

(33)
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h1 = (2Rξ )
−1
√

(ξ − η)(ξ − ζ ) — коэффициент Ламе [18].
Таким образом, с учетом (30) и (32) найдем выражение

для Em:

Em = −∇ϕm = E0 +
(

−N(ξ) + ā(1)h−2
1 R−1

ξ (rξ ⊗ rξ)
)

A(m).

(34)
Рассмотрим подробней тензор rξ ⊗ rξ . Прежде всего

заметим, что (33) может быть записано в виде

rξ = (1/2)S(ξ)r. (35)

При фиксированном значении ξ вектор rξ — ковариант-

ный как внутреннее произведение дважды ковариантного

тензора S(ξ) и контравариантного вектора r, поэтому

тензор rξ ⊗ rξ при фиксированном ξ — дважды ковари-

антный тензор.

3. Потенциал и напряженность
электрического поля в оболочке

Сделаем преобразование координат (8) и введем эл-

липсоидальные координаты ξ ′, η′, ζ ′, связанные с коор-

динатами x1′x2′x3′ по формулам

(

xi ′
)2

=

(

ξ ′ +
(

a(2)
i ′
)2
)(

η′ +
(

a(2)
i ′
)2
)(

ζ ′ +
(

a(2)
i ′
)2
)

(

(

a(2)
j ′
)2 −

(

a(2)
i ′
)2
)(

(

a(2)
k′

)2 −
(

a(2)
i ′
)2
) ,

i ′ = 1′, 2′, 3′; (i ′ 6= j ′ 6= k′ 6= i ′), (36)

где −
(

a(2)
1′

)2
< ζ ′< −

(

a(2)
2′

)2
< η′ < −

(

a(2)
3′

)2
< ξ ′ < +∞.

При ξ ′ = 0 и при ξ ′ = t′ имеем точки на

трансформированных внутреннем S′

2 и внешнем S′

1

эллипсоидах соответственно; образу V ′

1 оболочки

включения соответствуют значения ξ ′ ∈ (0′; t′).
Уравнение (2) в координатах ξ ′, η′, ζ ′ — это уравнение

Лапласа, аналогичное (16)

(η′ − ζ ′)R̃ξ ′
∂

∂ξ ′

{

R̃ξ ′
∂ϕ1

∂ξ ′

}

+ (ζ ′ − ξ ′)R̃η′
∂

∂η′

{

R̃η′
∂ϕ1

∂η′

}

+ (ξ ′ − η′)R̃ζ ′
∂

∂ζ ′

{

R̃ζ ′
∂ϕ1

∂ζ ′

}

= 0, (37)

где

R̃u =
[(

u +
(

a(2)
1′

)2
)(

u +
(

a(2)
2′

)2
)(

u +
(

a(2)
3′

)2
)]1/2

.

Переписав (27) в системе x1′x2′x3′ , найдем, что за-

висимость для ϕm на границе с оболочкой от коорди-

нат η′, ζ ′ имеет вид

ϕm

∣

∣

ξ ′=t′
=

3
∑

i ′=1

Ci ′

×





(

η′ +
(

a(2)
i ′
)2
)(

ζ ′ +
(

a(2)
i ′
)2
)

(

(

a(2)
j ′
)2 −

(

a(2)
i ′
)2
)(

(

a(2)
k′

)2 −
(

a(2)
i ′
)2
)





1/2

,

где C1′ ,C2′ ,C3′ — некоторые постоянные, набор индек-

сов (i ′, j ′, k′) в каждом члене суммы есть циклическая

перестановка набора символов (1′, 2′, 3′), поэтому для

удовлетворения граничным условиям потенциал внутри

оболочки надо искать в виде

ϕ1 =
3
∑

i ′=1

F̃i ′(ξ
′)

×





(

η′ +
(

a(2)
i ′
)2
)(

ζ ′ +
(

a(2)
i ′
)2
)

(

(

a(2)
j ′
)2 −

(

a(2)
i ′
)2
)(

(

a(2)
k′

)2 −
(

a(2)
i ′
)2
)





1/2

. (38)

После подстановки (38) в (37) и интегрирования полу-

чим выражение для ϕ1, которое в векторном виде может

быть записано аналогично (26)

ϕ1 =
(

B(1) + N′(ξ ′)A(1), r′
)

, (39)

где A(1) =
(

A(1)
1 A(1)

2 A(1)
3

)T
, B(1) =

(

B(1)
1 B(1)

2 B(1)
3

)T
— век-

торные постоянные, находящиеся с помощью граничных

условий задачи; N′(ξ ′) — тензорная функция перемен-

ной ξ ′, имеющая в системе x1′x2′x3′ вид

N′(ξ ′) =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

N′

1′(ξ
′) 0 0

0 N′

2′(ξ
′) 0

0 0 N′

3′(ξ
′)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, (40)

N′

i ′(ξ
′) =

ā′(2)

2

+∞
∫

ξ ′

du
[

u +
(

a(2)
i ′
)2]

R̃u

,

i ′ = 1′, 2′, 3′; 0 ≤ ξ ′ ≤ t′. (41)

Тензор N′(ξ ′) при фиксированном значении ξ ′ —

дважды ковариантный. Заметим, что

N′(0) = L′(2), N′(t′) = ν ′L′(1), (42)

L′(1), L′(2) — тензоры геометрических факторов транс-

формированных внешнего и внутреннего эллипсоидов

соответственно, их главные компоненты

L′(k)
i ′ =

ā′(k)

2

+∞
∫

0

du
[

u +
(

a(k)
i ′
)2]

R̃(k)
u

, i ′ = 1′, 2′, 3′, k = 1, 2,

R̃(k)
u =

[(

u +
(

a(k)
1′

)2
)(

u +
(

a(k)
2′

)2
)(

u +
(

a(k)
3′

)2
)]1/2

;

ν ′ — отношение объемов трансформированных внут-

реннего и внешнего эллипсоидов, которое в силу ли-

нейности преобразования (8) равно отношению объемов

исходных эллипсоидов:

ν ′ = ā′(2)/ā′(1) = ā(2)/ā(1). (43)

Выражение (39) может быть переписано в виде

ϕ1 =
(

(T−1)TB(1) + N′

0(ξ
′)TA(1), r

)

, (44)

где

N′

0(ξ
′) = (T−1)TN′(ξ ′)T−1 (45)
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— тензор N′(ξ ′) в системе x1x2x3. Соответственно

тензоры L′(1), L′(2) имеют в системе x1x2x3 вид

L
′(k)
0 = (T−1)TL′(k)T−1, k = 1, 2. (46)

Найдем выражение для напряженности электрическо-

го поля E1 в оболочке. Вычислим сначала градиент ∇′ϕ1

в системе x1′x2′x3′ . Применив (29) к выражению (39) и

затем формулу, аналогичную (31), получим

∇′ϕ1 = B(1) +
(

N′(ξ ′) − ā′(2)h′−2
1 R̃−1

ξ ′ (r′ξ ′ ⊗ r′ξ ′)
)

A(1),

(47)
где

r′ξ ′ ≡
∂r′

∂ξ ′
=

1

2

(

x1′

ξ ′ +
(

a(2)
1′

)2

x2′

ξ ′ +
(

a(2)
2′

)2

x3′

ξ ′ +
(

a(2)
3′

)2

)T

;

h′1 =

√

(ξ ′ − η′)(ξ ′ − ζ ′)

2R̃ξ ′

— коэффициент Ламе. По аналогии с (35) r′ξ ′ может

быть записан в виде

r′ξ ′ = (1/2)S′(ξ ′)r′, (48)

где

S′(ξ ′) =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

[

ξ ′ +
(

a(2)
1′

)2]−1
0 0

0
[

ξ ′ +
(

a(2)
2′

)2]−1
0

0 0
[

ξ ′ +
(

a(2)
3′

)2]−1

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(49)

— тензор квадратичной формы уравнения эллипсоида,

софокусного с S′

2, причем S′(0) = S′2, S′(t′) = S′1. Так

же, как и rξ ⊗ rξ , тензор r′ξ ′ ⊗ r′ξ ′ при фиксированном

значении ξ ′ — дважды ковариантный тензор, в системе

x1x2x3 имеющий вид

(r′ξ ′ ⊗ r′ξ ′)0 = (T−1)T(r′ξ ′ ⊗ r′ξ ′)T
−1. (50)

Используя связь (9) градиентов в системах x1x2x3 и

x1′x2′x3′ , получим напряженность электрического по-

ля E1 в оболочке в системе x1x2x3:

E1 = −∇ϕ1 = − (T−1)TB(1) +
(

−N′

0(ξ
′)

+ ā′(2)h′−2
1 R̃−1

ξ ′ (r′ξ ′ ⊗ r′ξ ′)0
)

TA(1). (51)

4. Потенциал и напряженность
электрического поля в ядре

Можно, как при нахождении вида потенциала в

оболочке, сделать преобразование координат, аналогич-

ное (8) и устраняющее анизотропию внутри ядра, ввести

эллипсоидальные координаты ξ ′′, η′′, ζ ′′, связанные с

новыми координатами, и после интегрирования уравне-

ния Лапласа с учетом специального вида зависимости

от η′′, ζ ′′ на границе ядра получить общее решение,

аналогичное (39). Однако ввиду того, что тензорные

функции вида N′(ξ ′) не ограничены в центре ядра,

зависимость потенциала внутри ядра от радиуса-вектора

текущей точки может быть только линейной:

ϕ2 = −(E′(2), r′), (52)

где E′(2) = const — напряженность поля внутри ядра в

системе x1′x2′x3′ , r′ — радиус-вектор точки в этой же

системе. Выражение для ϕ2 можно также записать и в

виде

ϕ2 = −(E(2), r), (53)

где E(2) — напряженность поля внутри ядра в системе

x1x2x3:

E(2) = (T−1)TE′(2). (54)

Как следует из (52) или (53), электрическое поле

внутри ядра — однородное в предположениях о связи

формы ядра и оболочки с анизотропией оболочки, опи-

санных в разд. 1.

5. Учет граничных условий (4), (5)

Найдем теперь выражения для векторных кон-

стант A(m), A(1), B(1), E′(2), входящих в формулы (26),
(39), (52) для потенциала электрического поля в мат-

рице, оболочке и ядре соответственно, исходя из необ-

ходимости удовлетворения граничных условий (4), (5).
Запишем вначале условия непрерывности потенциала на

границах сред.

Выражение для ϕm на внешнем эллипсоиде S1 имеет

вид (27); для ϕ1 на внешнем эллипсоиде (ξ ′ = t′) из (44)
имеем с учетом (42), (46)

ϕ1

∣

∣

ξ=0
=
(

(T−1)T(B(1) + ν ′L′(1)A(1)), r
∣

∣

ξ=0

)

. (55)

Приравнивая (27) и (55), имеем уравнение

(

−E0 + L(1)A(m), r
∣

∣

ξ=0

)

=
(

(T−1)T(B(1) + ν ′L′(1)A(1)), r
∣

∣

ξ=0

)

,

представляющее собой равенство значений двух ли-

нейных функций аргумента r при его произвольных

значениях на поверхности S1, из чего следует, что эти

функции равны тождественно, т. е. равны левые части

скалярных произведений:

−E0 + L(1)A(m) = (T−1)T(B(1) + ν ′L′(1)A(1)). (56)

Значения ϕ1 на внутреннем эллипсоиде (ξ ′ = 0):
из (39) с учетом (42) имеем

ϕ1

∣

∣

ξ ′=0
=
(

B(1) + L′(2)A(1), r′
∣

∣

ξ ′=0

)

. (57)

Для ϕ2 на внутреннем эллипсоиде из (52) получаем

ϕ2

∣

∣

ξ ′=0
= −

(

E′(2), r′
∣

∣

ξ ′=0

)

. (58)
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Приравнивая (57) и (58), приходим в итоге к векторному

равенству

B(1) + L′(2)A(1) = −E′(2). (59)

Запишем теперь вторые из условий (4), (5). Пусть

f 1(r) = rTS1r− 1 = 0 — уравнение внешнего эллипсо-

ида, тогда второе из условий (4) может быть записано в

виде
(

∇ f 1, εm(−∇ϕm)
)

ξ=0
=
(

∇ f 1, ε1(−∇ϕ1)
)

ξ=0
. (60)

Учтя, что ∇ f 1 = 2S1r, а также (34), (35), (25) и соот-

ношения Rξ

∣

∣

ξ=0
= ā(1), rTS1S1r

∣

∣

ξ=0
= 4h21

∣

∣

ξ=0
[18, с. 457],

для левой части (60) имеем
(

∇ f 1, εm(−∇ϕm)
)

ξ=0

=
(

S1r
∣

∣

ξ=0
, 2εm

[

E0 − (L(1) − I)A(m)
])

. (61)

Перейдем в правой части (60) к системе x1′x2′x3′ с

учетом (9), (10):
(

∇ f 1, ε1( −∇ϕ1)
)

ξ=0
=
(

∇′ f 1, T
−1ε1(T

−1)T

× (−∇′ϕ1)
)

ξ ′=t′
=
(

∇′ f 1,−∇′ϕ1

)

ξ ′=t′
. (62)

Уравнение внешнего эллипсоида в системе x1′x2′x3′

имеет вид f 1 = r′TS′1r
′ − 1 = 0, поэтому ∇′ f 1 = 2S′1r

′.

Для ∇′ϕ1 при ξ ′ = t′ из (47) с учетом (42), (48), (49), а
также того, что R̃ξ ′ |ξ ′=t′ = ā′(1), получим

∇′ϕ1

∣

∣

ξ ′=t′
= B(1) +

(

ν ′L′(1) − ν ′4−1h′−2
1

× (S′1r
′r′TS′)

)

ξ ′=t′
A(1). (63)

Подставляя (63) в (62), учтя то, что r′TS′1S
′

1r
′|ξ ′=t′ =

= 4h′21 |ξ ′=t′ , и преобразуя левый множитель к системе

x1x2x3: S′1r
′ = (TTS1T)T−1r, имеем

(

∇ f 1, ε1(−∇ϕ1)
)

ξ=0
=
(

S1r
∣

∣

ξ=0
, 2T

[

−B(1) − ν ′

× (L′(1) − I)A(1)
])

. (64)

Приравнивая (61) и (64), получим равенство, к которому

сводится второе из условий (4):

εm
[

E0 − (L(1) − I)A(m)
]

=

− T
[

B(1) + ν ′(L′(1) − I)A(1)
]

. (65)

Аналогично (60) второе из условий (5) можно запи-

сать в виде
(

∇ f 2, ε1(−∇ϕ1)
)

ξ ′=0
=
(

∇ f 2, ε2(−∇ϕ2)
)

ξ ′=0
, (66)

где f 2(r) = rTS2r− 1 = 0 — уравнение внутреннего эл-

липсоида. Вычисляя левую часть (66) с помощью про-

цедуры, аналогичной использованной при выводе (64),
получим

(

∇ f 2, ε1( −∇ϕ1)
)

ξ ′=0
=

(

S′2r
′
∣

∣

ξ ′=0
, − 2

[

B(1) + (L′(2) − I)A(1)
])

. (67)

Для правой части (66) имеем, взяв градиент от (52):
(

∇ f 2, ε2( −∇ϕ2)
)

ξ ′=0
=

(

S′2r
′
∣

∣

ξ ′=0
, 2T−1ε2(T

−1)TE′(2)
)

. (68)

Приравнивая (67) и (68), получим в итоге равенство

−
[

B(1) + (L′(2) − I)A(1)
]

= T−1ε2(T
−1)TE′(2). (69)

Таким образом, условия (4), (5) сводятся к системе

четырех уравнений (56), (59), (65), (69), решая которые,

найдем искомые векторные константы:

A(m) = 3
(

ā(1)
)

−1
αE0, A(1) = T−1α(1)E0,

B(1) = TTβ(1)E0, (70)

E′(2) = TTεmλ02E0, (71)

где

λ02 =
[(

εmI + L(1)(ε1 − εmI)
)(

I + (L
′(2)
0

− ν ′L
′(1)
0 )(ε2 − ε1)

)

+ ν ′L(1)(ε2 − ε1)
]

−1
, (72)

α = 3−1ā(1)
[

(ε1 − εmI)
(

I + (L
′(2)
0

− ν ′L
′(1)
0 )(ε2 − ε1)

)

+ ν ′(ε2 − ε1)
]

λ02, (73)

α(1) = εm(ε2 − ε1)λ02,

β(1) = −
(

I + L
′(2)
0 (ε2 − ε1)

)

εmλ02, (74)

L
′(1)
0 , L

′(2)
0 определяются формулами (46). В данных

выражениях все единичные тензоры второго ранга обо-

значены как I.

Используя введенные формулами (72)−(74) тензор-

ные величины, запишем окончательные выражения для

потенциала и напряженности поля в системе координат

x1x2x3. Из (54), (71) имеем для напряженности электри-

ческого поля E(2) в ядре:

E(2) = εmλ02E0. (75)

Выражение для потенциала ϕ2 в ядре дается форму-

лой (53), для потенциалов ϕm, ϕ1 в матрице и оболочке

получим из (26), (44) и (70):

ϕm =
(

(−I + 3(ā(1))−1N(ξ)α)E0, r
)

, r ∈ Vm, ξ ≥ 0,

(76)

ϕ1 =
(

(β(1) + N′

0(ξ
′)α(1))E0, r

)

, r ∈ V1, 0 ≤ ξ ′ ≤ t′.
(77)

Выражения для напряженности поля в матрице и обо-

лочке найдем, подставив (70) в (34) и (51) соответ-

ственно:

Em =
(

I + 3
[

−(ā(1))−1N(ξ)

+ h−2
1 R−1

ξ (rξ ⊗ rξ)
]

α
)

E0, (78)

E1 =
(

−β(1) +
[

−N′

0(ξ
′) + ā′(2)

× h′−2
1 R̃−1

ξ ′ (r′ξ ′ ⊗ r′ξ ′)0
]

α(1)
)

E0. (79)
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6. Дипольный момент и тензор
поляризуемости включения

Наибольший вклад в возмущенное электрическое поле

включения вносит поле, создаваемое его дипольным

моментом, приобретаемым им во внешнем электриче-

ском поле. Большинство подходов к вычислению эффек-

тивных диэлектрических характеристик неоднородных

сред ограничиваются именно учетом индуцированных

дипольных моментов зерен, составляющих среду. Для

нахождения дипольного момента включения с оболочкой

рассмотрим выражение (76) для потенциала поля ϕm

в матрице в асимптотике при r → ∞. Так как ξ ≈ r 2,
ξ → +∞,

N(ξ) ≈ 3−1ā(1)ξ−3/2I ≈ 3−1ā(1)r−3I, ξ, r → +∞,

и для ϕm получаем ϕm ≈
(

(−I + r−3α)E0, r
)

, r → +∞,

причем потенциал возмущенного поля ϕp ≈ (αE0, r−3r),
r → +∞. Сопоставляя это выражение с потенциалом

индуцированного точечного диполя [19] ϕ = (p, r−3r)
с дипольным моментом p, найдем дипольный момент

включения с оболочкой

p = αE0. (80)

Из (80) видно, что тензор α, определяемый выраже-

нием (73), есть не что иное, как тензор поляризуемости

данной частицы.

7. О нахождении параметров
преобразования (8)

Пусть x10x20x30 — система координат, связанная с

главными осями тензора ε1, и пусть C0(ψ0, θ0, φ0) —

матрица поворота от системы x1x2x3 к x10x20x30 ,

ψ0, θ0, φ0 — углы Эйлера. Рассмотрим сжатие вдоль

осей системы x10x20x30 , устраняющее анизотропию ма-

териала оболочки:

r0 = B0r̂, (81)

где

B0 =







(

ε
(1)
1

)1/2
0 0

0
(

ε
(1)
2

)1/2
0

0 0
(

ε
(1)
3

)1/2






,

ε
(1)
k , k = 1, 3 — главные значения тензора ε1; r0 =

= (x10x20x30)T , r̂ = (x1̂x2̂x3̂)T , x1̂x2̂x3̂ — новая коор-

динатная система после преобразования (81). Пусть

Ĉ(ψ̂, θ̂, φ̂) — матрица поворота от системы x1̂x2̂x3̂ к

системе x1′x2′x3′ . Тогда матрица преобразования (8)
равна произведению данных трех матриц:

T = ĈB0C0.

Сложность представляет нахождение матрицы

Ĉ(ψ̂, θ̂, φ̂), так как система x1′x2′x3′ связана с осями

трансформированного внешнего эллипсоида S′

1, чтобы

найти которые, нужно матрицу квадратичной формы его

уравнения в системе x1̂x2̂x3̂ привести к диагональному

виду ортогональным преобразованием, а для этого

нужно найти ее собственные значения и собственные

векторы. В системе x1̂x2̂x3̂ матрица квадратичной

формы внешнего эллипсоида будет иметь вид

Ŝ1 = BT
0C

T
0 S1C0B0,

в общем случае ее элементы являются функциями всех

трех углов Эйлера ψ0, θ0, φ0, а также трех главных

компонент тензора ε1, и для нахождения собственных

значений матрицы λ̂1, λ̂2, λ̂3 нужно решить кубическое

уравнение. Таким образом, в общем случае невозможно

получить аналитические выражения в явном виде для

параметров преобразования (8), а также и для величин

полуосей a(1)
1′ , a(1)

2′ , a(3)
3′ трансформированного эллипсои-

да S′

1 в зависимости от исходных полуосей a(1)
1 , a(1)

2 , a(1)
3 ,

главных компонент тензора ε1 и взаимной ориентации

осей внешнего эллипсоида и главных осей тензора ε1.

Однако в важном для приложений частном случае,

когда исходный эллипсоид S1 является эллипсоидом вра-

щения, а тензор ε1 — одноосный, найти аналитические

выражения удается, результат решения аналогичной за-

дачи имеется в [20].

8. Сопоставление полученных
результатов в частных предельных
случаях с известными решениями

1. В случае, когда оболочка — изотропная (ε1 = ε1I),
а ядро — анизотропное с произвольной ориента-

цией главных осей тензора ε2 относительно осей

эллипсоида S2, имеем: T = ε
−1/2
1 I, a(k)

1′ = a(k)
1 /

√
ε1,

a(k)
2′ = a(k)

2 /
√
ε1, a(k)

3′ = a(k)
3 /

√
ε1, k = 1, 2, поэтому

L′(k) = L(k), L
′(k)
0 = L(k)/ε1, k = 1, 2.

Тензоры λ02, α, α
(1), β(1), имеют вид

λ02 = ε1
[(

εmI + L(1)(ε1 − εm)
)(

ε1I + (L(2) − ν ′L(1))

× (ε2 − ε1I)
)

+ ν ′L(1)ε1(ε2 − ε1I)
]

−1
,

α = (3ε1)
−1ā(1)

[

(ε1 − εm)
(

ε1I + (L(2) − ν ′L(1))

× (ε2 − ε1I)
)

+ ν ′ε1(ε2 − ε1I)
]

λ02, (82)

α(1) = εm(ε2 − ε1I)λ02,

β(1) = −εmε
−1
1

(

ε1I + L(2)(ε2 − ε1I)
)

λ02,

и выражения для потенциала в ядре, оболочке и матрице

по формулам (53), (77), (76), (82) имеют вид, эквива-

лентный выражениям в [11], в чем можно убедиться

путем элементарных алгебраических преобразований.
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2. Рассмотрим случаи, когда задача для частицы с

оболочкой сводится к задаче для эллипсоида в изо-

тропной среде. Это можно сделать тремя способами:

а) при ε1 = εmI; б) при ν
′ = 1, a(1)

i = a(2)
i , i = 1, 3; в) при

ε1 = ε2. Например, в случае в) получим

λ02 =
[

εmI + L(1)(ε1 − εmI)
]

−1
,

и для напряженности поля в ядре имеем известный

результат [16,20]

E(2) = εm
[

εmI + L(1)(ε1 − εmI)
]

−1
E0.

Поле в оболочке, согласно (77), получается однородным,
поскольку α(1) = 0, его напряженность в этом случае

E(1) = −β(1)E0 = εm
[

εmI + L(1)(ε1 − εmI)
]

−1
E0 = E(2).

Несложно проверить, что и в случаях а) и б) ре-

зультат, полученный в настоящей работе, соответствует

известным результатам.

Заключение

Основными результатами настоящей работы являются

аналитические выражения для потенциала электрическо-

го поля в матрице, оболочке и ядре, представленные

формулами (76), (77), (53) соответственно, выражения

для напряженности поля в матрице, оболочке и ядре

(формулы (78), (79) и (75) соответственно), а также

выражение для тензора поляризуемости включения —

формула (73).
Результаты, полученные в работе, могут быть исполь-

зованы при решении задач оценки эффективных харак-

теристик неоднородных сред, например, поликристаллов

с учетом межзеренного пространства и композитов с

включениями вложенной структуры, а также для учета

граничного слоя между включениями и матрицей.

Решение данной задачи может быть обобщено на слу-

чай включения с анизотропной оболочкой в однородной

анизотропной среде с приложенным однородным полем,

причем для обобщения может быть использован метод

неортогонального преобразования, примененный в на-

стоящей работе для устранения анизотропии оболочки.

Приложение. Матрицы преобразования
между декартовыми
и эллипсоидальными координатами

Матрица B̃ = ‖∂xk/∂xk̃‖ преобразования линейных

объектов от координатной системы x1x2x3 к системе

эллипсоидальных координат ξηζ , которые связаны друг

с другом формулами (15), имеет вид

B̃ =
1

2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

x1

ξ+
(

a(1)

1

)2
x1

η+
(

a(1)

1

)2
x1

ζ+
(

a(1)

1

)2

x2

ξ+
(

a(1)

2

)2
x2

η+
(

a(1)

2

)2
x2

ζ+
(

a(1)

2

)2

x3

ξ+
(

a(1)

3

)2
x3

η+
(

a(1)

3

)2
x3

ζ+
(

a(1)

3

)2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

. (51)

Вычислим B̃−1 следующим образом. Столбцы матри-

цы B̃ ортогональны (система ξηζ — ортогональная), а
их нормы равны коэффициентам Ламе h1, h2, h3 [18], где

h21 =
(ξ − η)(ξ − ζ )

4R2
ξ

, h22 =
(η − ζ )(η − ξ)

4R2
η

,

h23 =
(ζ − ξ)(ζ − η)

4R2
ζ

. (52)

Тогда преобразование R = B̃H−1, где

H =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

h1 0 0

0 h2 0

0 0 h3

∥

∥

∥

∥

∥

∥

будет ортогональным, при этом R−1 = RT . Тогда

B̃−1 = H−1RT , и в итоге

B̃−1 =
1

2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

1
h2
1

x1

ξ+
(

a(1)

1

)2
1
h2
1

x2

ξ+
(

a(1)

2

)2
1
h2
1

x3

ξ+
(

a(1)

3

)2

1
h2
2

x1

η+
(

a(1)

1

)2
1
h2
2

x2

η+
(

a(1)

2

)2
1
h2
2

x3

η+
(

a(1)

3

)2

1
h2
3

x1

ζ+
(

a(1)

1

)2
1
h2
3

x2

ζ+
(

a(1)

2

)2
1
h2
3

x3

ζ+
(

a(1)

3

)2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

. (53)

Матрица B̃′ преобразования линейных объектов от

системы x1′x2′x3′ к системе эллипсоидальных коорди-

нат ξ ′η′ζ ′, связанных друг с другом формулами (36),
и обратная ей матрица B̃′−1 имеют аналогичный вид с

учетом особенностей формул (36).

Работа выполнена при финансовой поддержке Рос-

сийского фонда фундаментальных исследований (гранты
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