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Построена теория акустических векторных солитонов самоиндуцированной

прозрачности в анизотропных средах. Показано, что в этих системах может

формироваться двухкомпонентный векторный солитон, осциллирующий на

суммарной и разностной частотах в окрестности частоты несущей акустической

волны. Приводятся явные аналитические выражения для формы и параметров

нелинейной волны, которые зависят от направления распространения импульса.
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Распространение акустических двухкомпонентных векторных соли-

тонов является одним из наиболее важных нелинейных эффектов в

акустических системах. В зависимости от механизмов формирования

акустических нелинейных волн отличают резонансные и нерезонанс-

ные нелинейные волны. Резонансные акустические нелинейные волны

стационарной формы (солитоны, бризеры, векторные солитоны) могут

формироваться в условиях нелинейного когерентного взаимодействия

акустического импульса с содержащимися в среде парамагнитными

примесями или квантовыми точками, когда выполняются условия

акустической самоиндуцированной прозрачности (АСИП): T ≪ T1,2,

ωT ≫ 1, где T и ω — длительность и частота несущей волны

импульса, T1 и T2 — времена продольной и поперечной релаксаций

парамагнитных примесей или квантовых точек [1]. При этом, когда

площадь огибающей тензора деформации акустического импульса 2

превышает π, образуется солитон (2π-импульс) [2], а когда выполня-

ется условие |2| ≪ 1, может формироваться бризер (0π-импульс) [3].
Однако бризеры не являются единственно возможными резонансными

нелинейными волнами малой энергии (амплитуды). В работах [4,5]
было показано, что в условиях АСИП, наряду с однокомпонентными
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бризерами, резонансными нелинейными волнами малой амплитуды

могут быть также и двухкомпонентные векторные солитоны АСИП. Эти

нелинейные волны могут осциллировать на суммарной и разностной

частотах, в окрестности частоты несущей акустической волны. Такие

двухкомпонентные векторные солитоны АСИП, так же как и одноком-

понентные бризеры, являются 0π-импульсами АСИП.

В изотропных средах свойства этих нелинейных акустических волн

изучены достаточно подробно (см., например, [2] и цитированные

там работы). В анизотропных средах ситуация существенно меняется.

В частности, в таких средах могут распространяться необыкновенные

акустические волны, для которых, в отличие от изотропных сред, вектор

групповой скорости акустической волны не коллинеарен волновому

вектору [6–8]. Явления АСИП в анизотропных средах для солитонов

исследованы в работе [9]. Однако ситуация существенно меняется,

когда в анизотропных средах распространяются акустические двухком-

понентные векторные солитоны АСИП. Цель настоящей работы —

рассмотреть вопрос о формировании акустических двухкомпонентных

векторных солитонов АСИП в анизотропных средах.

В качестве модели, позволяющей исследовать акустические двух-

компонентные векторные солитоны АСИП в анизотропных средах,

рассмотрим одноосный кристалл гексагональной системы, содержащий

малую концентрацию n0 парамагнитных примесей или квантовых то-

чек с эффективным электронным спином S = 1/2. Предположим, что

линейно поляризованный вдоль оси x акустический импульс плоской

волны с длительностью T , частотой ω ≫ T−1, волновым вектором k

распространяется вдоль оси ζ , которая составляет угол θ с осью z .
В силу изотропии среды в плоскости xy , без ограничения общности

можно предположить, что волновой вектор лежит в плоскости yz .
Предположим, что внешнее постоянное магнитное поле H0 направлено

вдоль оси шестого порядка, которая совпадает с координатной осью z .
εxz -компонента тензора деформации необыкновенной акустической

волны удовлетворяет волновому уравнению движения [6,9]

∂2εxz

∂t2
= C(θ)

∂2εxz

∂ζ 2
+ cos2 θ

L
ρ

∂2〈Sx 〉

∂ζ 2
, (1)

где ρ — плотность среды, εxz = 1
2
∂ux
∂z = 1

2
(ε+ + ε−), ux — компо-

нента вектора деформации ū(ux , uy , uz ) акустического поля импульса,
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L = β0H0Fxz xz , β0 — магнетон Бора, Fxz xz — компонента тензора спин-

фононной связи. Зависимость 〈Sx 〉 от тензора деформации определяется

из магнитных уравнений Блоха [10]. В акустически одноосной среде —

в гексагональном кристалле, имеют место следующие соотношения:

λxyxy = b, λxz xz = λyz yz = d, где под компонентами λxklm подразумеваем

адиабатические значения модулей упругости

C(θ) =
1

ρ
(b sin2 θ + d cos2 θ).

Для плоской волны имеет место трансляционная инвариантность в

направлении вдоль оси x и, следовательно, все функции не зависят от x ,
т. е. ∂

∂x = 0. При этом ζ = z cos θ + y sin θ.

Для решения уравнения (1) в форме векторного солитона АСИП в

анизотропных средах перейдем к медленным переменным с помощью

выражений

εxz =
1

2

∑

l=±1

a

E lZl, 〈Sx 〉 =
i
2

∑

l=±1

lρlZ−l, (2)

где Zl = exp[il(kζ − ωt)],
a

E l и ρl — медленно меняющиеся комплексные

амплитуды εxz -компоненты тензора деформации и намагниченности

соответственно.

Подставляя выражения (2) в уравнение (1), получим уравнения

АСИП в медленных переменных

∂ρl

∂t
= il1ρl −

L
~
〈Sz 〉

a

E−l,

∂〈Sz 〉

∂t
=

L
2~

∑

l=±1

ρl
a

E l,

∑

l=±1

Zl

(

−2ilω
∂

a

E l

∂t
− 2ilkC2 ∂

a

E l

∂ζ
+

∂2
a

E l

∂t2
−C2 ∂

2
a

E l

∂ζ 2

− l cos2 θ
L
ρ

ik2ρ−l

)

= 0 (3)

и закон дисперсии для необыкновенной акустической волны ω2 = C2k2.

Здесь ~ — постоянная Планка, 1 = ω0 − ω, ω0 — частота спинов.
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Уравнения системы (3) являются уравнениями АСИП в одноосных

кристаллах и могут описать широкий спектр нелинейных явлений.

Для анализа этих уравнений воспользуемся пертурбативным мето-

дом редукции [4,11], согласно которому функцию 2l =
t
∫

−∞

a

E ldt при

условии |2l| ≪ 1 можно представить в форме

2l(ζ , t) =

∞
∑

α=1

εα2
(α)
l =

∞
∑

α=1

∞
∑

n=−∞

εαYl,n f (α)
l,n (η, τ ), (4)

где ε — малый параметр,

Yl,n = exp[in(Ql,nζ −�l,nt)], ηl,n = εQl,n(ζ − vg(l,n)t),

τ = ε2t, vg(l,n) =
d�l,n

dQl,n
.

Такое представление позволяет выделить из 2l еще более медленно ме-

няющиеся функции f (α)
l,n . Следовательно, предполагается, что величины

�, Q и f (α)
l,n удовлетворяют неравенствам

ω ≫ �, k ≫ Q,

∣

∣

∣

∣

∂ f (α)
l,n

∂t

∣

∣

∣

∣

≪ � f (α)
l,n ,

∣

∣

∣

∣

∂ f (α)
l,n

∂z

∣

∣

∣

∣

≪ Q f (α)
l,n .

Величины Q и � зависят от l и n, но в дальнейшем, для простоты,

индексы l и n опустим там, где это не приведет к путанице.

Подставляя разложение (4) в систему уравнений (3), получаем

нелинейное уравнение

∞
∑

α=1

∑

l=±1

∞
∑

n=−∞

εαYl,nZl

(

W̃l,n + εJ l,n
∂

∂η
+ ε2hl,n

∂

∂τ
+ iε2Hl,n

∂2

∂η2

)

f (α)
l,n

= − iε3β2
0

∑

l=±1

lZl

∫

∂2
(1)
l

∂t
2

(1)
−l2

(1)
l dt′ + O(ε4), (5)

где

W̃l,n = in�

[

Aln�− B lnQ + n2�2 −C2n2Q2 −
l
n

K
�

]

,
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J l,n = nQ
[

2Al�vg − B l(Qvg + �) + 3nvg�
2 −C2nQ(Qvg + 2�)

]

,

hl,n = −2Aln� + B lnQ − 3n2�2 + C2n2Q2,

Hl,n = Q2
[

−Alv
2
g + B lvg − 3n�v2

g + C2n(2Qvg + �)
]

,

K(θ) = cos2 θ
L2n0k2

2ρ~

∫

g(1)d1
1 + T 212

,

β2
0(θ) = cos2 θ

L4n0k2

4ρ~3

∫

g(1)d1
1 + T 212

,

Al = 2lω, B l = 2lkC2, (6)

g(1) — нормированная функция неоднородного уширения спектраль-

ной линии.

Из уравнения (5) следует, что из всех величин f (α)
l,n отличны от

нуля только члены f (1)
+1,±1. Для определения этих функций приравняем

нулю по отдельности члены при одинаковых степенях ε. В результате

получим связь между величинами Q и �

Aln�− B lnQ + n2�2 −C2n2Q2 −
l
n

K
�

= 0 (7)

и связанные нелинейные уравнения Шредингера для функции u± =

= ε f (1)
+1,±1

−i

(

∂u±

∂t
+ v±

∂u±

∂z

)

+ p±

∂2u±

∂z 2
+ g±|u±|

2u± + r±|u±|
2u± = 0, (8)

где

v± = vg(+1,±1), p± =
H+1,±1

Q2h+1,±1

, g± =
β2
0

h+1,±1

, r± = g±

(

1−
�±

�±

)

.

Эти уравнения имеют двухкомпонентное солитонное решение в

следующей форме [4]:

u±(ζ , t) =
f ±1

bT
sech

(

t − ζ

V0

T

)

exp[i(k±1ζ − ω±1t)], (9)
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где V0 — скорость нелинейной волны. При этом выполняются неравен-

ства k±1 ≪ Q±1, ω±1 ≪ �±1; f ±1, k±1 и ω±1 являются вещественными

постоянными, которые определяются из уравнений

f 2
+1 =

p+g− − p−r+

p−g+ − p+r−
f 2
−1, k± =

V0 − v±

2p±

,

ω+1 =
p+

p−

ω−1 +
V 2
0 (p2

− − p2
+) + v2

−p2
+ − v2

+p2
+

4p+p2
. (10)

Подставляя солитонные решения (9) для функции u± в уравне-

ния (8), получаем для компоненты тензора деформации выражение

εxz =
1

bT
sech

(

t − ζ

V0

T

)

{

(�+ + ω+1) f 1 sin[(k + Q+ + k+1)z

− (ω + �+ + ω+1)t] − (�− − ω−1) f 2 sin[(k − Q− + k−1)z

− (ω −� + ω−1)t]
}

, (11)

где

b2 = V 2
0

f 2
+1g+ + f 2

−1r+

2p+
, T−2 = V 2

0

v+k+1 + k2
+1p+ − ω+1

p+
. (12)

Появление в выражении (11) тригонометрических функций ука-

зывает на возникновение периодических осцилляций по времени и

координате с характерными параметрами на суммарной ω + � +
+ω+1(k + Q+ + k+1) и разностной ω −�− + ω−1(k − Q− + k−1) часто-
тах (волновых чисел) в окрестности частоты ω (волнового числа k)
несущей волны, в результате чего солитонные решения (9) для величин

u± трансформируются в решение (11) для величины εxz , имеющей

вид двухкомпонентного векторного солитона. Параметры нелинейной

волны (11) определяются из выражений (6), (10) и (12). Связь между

величинами �± и Q± определяется из уравнения (7).
Из закона дисперсии ω2 = C2k2 можно определить направление

групповой скорости необыкновенной волны tgϑ = tg θ
λxyyx

λxzzx
, где ϑ —

угол между осью z и направлением групповой скорости.

Из уравнений волны (6), (10) и (12) очевидно, что, в отличие

от изотропных сред, характеризующие параметры необыкновенной
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нелинейной волны ε±, C, K, β2
0 , f ±1ω±1k±1, v±, �± и Q± зависят от

угла θ, т. е. от направления распространения импульса необыкновенной

волны.

Представленные аналитические результаты позволяют надеяться на

то, что исследованные двухкомпонентные солитоны АСИП необыкно-

венной волны можно наблюдать экспериментально, так как параметры

векторного солитона того же порядка, что и в изотропных средах.

Работа выполнена в рамках проекта № 217064 ННФ им. Ш. Руста-

вели.
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