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Методом модуляционного фурье-анализа экспериментально получена производная нелинейной вольт-

амперной характеристики двух антипараллельно включенных p−n-переходов. Производная вольт-амперной

характеристики восстановлена с помощью токовых зависимостей первой и высших гармоник напряжения.

Впервые экспериментально обосновано преимущество модуляционного фурье-анализа перед численным

дифференцированием.

Примененная методика не имеет ограничений на амплитуду модуляции тока. Большие амплитуды

позволяют выявлять характер нелинейности исследуемой зависимости и определять вклад нелинейной части

на фоне существенной линейности.

1. Введение

В экспериментальной физике широко применяется мо-

дуляционная методика, разработанная на случай малых

амплитуд модуляции [1]. В случае больших амплитуд мо-

дуляции, когда в сигнале имеется значительное количе-

ство высших гармоник, разработан метод модуляционно-

го фурье-анализа [2–5]. Данный метод используется в тех

случаях, когда непосредственное измерение физической

характеристики по каким-либо причинам затруднено.

Например, исследуемая нелинейная часть зависимости

”
замаскирована“ значительной ее линейной частью, или

зависимость является динамической. Хорошо известно,

что переменный сигнал регистрировать и усиливать про-

ще, чем статический сигнал. В данном методе определя-

ются зависимость физической характеристики материала

(вольт-амперная характеристика, намагниченность и др.)
и ее производные с помощью гармоник измеряемого

сигнала.

В настоящей работе экспериментально исследован

метод модуляционного фурье-анализа и впервые получе-

на производная вольт-амперной характеристики (ВАХ)
нелинейной полупроводниковой структуры с помощью

экспериментальных гармоник регистрируемого сигнала.

2. Теоретические предпосылки

Пусть исследуется безгистерезисная нелинейная зави-

симость f (x), например, вольт-амперная характеристи-

ка V (I). При одновременном статическом и перемен-

ном воздействии x = x0 + h cos(ωτ ) зависимость f (x)
является периодической функцией времени τ , и в ре-

гистрируемом сигнале будут содержаться высшие гар-

моники. Разложим f (x) в ряд Тейлора в точке x0 по

z = h cos(ωτ ), который преобразуется в ряд Фурье [2,3]:

f (x0 + h cos t) =

∞
∑

n=0

hn cosn t
n!

f (n)(x0)

=
A0

2
+

∞
∑

m=1

Am cosmt, (1)

где t = ωτ и

Am = 2

∞
∑

n=0

1

n!(n + m)!

(

h
2

)2n+m

f (2n+m)(x0). (2)

Вычислим производную по параметру t от f (x) [3–6]:

d f
dx

dx
dt

= −
∞
∑

m=1

mAm sin mt. (3)

Положим в (3) t = π/2. В результате получим ряд для

производной f :
(

d f
dx

)

x0

= f (1)(x0)

=
1

h

∞
∑

m=1

(−1)m−1(2m − 1)A2m−1(x0, h). (4)

Для f (x) и ее второй производной, следуя алгоритму

вычисления формулы (3), получим соответственно ряды:

f (x0) =
A0(x0, h)

2
+

∞
∑

m=1

(−1)mA2m(x0, h), (5)

(

d2 f
dx2

)

x0

=
1

h2

∞
∑

m=1

(−1)m−1(2m)2A2m(x0, h). (6)
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Часто в эксперименте измеряемой зависимостью яв-

ляется напряжение U (ЭДС), которое прямо пропор-

ционально исследуемой зависимости или ее производ-

ной, например, ВАХ или дифференциальное сопротив-

ление [1,2,7–10]: U(x) = C f (x). В случае ВАХ С= 1, а

x = I (где I — сила тока). Коэффициенты Фурье Am есть

амплитуды гармоник напряжения, т. е. Am ≡ Um(x0, h)
(x0 — сила постоянного тока, h — амплитуда пере-

менного тока, t = ωτ ). В этом случае экспериментально

определенным напряжением U∗ будет несинусоидаль-

ный периодический сигнал, определяемый в основном

суммой:

U∗(t) =
U0

2
+

N
∑

m=1

Um cos t.

Здесь N — число гармоник, для которых |Um| > 1U , где

1U — ошибка измерения.

Для оценки ошибки восстановления производной

d f /dx при отсутствии гистерезиса в зависимости f (x)
воспользуемся рядом Фурье (1) и рядом для производ-

ной (4) [3–6]. Выражение d f ∗/dx является восстанов-

ленной производной, определяемой конечной суммой

измеренных амплитуд U∗
m(x0, h):

d f ∗
dx

=
1

h

N
∑

m=1

(−1)m−1(2m − 1)U∗

2m−1. (7)

Среднеквадратичную ошибку определения d f ∗/dx мож-

но оценить по формуле [5,6]:

δUS=

(

1U

√

N(2N−1)(2N+1)/3+
1

N2

)∣

∣

∣

∣

∣

N≫1

∝ 1UN3/2.

(8)

3. Экспериментальное определение
производной вольт-амперной
характеристики полупроводниковой
структуры

Для экспериментального исследования ВАХ методом

модуляционного фурье-анализа в качестве нелинейного

элемента была взята хорошо известная полупроводни-

ковая структура, состоящая из двух антипараллельно

включенных германиевых p−n-переходов.
На p−n-переходы через разделительные фильтры

подавались одновременно переменный и постоянный

токи I = I0 + icos(ωτ ). Амплитуда переменного тока

i = 6 мА, частота v = ω/2π = 1 кГц. Постоянный ток из-

менялся в пределах 0 ≤ I0 ≤ 20 мА. На рис. 1 приведена

схема экспериментальной установки.

Результаты измерения ВАХ U(I) и напряжений пер-

вой u1(I0), третьей u3(I0), пятой u5(I0), седьмой u7(I0),
девятой u9(I0) и одиннадцатой u11(I0) гармоник приведе-
ны на рис. 2−4. На рис. 2 построены экспериментальная

(кривая 1) и аналитическая (кривая 2) ВАХ.

Рис. 1. Схема установки для исследования ВАХ двух встречно

включенных p−n-переходов: 1 — генератор синусоидального

тока, 2 — селективный усилитель, 3 — цифровой осциллограф,

4 — компьютер, 5 — источник постоянного тока; C и L —

разделительные конденсатор и индуктивность; R1, R2 и R3 —

эталонные сопротивления; V D — германиевые p−n-переходы.

Рис. 2. Экспериментальная (кружки 2) и аналитическая ВАХ

(сплошная кривая 1, построенная по формуле (9)), полупро-
водниковой структуры.

Аналитическая ВАХ исследуемой структуры аппрок-

симировалась зависимостью вида [12]

V (I) = V0 ln





I
I00

+

√

(

I
I00

)2

+ 1



 , (9)

где V0 = 36.3 мВ, I00 = 0.90 мА.

На рис. 3 приведены экспериментальные зависимости

первой (кривая 1), третьей (кривая 2), пятой (кривая 3)
гармоник напряжения полупроводниковой структуры от

постоянного тока смещения I0 при амплитуде модуля-

ции i = 6мА. На рис. 4 построены экспериментальные

зависимости седьмой (кривая 1), девятой (кривая 2)
и одиннадцатой (кривая 3) гармоник напряжения при

тех же условиях. На рис. 5 представлены: численно
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Рис. 3. (Цветной). Экспериментально полученные первая

(кривая 1), третья (2) и пятая (3) гармоники напряжения

полупроводниковой структуры от постоянного тока смещения.

Рис. 4. (Цветной). Экспериментально полученные седьмая

(кривая 1), девятая (2) и одиннадцатая (3) гармоники на-

пряжения полупроводниковой структуры от постоянного тока

смещения.

Рис. 5. (Цветной). Численно продифференцированная ВАХ

(кривая 1), аналитическая производная ВАХ (формула (9),
кривая 2) и восстановленная по шести нечетным гармоникам

(1, 3, 5, 7, 9, 11) производная ВАХ (формула (7), кривая 3).

найденная производная ВАХ (кривая 1), аналитическая
производная ВАХ (формула (9), кривая 2) и восстанов-

ленная по шести нечетным гармоникам (1, 3, 5, 7, 9, 11,
i = 6мА) производная ВАХ (формула (7), кривая 3).
Из рис. 5 видно, что производная ВАХ, полученная

путем численного дифференцирования эксперименталь-

ной ВАХ (кривая 1), имеет сильные колебания, обуслов-
ленные ошибкой в экспериментальной ВАХ. Кривая 3

(формула (7)) имеет значительно меньшую ошибку и

мало отличается от аналитической производной ВАХ.

4. Заключение

В работе исследована полупроводниковая структура,

состоящая из двух антипараллельно включенных гер-

маниевых p−n-переходов. Приведены эксперименталь-

ные ВАХ, гармоники напряжения, производная ВАХ,

полученная численным дифференцированием, и про-

изводная ВАХ, восстановленная по гармоникам мето-

дом модуляционного фурье-анализа (7). Получено, что

теоретическая и восстановленная производные ВАХ в

пределах ошибок хорошо согласуются между собой.

Численно продифференцированная ВАХ имеет ошиб-

ки, значительно превышающие ошибки восстановленной

производной ВАХ.

Сравнение производных ВАХ, полученных разными

способами (рис. 5), демонстрирует преимущество разви-

той методики восстановления производных исследуемых

зависимостей по сравнению с их численным диффе-

ренцированием. Метод модуляционного фурье-анализа

может применяться для исследования нелинейных про-

цессов в других материалах, в частности в сегнетоэлек-

триках, ферромагнетиках и сверхпроводниках.
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derivative nonlinear current-voltage
characteristic of the semiconductor
structure by means of modulation
Fourier analysis
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Abstract By the method of modulation Fourier analysis ob-

tained experimentally derivative of nonlinear current-voltage char-

acteristics of two antiparallel on junctions. The derivative of the

current-voltage characteristics was restored by current dependence

of the first and higher voltage harmonics. For the first tim exper-

imentally substantiated advantage modulation Fourier analysis as

compared numerical differentiation.

The applied technique does not limit the amplitude of the

current modulati Large amplitude allow to identify the nature

of non-linearity of the studied dependence and to determine the

contribution of the non-linear part on the background the large

linearity.
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