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В рамках теории функционала плотности проведен ab initio расчет кристаллической структуры и

фононного спектра кристалла PrFe3(BO3)4 . Из расчета определены координаты ионов в элементарной ячейке

кристалла, постоянные решетки. Определены типы и частоты фундаментальных колебаний и интенсивности

линий инфракрасного спектра. Рассчитаны упругие постоянные кристалла. Для низкочастотной A2 моды

определена
”
затравочная“ частота колебания, сильно взаимодействующего с электронным возбуждени-

ем на ионе празеодима. Результаты расчета хорошо согласуются с известными экспериментальными

данными.

Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки РФ (проект № 3.571.2014/K) и

правительства РФ (контракт № 02.А03.21.0006, постановление № 211).
Для расчетов использовался вычислительный кластер ИММ УрО РАН.

1. Введение

Ферробораты, в частности ферроборат празеодима

PrFe3(BO3)4 (пространственная группа R32), интен-

сивно изучаются благодаря проявлению магнитных и

магнитоэлектрических свойств [1–8]. Исследование ме-

ханизмов взаимодействия электрической и магнитной

подсистем в ферроборатах [3,9,10] приводит к необхо-

димости изучения их фононных спектров. Частоты ИК-

активных мод PrFe3(BO3)4 недавно были исследованы

экспериментально [11,12], модель электрон-фононного

взаимодействия между электронной подсистемой редко-

земельного иона и решеточными колебаниями [13,14]
была использована для ферробората празеодима [15].
В связи с этим представляется актуальным провести

первопринципный расчет решеточных колебаний. В ра-

боте последовательно была рассчитана кристаллическая

структура, затем фононный спектр с учетом LO−TO-

расщепления. Степень участия иона в той или иной коле-

бательной моде оценена путем расчета с изотопическим

замещением, а также из анализа векторов смещений.

2. Методика расчетов

Расчеты проводились в рамках теории функционала

плотности [16], с использованием обменно-корреляцион-

ного функционала B3LYP [17–19]

EB3LYP
xc = (1− a)ELSDA

x + aEHF
x + bEB88

x

+ (1− c)EVWN
c + cELY P

c , (1)

содержащего локальные и нелокальные вклады. В вы-

ражении (1) ELSDA
cx — обменная энергия, рассчитанная

в приближении локальной спиновой плотности, EHF
x —

нелокальный вклад в обменную энергию в формализме

Хартри−Фока, EB88
x — вклад в обменную энергию, рас-

считанный с учетом градиента электронной плотности,

введенный Бекке [20]. EVWN
c — корреляционная энергия

однородного электронного газа, рассчитанная по форму-

ле Воско−Уилка−Ньюсэ [21], ELY P
C — корреляционный

функционал Ли, Янга, Парра, учитывающий градиент

электронной плотности. Весовые коэффициенты вкла-

дов — a, b и c были подогнаны Бекке по энергетиче-

ским характеристикам большого ряда соединений [22].
Использование функционала B3LYP для расчета зонной

структуры, структуры и динамики кристаллической ре-

шетки в течение ряда лет показало хорошие результаты

для систем с ионно-ковалентной связью [23–25].

Расчеты проводились в программе CRYSTAL09 [19],
предназначенной для моделирования периодических

структур в приближении молекулярных орбиталей (МО

ЛКАО).

Для описания внутренних оболочек празеодима по

4 f включительно был использован нерелятивистский

псевдопотенциал ECP48MHF (
”
Effective Core Pseudo-

potential, Multi-electron fit, Hartree-Fock“, заменяющий

влияние сорока восьми внутренних электронов на внеш-

ние оболочки празеодима) [26]. Внешние оболочки пра-

зеодима описывались посредством валентного базисного

набора [27].

Для Fe, B и O использовались полноэлектронные

базисные наборы [28–30]. Как было показано в преды-

дущих работах, применение псевдопотенциала для опи-

сания внутренних оболочек редкоземельных ионов (РЗ)
позволяет удачно описывать структуру и динамику со-

единений с редкоземельной подрешеткой [31,32].

При замене оболочек редкоземельного иона, вплоть

до 4 f , на псевдопотенциал, его магнитный момент не

учитывается. Такое приближение при расчете структуры

и динамики кристаллической решетки представляется
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возможным. В работе [33] было показано, что темпе-

ратура Нееля у GdFe3(BO3)4 и YFe3(BO3)4 фактически

совпадает, поэтому можно полагать, что изменение энер-

гии решетки при упорядочении магнитной подсистемы

в основном определяется Fe. При расчетах задавалось

высокоспиновое (S = 5/2) состояние ионов Fe. (Заме-
тим, что сходимость пробных расчетов при других

спиновых состояниях железа была достаточно плохой,

что говорит в пользу слабого кристаллического поля.)
Магнитная ячейка редкоземельных ферроборатов (в про-
странственной группе R32) имеет период по оси c вдвое

больший, чем кристаллическая ячейка [34]. Для эконо-

мии компьютерных ресурсов кристаллическую ячейку

по оси c не удваивали. Поэтому антиферромагнитное

упорядочение в подрешетке ионов Fe не воспроизво-

дилось. При моделировании магнитные моменты ионов

железа были сонаправлены, таким образом моделиро-

валось ферромагнитное состояние. Такое приближение

при моделировании структуры и динамики кристалличе-

ской решетки RFe3(BO3)4 представляется возможным,

поскольку вклад в энергию решетки, обусловленный

переориентацией магнитной подрешетки Fe, достаточно

мал (температура Нееля PrFe3(BO3)4 — 32K [3]). Для
проверки такого подхода в работе были проведены два

пробных расчета с удвоенной по оси c ячейкой, в одном

из которых моделировалось антиферромагнитное, а в

другом — ферромагнитное состояние. Расчеты показали,

что тип магнитного упорядочения фактически не влияет

на величину постоянных кристаллической решетки (раз-
личие в постоянных решетки в пределах 0.01�A). Мож-

но предположить, что обменное взаимодействие между

ионами Fe фактически не влияет на кристаллическую

структуру.

При расчетах кристаллической структуры проводи-

лась полная оптимизация геометрии решетки. Затем для

оптимизированной кристаллической решетки рассчиты-

вался фононный спектр, а также упругие модули.

При расчете упругих постоянных в программе

CRYSTAL вычисляются вторые производные энергии

ячейки по деформациям [19,35]

C i j =
1

V
=

[

∂2E
∂εi∂ε j

]

0

. (2)

Первые производные вычисляются аналитически, вто-

рые численно: на кристаллическую ячейку накладывает-

ся деформация εi , кристаллическая структура при этом

релаксирует. Частоты фононного спектра были рассчита-

ны в Ŵ-точке. В программе CRYSTAL фононный спектр

рассчитывается в гармоническом приближении, при

этом вычисляется динамическая матрица [36]. Первые

производные по смещениям ионов находятся аналитиче-

ски [35], вторые — численно. Смещения ионов при рас-

четe вторых производных задавались равными 0.003�A.

Для учета дальнодействующего кулоновского взаимо-

действия при расчете LO мод в динамическую матри-

цу добавляется неаналитический вклад [37], который

зависит от тензора высокочастотной диэлектрической

проницаемости ε∞ . Высокочастотная диэлектрическая

проницаемость рассчитывалась в программе CRYSTAL

предварительно (опция CPKS, расчет в рамках тео-

рии возмущений [38]). Расчет интенсивности ИК-мод в

CRYSTAL проводится с использованием зарядов Бор-

на [39].
Для интегрирования в обратном пространстве при-

менялась схема Монхорста−Пака с сеткой 8× 8× 8

k-точек зоны Бриллюэна. Процедура расчета двухэлек-

тронных интегралов (кулоновское и обменное взаимо-

действие) подробно описана в работе [36]. В результате

расчета самосогласованного поля энергия определялась

с точностью 10−10Hartree.

3. Результаты и обсуждение

В настоящей работе были рассчитаны параметры

решетки и координаты ионов в ячейке PrFe3(BO3)4.
Структура PrFe3(BO3)4 приведена на рис. 1. В работе

используется декартова система координат, ось z направ-

лена по оси C3, ось x — по оси C2. Кристаллическая

структура содержит спиральные цепи октаэдров FeO6,

закрученные вокруг тригональной оси, а также пря-

мые цепи призм PrO6, нанизанные на тригональную

ось [3,40]. Кроме того, в структуре можно выделить два

типа треугольников BO3. Один тип — равносторонние

треугольники BO3 — нанизаны на тригональную ось

между призмами PrO6, второй тип — равнобедренные

треугольники — находятся вне тригональной оси и

связывают цепочки разного рода — PrO6 и FeO6.

Результаты расчета приведены в табл. 1−3. Рассчи-

танные координаты ионов хорошо согласуются с экс-

периментальными данными по дифракции нейтронов

PrFe3(BO3)4 [41], а также с координатами изоструктур-

ного соединения NdFe3(BO3)4 [42]. Расчет предсказыва-

Таблица 1. Постоянные решетки PrFe3(BO3)4,�A

Настоящая работа Эксп. [41]

a = b 9.713 9.593

c 7.727 7.621

Таблица 2. Координаты ионов в ячейке PrFe3(BO3)4

Ион Настоящая работа Эксп. [41]

x/a y/b z/c x/a y/b z/c

(3a) Pr 0 0 0 0 0 0

(9d) Fe 0.5501 0 0 0.5510 0 0

(3b) B1 0 0 0.5 0 0 0.5

(9e) B2 0.4458 0 0.5 0.4455 0 0.5

(9e) O1 0.8569 0 0.5 0.8546 0 0.5

(9e) O2 0.5885 0 0.5 0.5896 0 0.5

(18f)O3 0.4500 0.1422 0.5216 0.4515 0.1447 0.5194
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Таблица 3. Длины связей,�A

Настоящая работа Эксп. [41] Эксп. [42]

Pr−O3× 6 (призма) 2.467 2.410 2.403

B1−O1× 3 (равносторонний треугольник) 1.390 1.395 1.382

B2−O2 (равнобедренный треугольник) 1.386 1.382 1.39

B2−O3× 2 (равнобедренный треугольник) 1.371 1.369 1.374

Fe−O1× 2 2.065 2.023 2.026

Fe−O2× 2 (
”
октаэдр“) 2.092 2.052 2.044

Fe−O3× 2 1.971 1.956 1.950

Fe−Fe 3.237 3.186 3.178

ет, что равнобедренный треугольник BO3, связывающий

искаженный октаэдр, в котором находится Fe, и группу

PrO6, близок к равностороннему (табл. 3). Расстояние
Fe−Fe (3.237�A) приведено для ближайших ионов в

спиральной цепи. Расстояние между ионами Fe−Fe в

плоскости значительно больше (∼ 5�A). Результаты рас-

чета упругих модулей приведены в табл. 4. Посколь-

ку экспериментальные данные по упругим постоянным

для PrFe3(BO3)4 в научной печати отсутствуют, срав-

нение было проведено с изоструктурным ферробора-

том NdFe3(BO3)4 [43]. При измерениях недиагональ-

ного элемента C14 было определено только абсолют-

ное значение [43]. Согласно расчетам, величина C11

значительно больше других упругих постоянных, что

согласуется с экспериментальными данными и говорит в

пользу
”
каркасного“ характера цепочек Fe−Fe в ферро-

боратах [41].
Рассчитаны частоты фундаментальных колебаний

Ŵ = 7A1 + 13A2 + 20E (в том числе две акустические мо-

a

c

b

a

b Fe

Pr

B2

B1

Рис. 1. Кристаллическая структура PrFe3(BO3)4 . B1 — равносторонний, B2 — равнобедренный треугольники BO3. Fe — октаэдры

FeO6 . Черные кружки — ионы празеодима.

Таблица 4. Упругие постоянные PrFe3(BO3)4, GPa

Расчет Эксп. [43]

C11 333 319

C12 179 174

C13 106 117

C14 −17 |29.6|
C33 198 214

C44 59 49

C66 77 73

ды — E и A2), а также интенсивности ИК-активных мод

(табл. 5, 6). Относительные интенсивности приведены в

скобках после частоты моды (табл. 5). Согласно рас-

четам, максимальной интенсивностью обладает E-мода

с частотой 1152.2 cm−1, соответствующая колебаниям

группы B2O3 ”
равнобедренный треугольник“. Ее интен-

сивность в табл. 6 взята за единицу.
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Таблица 5. Частоты фононных мод, cm−1 . В скобках приведены относительные интенсивности, нормированные на единицу

Неприводимое Настоящая Эксп., TO Настоящая Участие ионов

представление работа, TO [11] работа, LO в колебательной моде

A2 (ИК) 36.9(0.01) 50.3 53.2 Tz (Pr)
156.6(0.07) 166.1 176.4 R(O2−Fe−O1)
191.5(0.01) 195.0 196.4 Tz (Pr), B(O2−Fe−O3)
208.2(0.00) − 208.9 Tz (Pr), Tz (B1), R(B1O3)
259.6(0.12) 258.5 283.0 Tz (B1), R(B1O3)
306.2(0.07) 299.3 435.9 Tz (Pr), Tz (B1), R(B1O3), R(B2O3)
338.3(0.07) 364.7 324.1 Tz (Pr), Tz (B1), R(B1O3)
371.2(0.02) 384.8 365.2 Tz (Pr), Tz (B1), R(B1O3), R(B2O3)

621.5(0.01) 678.3 621.6 ν
(2)
4

694.7(0.22) 738.1 739.5 ν
(2)
2

755.7(0.04) 767.8 795.7 ν
(1)
2

1262.4(0.04) 1220.6 1269.0 ν
(2)
3

E (ИК, КР) 86.5 (0.03) 85.6 94.6 Tx , Ty (Pr)
160.9(0.00) − 160.9 B(O1−Fe−O1, O1−Fe−O2)
193.6(0.01) 192.0 195.3 Tx , Ty (B1), L(B2O3)
239.6(0.01) 230.4 240.0 Tx , Ty (Pr), L(B1O3), L(B2O3)
265.0(0.1) 261.6 268.3 L(B1O3), L(B2O3), Tx , Ty (B1)
275.0(0.09) 272.6 282.9 L(B1O3), L(B2O3), Tx , Ty (B1)
316.7(0.31) 313.9 337.1 Tx , Ty (Pr), Tx , Ty (B1), L(B1O3), L(B2O3)
351.8(0.09) 386.8 358.7 Tx , Ty (Pr), Tx , Ty (B1), L(B1O3)
363.1(0.01) − 363.6 Tx , Ty (Pr), Tx , Ty (B1), L(B2O3)
376.3(0.31) 393.5 481.0 Tx , Ty (Pr), Tx , Ty (B1), L(B1O3), L(B2O3)
430.1(0.01) 438.1 429.0 Tx , Ty (Pr), Tx , Ty (B1), L(B1O3), L(B2O3)

576.6(0.01) 576.8 578.1 ν
(1,2)
4

618.8(0.00) − 618.9 ν
(1)
4

663.5(0.03) 666.3 667.4 ν
(2)
4

755.8(0.02) 732.8 757.4 ν
(2)
2

968.6(0.01) 965.2 969.1 ν
(2)
1

1152.2(1.00) 1180.7 1172.0 ν
(1)
3

1193.5(0.70) 1209.8 1236.9 ν
(2)
3

1287.3(0.80) 1293.2 1401.6 ν
(2)
3

Экспериментальные данные [11] получены при ком-

натной температуре, расчет проводился в предполо-

жении T = 0. Расчет предсказывает, что ИК-активные

моды, для которых отсутствуют экспериментальные дан-

ные, имеют фактически нулевую интенсивность. Наибо-

лее интенсивными из ИК-активных мод являются три

высокочастотных E-моды, соответствующих
”
внутрен-

ним“ колебаниям групп BO3 В столбце
”
участие ионов“

(табл. 5, 6) описаны типы колебаний согласно нотации,

применяемой в экспериментальных работах [44,45]. Бук-
вами ν обозначены внутренние колебания групп BO3.

ν1 — симметричное валентное (A′

1) , ν2 — симметричное

деформационное (A′′

1 ), ν3 — ассиметричное валентное

(E ′), ν4 — асимметричное деформационное (E ′) [46].
Верхний индекс в скобках у буквы ν обозначает тип

группы BO3 (ν (1) — B1O3 ”
равносторонний треуголь-

ник“, ν (2) — B2O3 ”
равнобедренный треугольник“).

Трансляционные, ротационные, либрационные и дефор-

мационные колебания обозначены буквами T, R, L и B

(
”
bending“).

Анализ векторов смещений, полученных из расче-

та, предсказывает, что в E-моде с частотой 576 cm−1

(табл. 5) участвуют оба вида треугольников BO3. В низ-

кочастотной A′

2-моде можно выделить существенные

трансляции празеодима. В этой моде также присутству-

ют ротации O2−Fe−O3 и О2−В2−О3. В низколежащей

E1-моде можно выделить существенные трансляции пра-

Таблица 6. Частоты A1 фононных мод, cm−1

Тип
Настоящая

Эксп. [45]
Участие ионов

работа в колебательной моде

A1 (КР) 182 180 L(B2O3)
291 298 L(B2O3), B(O3−Fe−O1)
466 473 L(B2O3)

643 636 ν
(2)
4

936 950 ν
(1)
1

990 990 ν
(2)
1

1203 1220 ν
(2)
3
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Рис. 2. Влияние изотопического замещения на частоты фононных мод PrFe3(BO3)4 . Замещение
141Pr на 146Pr (a); замещение 56Fe

на 60Fe (b); замещение 11B на 10B (c); замещение 16O на 18O (d). По оси y приведено абсолютное изменение частоты моды.

зеодима, и, кроме того, ротации О2−В2−О3. Как пока-

зывают расчеты с изотопическим замещением, основное

участие в низколежащих A1
2 - и E1-модах принимает

празеодим (рис. 1). Как видно из рис. 1, основное

участие в A2-моде c частотой 156.6 cm−1 принимает Fe.

Перед расчетом LO-мод был проведен расчет высоко-

частотной диэлектрической проницаемости ε∞, который

показал хорошее согласие с экспериментом (табл. 7).
Таким образом, можно предполагать хорошее описание

электронной поляризуемости в наших расчетах. Резуль-

таты расчета LO-мод приведены в табл. 5.

Можно отметить некоторое отличие рассчитанной

частоты низколежащей A2-моды от измеренной [11],
что может быть объяснено электрон-фононным взаи-

модействием. В работе [15] рассматривалось электрон-

фононное взаимодействие электронных возбуждений

празеодима с этой модой в рамках модели, предло-

женной в [13,14]. Расчет предсказывает фононную,

”
затравочную“ частоту моды при T = 0K. Зависимость

”
затравочной“ частоты A1

2 -моды от температуры, по-

лученная в работе [15] из анализа эксперименталь-

ных данных (
”
линейное смягчение“), при T = 0 дает

ωTO = 39.5 и ωLO = 52.1 cm−1, что хорошо согласуется

с расчетом −36.9 и 53.2 cm−1.

Как показал анализ собственных векторов и рас-

четы с изотопическим замещением (рис. 2), моды, в

которых участвует празеодим, имеют частоты не вы-

ше 430 cm−1. Участие празеодима проявляется в транс-

ляциях (табл. 6). Электронные возбуждения Pr3+, соот-

ветствующие этому диапазону, принадлежат мультипле-

ту 3H4 (табл. 8, результаты приведены из работы [8]).

Таблица 7. Высокочастотная диэлектрическая проницаемость

Расчет Эксп. [11]

ε∞xx = ε∞yy 4.1 4.1

ε∞zz 3.6 3.8

Таблица 8. Уровни энергии иона Pr3+ (мультиплет 3H4) [8]

Тип Энергия, cm−1

Ŵ2 0

Ŵ1 48.5

Ŵ3 192

Ŵ3 275

Ŵ3 500

Ŵ1 560
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Как видно из расчетов с изотопическим замещением

(рис. 2), участие бора проявляется в высокочастот-

ных модах (более ∼ 700 cm−1), при этом Fe и Pr

в них практически не участвуют. Расчет интенсив-

ностей ИК-спектра предсказал, что наиболее интен-

сивными являются E-моды с частотами 1152, 1193,

1287 cm−1 (асимметричное валентное колебание групп

BO3). В этих модах максимальные смещения имеет бор.

4. Заключение

В работе из первых принципов рассчитана кристал-

лическая структура мультиферроика PrFe3(BO3)4. Опре-
делены координаты ионов в ячейке, расстояния Fe−O,

Fe−Fe, B−O, Pr−O. Рассчитаны упругие постоянные

PrFe3(BO3)4, получено хорошее согласие с имеющими-

ся экспериментальными данными для изоструктурного

соединения. Ковалентная связь в треугольниках B−O,

связывающих винтовые цепочки октаэдров, приводит к

сильной анизотропии их упругих свойств.

Рассчитан фононный спектр с учетом LO−TO-расщеп-

ления, определены частоты и типы фононных мод.

Результаты расчета хорошо согласуются с эксперимен-

тальными данными, полученными при комнатной тем-

пературе. Показано, что в A1
2-моде, характеризуемой

электрон-фононным взаимодействием, в значительной

степени присутствуют трансляции Pr.

Значительное участие R3+-иона также предсказано

в низколежащей E1-моде (86.5 cm−1), что позволяет

предположить возможность электрон-фононного взаимо-

действия этой моды с близкими по частоте (и разрешен-

ными правилами отбора) электронными возбуждениями

на R3+-ионе.

Результаты работы могут быть использованы для

интерпретации экспериментальных данных по изострук-

турным редкоземельным соединениям боратов [48].
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