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1. Введение

К настоящему времени в теории дефектов твер-

дого тела выделяют два типа линейных дефектов, а

именно, дислокации, как носители трансляционных мод

деформации, и дисклинации, которые ответственны за

ротационные моды деформации. Несмотря на то, что

концепция дисклинаций была введена Вито Вольтерра в

механику твердого тела в 1907 г. [1], подход, основанный
на анализе ротационных мод деформации в реальных

кристаллах, по-настоящему раскрыл себя только к концу

прошлого века. Наиболее полные обзоры, посвященные

развитию дисклинационной теории в физике твердого

тела, можно найти в [2,3].
Необходимо отметить, что дисклинационный подход

эффективен при описании свойств объемных (3D) кри-

сталлов в виде малых частиц и микрокристаллов с

пентагональной симметрией [4]. В частности, пути ре-

лаксации механических напряжений, которые позволяют

сохранять форму пентагональных малых частиц (ПМЧ)
и пентагональных микрокристаллов (ПМК) при их эво-

люции, получили свое объяснение в рамках дискли-

национных моделей (см., например, [5–7]). Последние

электронно-микроскопические исследования стабильно-

сти формы ПМЧ и ПМК также указывают на то, что в

ее основе лежит дефект дисклинационного типа [8,9].
Клиновые дисклинации хорошо описывают особен-

ности строения двумерных (2D) кристаллов: графе-

нов [10,11] и фуллеренов [12]. Пяти- и семизвенные

кольца в этих кристаллах трактуются как кольца, име-

ющие клиновые дисклинации в центре [12], а дискли-
национный диполь рассматривается как супердислока-
ция [10]. Кроме того, дисклинационное моделирование
процессов в 3D-кристаллах может быть адаптировано
для 2D-кристаллов. Например, в работе [11] расчет
энергии симметричных границ зерен в графене был сде-
лан с применением метода дисклинационно-структурных
единиц, разработанного ранее для объемных поликри-
сталлов [13,14]. Упругие поля дисклинаций и дислокаций
в кристаллических плоских изотропных пленках, служа-
щие основой энергетических расчетов, получаются про-
стой заменой модуля Юнга и коэффициента Пуассона
в формулах для полей этих прямолинейных дефектов в
3D-среде (см., например, [2,15]).
В настоящей работе рассматривается универсальная

мультидисклинационная конфигурация с экранировани-
ем упругих полей, которая, на взгляд авторов работы,
выявляется как в объемных микрокристаллах с пента-
гональной симметрией, так и в двумерных углеродных
структурах.

2. Теоретическая модель

Рассмотрим бесконечно длинный упругий изотропный
цилиндр радиуса R, вдоль оси которого лежит дисклина-
ция мощностью � (рис. 1, a). На периферии по окруж-
ности меньшего радиуса r образуется N

”
компенсиру-

ющих“ дисклинаций противоположного знака с равной
мощностью ωm = −ω; m = 1 . . . N, которые расположе-
ны так, что угол β между радиальными направлениями
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соседних дисклинаций равен 2π/N (рис. 1, b). В рамках

настоящей работы мы выясним, как такая конфигурация

способна понизить упругую энергию системы, и к каким

следствиям это приводит.

Согласно [2] энергия парного взаимодействия кли-

новых дисклинаций мощностью ω1 и ω2 в цилиндре

(рис. 1, c) имеет вид

W =
Gω1ω2

8π(1− ν)

[

(

R2
1 + R2

2 − 2R1R2 cos θ
)

× ln
R2

(

R2
1 + R2

2 − 2R1R2 cos θ
)

R2
1R

2
2 − 2R2R1R2 cos θ + R4

+ R2 − R2
1 − R2

2 +
R2
1R2

2

R2

]

, (1)

где θ — угол между радиальными направлениями

дисклинаций, G — модуль сдвига, ν — коэффициент

Пуассона упругой среды. Полная энергия системы дис-

клинаций, изображенной на рис. 1, b, включает в себя

энергию взаимодействия периферийных дисклинаций,

энергию взаимодействия центральной дисклинации с

периферийными дисклинациями, а также собственные

энергии центральной дисклинации и N периферийных

дисклинаций. Здесь и далее полагаем энергию на едини-

цу длины цилиндра.

2.1. Э н е р г и я в з а и м о д е й с т в и я п е р иф е р и й-

н ых д и с к л и н а ц и й WPP . Все периферийные дис-

клинации, изображенные на рис. 1, b, лежат на од-

ном расстоянии от центра цилиндра. Поэтому энергия

взаимодействия двух таких дисклинаций между собой

определяется формулой (1) при условии R1 = R2 = r ,
ω1 = ω2 = −ω

W =
Gω2R2

8π(1 − ν)

[

(

1− ξ2
)2

+ 2ξ2(1− cos θ)

× ln
2ξ2(1− cos θ)

1− 2ξ2 cos θ + ξ4

]

, (2)

где параметр ξ = r
R (0 < ξ < 1).

Присвоим периферийным дисклинациям номера от 1

до N (рис. 1, b). Тогда энергию взаимодействия дискли-

нации с номером 1 со всеми остальными пронумерован-

ными дисклинацими можно записать в виде суммы энер-

гий (2) со значениями углов θ = mβ, m = 1, 2, . . . , N − 1

W16 = W12 + W13 + . . . + W1N =
Gω2R2

8π(1 − ν)

×

[

(N − 1)
(

1− ξ2
)2

+ 2ξ2
N−1
∑

m=1

(1− cosmβ)

× ln
2ξ2(1− cosmβ)

1− 2ξ2 cosmβ + ξ4

]

. (3)

Такой же будет энергия взаимодействия любой из N дис-

клинаций со всеми остальными периферийными дискли-

нациями. Суммируя формулу (3) N раз и учитывая то,

что Wi j = W ji , получим полную энергию взаимодействия
периферийных дисклинаций между собой

WPP =
1

2
NW16

=
GNω2R2

16π(1 − ν)

[

(N − 1)
(

1− ξ2
)2

+ 2ξ2

×

N−1
∑

m=1

(

1− cos
2πm

N

)

ln
2ξ2

(

1− cos
2πm

N

)

1− 2ξ2 cos
2πm

N + ξ4

]

(4)
или

WPP =
GNω2R2

(

1− ξ2
)2

16π(1 − ν)

[

(N − 1)

−

N−1
∑

m=1

ϒ(ξ, m, N) ln

(

1 +
1

ϒ(ξ, m, N)

)

]

, (5)

где

ϒ(ξ, m, N) =
4ξ2 sin2

πm
N

(

1− ξ2
)2

. (6)

2.2. Э н е р г и я в з а и м о д е й с т в и я ц е н т р а л ь н о й
д и с к л и н а ц и и с о в с е м и п е р иф е р и й ными
д и с к л и н а ц и ям и WCP . Энергия взаимодействия цен-
тральной дисклинации с одной периферийной дискли-
нацией W�ω вычисляется по (1), в которой ω1 = −ω,
R1 = r , ω2 = �, R2 = 0, θ = 0

W�ω = −
G�ωR2

8π(1 − ν)

[

1− ξ2 + 2ξ2 ln ξ
]

. (7)

Отсюда полная энергия взаимодействия центральной
дисклинации с N периферийными дисклинациями может
быть найдена из соотношения

WCP = −
GN�ωR2

8π(1− ν)

[

1− ξ2 + 2ξ2 ln ξ
]

. (8)

2.3. Э н е р г и я к л и н о в о й д и с к л и н а ц и и в

ц е н т р е ц и л и н д р а WC . Энергия клиновой дисклина-
ции мощностью � (рис. 1, a) определяется следующим
выражением [2]

WC =
G�2R2

16π(1 − ν)
. (9)

2.4. С умм а р н а я с о б с т в е н н а я э н е р г и я п е р и-
ф е р и й ны х д и с к л и н а ц и й WP . Собственная упругая
энергия каждой из N дисклинаций мощности −ω, отсто-
ящих от центра цилиндра радиуса R на расстоянии r ,
равна [2]

W1 =
Gω2R2

16π(1 − ν)

(

1− ξ2
)2
. (10)

Следовательно, суммарная собственная энергия пери-
ферийных дисклинаций WP имеет вид

WP =
GNω2R2

16π(1 − ν)

(

1− ξ2
)2
. (11)
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Рис. 1. Дисклинации в бесконечном цилиндре. a — одиночная центральная клиновая дисклинация, как начальное состояние

системы; b — мультидисклинационная конфигурация, как конечное состояние системы; c — конфигурация для расчета парного

взаимодействия клиновых дисклинаций.

Полная энергия ансамбля дисклинаций, изображенно-

го на рис. 1, b, есть сумма собственных энергий дис-

клинаций и энергии взаимодействия дисклинаций между

собой

Wtotal = WPP + WCP + WP + WC . (12)

С учетом (5), (8), (9) и (11) выражение (12) примет

вид

Wtotal =
G�2R2

16π(1 − ν)
+

GNω2R2

16π(1 − ν)

(

1− ξ2
)2

−
GN�ωR2

8π(1− ν)

[

1− ξ2 + 2ξ2 ln ξ
]

+
GNω2R2

(

1− ξ2
)2

16π(1 − ν)

[(

N − 1)

−

N−1
∑

m=1

ϒ(ξ, m, N) ln

(

1 +
1

ϒ(ξ, m, N)

)]

. (13)

Преобразование формулы (13) приводит к следующе-

му выражению:

Wtotal =
G�2R2

16π(1 − ν)

[

(

1−
ωN
�

(

1− ξ2
)

)2

−
4ωN
�

ξ2 ln ξ −
(

1− ξ2
)2

(

ωN
�

)2

×

[

1

N

N−1
∑

m=1

ϒ(ξ, m, N) ln

(

1 +
1

ϒ(ξ, m, N)

)]

]

. (14)

В том случае, когда мощность периферийных дискли-

наций полностью компенсирует мощность центральной

дисклинации,
ωN
�

= 1, формула (14) приобретает про-

стую форму

Wtotal =
G�2R2

16π(1 − ν)

[

ξ4 − 4ξ2 ln ξ −
(

1− ξ2
)2

×

[

1

N

N−1
∑

m=1

ϒ(ξ, m, N) ln

(

1 +
1

ϒ(ξ, m, N)

)]

]

. (15)

Найдем относительное изменение упругой энергии
при экранировании в цилиндре центральной дисклина-
ции мощности � системой периферийных дисклинаций,
противоположных по знаку и суммарно равных по
модулю мощности центральной дисклинации

1W
Win

= ξ4 − 4ξ2 ln ξ − 1−
(

1− ξ2
)2

×

[

1

N

N−1
∑

m=1

ϒ(ξ, m, N) ln

(

1 +
1

ϒ(ξ, m, N)

)]

,

(16)

где 1W = Wtotal −Win, Win — начальная энергия цилин-
дра с дисклинацией до экранирования периферийными
дисклинациями, т. е. Win = WC , см. (9).
Выражение (16) включает в себя функциональный ряд

N−1
∑

m=1

8(ξ, m, N) с общим членом вида

8(ξ, m, N) = ϒ(ξ, m, N) ln

(

1 +
1

ϒ(ξ, m, N)

)

, (17)

где функция ϒ(ξ, m, N) определяется зависимостью (6).
На всей области допустимых значений функции
ϒ(ξ, m, N) справедливо неравенство 0 < 8(ξ, m, N) < 1.
Отсюда следует оценка частичной суммы ряда
N−1
∑

m=1

8(ξ, m, N) в виде

N−1
∑

m=1

8(ξ, m, N) =

N−1
∑

m=1

ϒ(ξ, m, N)ln

(

1 +
1

ϒ(ξ, m, N)

)

= 4(N − 1), (18)

где 4 — максимальное значение функции 8(ξ, m, N) на
ее области значений, т. е. 0 < 4 < 1.
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Рис. 2. Графики зависимостей относительного изменения

упругой энергии при экранировании центральной дисклинации

в цилиндре системой N периферийных дисклинаций, противо-

положных по знаку и суммарно равных по мощности централь-

ной дисклинации, от размерного фактора ξ = r/R . Здесь r —

радиус окружности, по которой расположены экранирующие

дисклинации, R — радиус цилиндра.

При условии N → +∞ можно оценить значение функ-

ции в квадратных скобках выражения (16) как следую-

щее:

lim
N→+∞

1

N

N−1
∑

m=1

ϒ(ξ, m, N) ln

(

1 +
1

ϒ(ξ, m, N)

)

= lim
N→+∞

[

4
N − 1

N

]

= 4. (19)

Из выражения (19) получаем оценку отношения (16)

1W
Win

= ξ4 − 4ξ2 ln ξ − 1− 4
(

1− ξ2
)2
,

где 0 < 4 < 1. (20)

Исследование зависимости
1W
Win

(ξ, N) в интервале

0 < ξ < 1 при различных N вплоть до N → +∞ пока-

зывает, что относительное изменение упругой энергии,

задаваемое формулами (16) и (20), существенно отрица-

тельно на всей области определения, а значит введение

периферийных дисклинаций, противоположных по знаку

и суммарно равных по модулю мощности централь-

ной дисклинации, всегда понижает упругую энергию

системы. На рис. 2 в качестве примеров показаны

графики зависимостей
1W
Win

(ξ, N) для N = 2, 3, 4 и 5.

Систему, представленную на рис. 1, b, в дальнейшем

будем называть мультидисклинационной конфигурацией

с экранированием (МДК).

3. Структуры на основе
мультидисклинационных
конфигураций с экранированием

Известно, что МДК при N = 2 описывает два дискли-

национных диполя [2], а при N = 3 — тройные стыки

границ зерен в объемных наноматериалах [3].
Случай N = 5 соответствует одному из каналов ре-

лаксации упругой энергии в ПМЧ, связанному с об-

разованием на периферии ПМЧ-областей с отсутстви-

ем двойниковых границ. Электронномикроскопические

изображения микрокристаллов меди с пентагональной

симметрией, у которых отмечено существование припо-

верхностного слоя без двойниковых границ, представле-

но на рис. 3, a−c. Строение такой частицы схематично

показано на рис. 3, d. В центре ПМЧ находится об-

ласть A, представляющая собой пентагональный микро-

кристалл с группой симметрии D5h. Область A содержит

дефект дисклинационного типа и пять отходящих от него

оборванных двойниковых границ, которые разделяют

кристалл на сектора с ГЦК-решеткой. Если бы элек-

тролитический рост микрокристалла прекратился на

стадии формирования области A, то его внешние грани

имели бы индексы Миллера {100}. Однако в процессе

дальнейшего осаждения меди и рекристаллизации пери-

ферии ПМЧ возник слой с отсутствием двойниковых

границ, состоящий, в свою очередь, из областей двух

видов, обозначенных на схеме, как B и C . Области B
имеют кристаллографическую текстуру, параллельную

внешним граням {100} области A. Области C представ-

ляют собой клиновидные вставки между областями B .

МДК-модель при N = 5 (рис. 1, b) позволяет объяснить

понижение энергии ПМЧ при образовании непентаго-

нального слоя [16].
Изменение энергии при вышеописанной модификации

габитуса имеет вид

1WN=5 =
G�2R2

16π(1 − ν)

[

ξ4 − 4ξ2 ln ξ − 1 +
4

5
ξ2

×

[

(1− cos β) ln
2ξ2(1− cos β)

ξ4 − 2ξ2 cos β + 1

+ (1− cos 2β) ln
2ξ2(1− cos 2β)

ξ4 − 2ξ2 cos 2β + 1

]

]

+
10GbR2(A − ln2)

4π(1− ν)

(

−ξ cos
β

2

+

√

1− ξ2 sin2
β

2

)

+ 5γtb(ξ − 1)R, (21)

где первое слагаемое следует из формулы (16) при

N = 5, второе слагаемое описывает учет образования

малоугловых дислокационных границ на периферии

ПМЧ, (b — величина вектора Бюргерса дислокации

в границе, 2 — угол разориентировки дислокационной
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Рис. 3. Электронномикроскопические изображения микрокристаллов меди с пентагональной симметрией, у которых отмечено

существование на периферии области с отсутствием двойниковых границ (a−c), и их строение (d).

границы, A = 1 + ln
( b
2πr0

)

, где r0 — радиус ядра дисло-

кации), а третье — изменение длины двойниковых гра-

ниц (γtb — поверхностная энергия двойниковых границ).
Проведенный в [16] теоретический анализ позволил, в

частности, оценить критический размер ПМЧ, при кото-

ром данное преобразование ПМЧ станет энергетически

выгодным.

Факт понижения упругой энергии в МДК имеет инте-

ресное следствие применительно к двумерным кристал-

лическим пленкам — графенам [17]. Оно состоит в том,

что МДК могут быть и формфактором двумерных угле-

родных структур типа графенов. Для обоснования этого

предположения рассмотрим графитовый монослой, в

котором каждый атом углерода связан ковалентными

связями с тремя соседями, и при этом атомы образуют

шестизвенную сетку (графен). Процедура получения

пяти- и семизвенных колец в такой сетке путем удаления

или введения в монослой сектора с углом раствора

ω = π/3 достаточно подробно описана в работе [12].
Соответственно введение пятизвенного кольца в шестиз-

венную сетку эквивалентно введению положительной

дисклинации мощностью π/3, а введение семизвенного

кольца в шестизвенную сетку эквивалентно введению от-

рицательной дисклинации мощностью −π/3 (рис. 4, a).
Наличие одиночной дисклинации в материале приводит

к чрезвычайно высокой плотности упругой энергии
W ∼ Gω2, где G — характерный упругий модуль ма-
териала. Однако, как в трехмерном, так и в двумерном
кристалле упругая энергия может быть понижена за счет
введения дополнительных экранирующих дефектов, на-
пример, дисклинаций противоположного знака. В отсут-

ствии экранирующих дефектов пленка с дисклинацией
понижает упругую энергию только путем изменения сво-
ей кривизны и из плоской становится конической [12],
что и было выявлено экспериментально в [18]. Если же
в графитовом монослое попарно и равномерно распре-
делены пяти- и семизвенные кольца [19], то монослой
сохранит свою кривизну. В частности,

”
родственник“

графена — фаграфен [20] является продуктом введения
в бездефектную шестизвенную сетку графена пар пяти-
и семизвенных колец (рис. 4, b) и с точки зрения теории
дефектов представляет собой сетку дисклинационных
диполей в графене.
То обстоятельство, что введение экранирующих дис-

клинаций в систему с дисклинацией (рис. 1, b) суще-
ственно понижает ее упругую энергию (рис. 2 и фор-
мула (16)), открывает подход к прогнозированию новых
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Рис. 4. Мультидисклинационные конфигурации с экраниро-

ванием в двумерных углеродных пленках: a — образование

положительных и отрицательных дисклинаций в углеродных

кольцах; b — фаграфен как регулярная структура дисклинаци-

онных диполей с экранированием упругих полей; c — подход

к реализации регулярной структуры на основе мультидискли-

национной конфигурации с экранированием; d — регулярная

структура на основе пяти- и восьмизвенных углеродных колец

как регулярная структура на основе мультидисклинационной

конфигурации с экранированием.

двумерных углеродных структур, в которых так же,

как и в фаграфене основным структурным элементом

будут МДК.

Например, МДК, представленная на рис. 4, c, явля-

ется экранированной, так как в центре расположена

отрицательная дисклинация мощностью −2ω, а на пе-

риферии по окружности расположены 6 положительных

дисклинаций мощностью +ω/3 каждая. Из этой МДК,

как из структурной единицы составим периодическую

двумерную сетку (рис. 4, c справа). Принимая ω = π/3

и заменяя положительные дисклинации мощностью +ω

пятизвенными углеродными кольцами, а отрицательные

дисклинации мощностью −2ω восьмизвенными углерод-

ными кольцами, мы получаем новую регулярную дву-

мерную углеродную структуру (рис. 4, d), которая содер-
жит в своем составе дефекты дисклинационного типа, но

при этом не содержит искаженных шестизвенных колец,

как фаграфен. В новой структуре, представленной на

рис. 4, d, каждый атом углерода связан ковалентными

связями с тремя соседями как в графене и в фаграфене, а

значит, существование такой структуры не противоречит

понятию о химических связях.

4. Заключение

Рассмотренные в настоящей работе МДК с экраниро-

ванием упругих полей могут являться структурообразу-

ющим элементом релаксационных модификаций микро-

кристаллов с пентагональной симметрией и двумерных

углеродных структур.

При этом, дисклинационный подход не только успеш-

но применим для описания двумерных углеродных

структур, но и позволяет прогнозировать новые струк-

туры с учетом минимизации латентной энергии при вве-

дении дефектов в изначально бездефектную углеродную

пленку.
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