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Развиты две электростатические модели, позволяющие рассчитать критическую концентрацию водо-
родоподобных примесей в трехмерных кристаллических полупроводниках, соответствующую фазовому
переходу изолятор–металл и переходу металл–изолятор в пределе нулевой температуры. Переход изолятор–
металл определяется по расходимости статической диэлектрической проницаемости слабо компенсирован-
ных полупроводников при увеличении концентрации поляризуемых примесей до критической. Переход
металл–изолятор соответствует расходимости электрического сопротивления на постоянном токе сильно
легированных полупроводников при увеличении степени компенсации основной примеси (или уменьшении
ее концентрации). Критической концентрации примеси отвечает совпадение уровня протекания для основных
носителей заряда с уровнем Ферми. Результаты расчетов, проведенных в рамках предложенных моделей,
согласуются с экспериментальными данными для кристаллов кремния и германия n- и p-типов в широком
диапазоне их степеней легирования и компенсации примесей.

Работа поддержана Белорусским республиканским фондом фундаментальных исследований (грант
№ Ф01-199) и Российским фондом фундаментальных исследований (грант № 01-02-17813).

Критическая концентрация Nc основной легирующей
примеси при фазовых переходах изолятор–металл и
металл-изолятор определяется в пределе нулевой темпе-
ратуры (T → 0) из измерений на низкой частоте макро-
скопической диэлектрической проницаемости и электри-
ческого сопротивления соответственно. Считается [1],
что критические концентрации перехода, определенные
этими двумя методами, совпадают. Обзор и сопостав-
ление микроскопических моделей отличия изолятора от
проводника на постоянном токе приведены в [2]. Однако
практические расчеты и предсказания по этим моделям
затруднены.

На изоляторной стороне перехода изолятор–металл
при увеличении концентрации легирующей примеси N
вплоть до критической концентрации Nc происходит
неограниченное возрастание относительной диэлектри-
ческой проницаемости εr (N) кристаллического образ-
ца [3–5]. Однако задача количественного описания по-
ведения εr (N) в окрестности перехода изолятор–металл
не решена (см., например, [5]).

С металлической стороны для T → 0 переход металл–
диэлектрик экспериментально фиксируется по расходи-
мости электрического сопротивления на постоянном то-
ке при уменьшении концентрации легирующей примеси
или увеличении ее степени компенсации. На металличе-
ской стороне перехода концентрация основных носите-
лей заряда составляет nc = (1− K)Nc, где K — степень
компенсации полупроводника. Как было эксперимен-
тально показано в работе [6], критическая концентрация
носителей заряда nc для перехода Андерсона металл–
изолятор, вызванного введением компенсирующих при-

месей в сильно легированный полупроводник, при боль-
ших степенях компенсации (K → 1) хорошо описывает-
ся в рамках перколяционной модели [7], согласно кото-
рой переход происходит как следствие совмещения уров-
ня Ферми EF и уровня протекания Eµ в потенциальном
рельефе крупномасшабных (туннельно-непрозрачных)
флуктуаций. При малых степенях компенсации (значе-
ние K = 0 соответствует случаю перехода Мотта) флук-
туации не являются крупномасштабными, и критическая
концентрация nc описывается формулой Мотта [8–12]:
n1/3

c aB ≈ 0.25, где aB = 4πε~2/me2 — боровский радиус
для электрона (дырки) с эффективной массой m в
кристаллической решетке со статической диэлектриче-
ской проницаемостью ε = εr ε0; ε0 — диэлектрическая
проницаемость вакуума. Случай промежуточных значе-
ний степени компенсации (K ≈ 0.5) менее исследован,
т. е. актуальна задача описания зависимости критической
концентрации носителей заряда nc от степени компенса-
ции K основной примеси при переходе металл–изолятор.

Цель настоящей работы — аналитическое описание
переходов изолятор–металл и металл–изолятор в ле-
гированных водородоподобными примесями кристалли-
ческих полупроводниках. Изменение макроскопической
статической диэлектрической проницаемости при пере-
ходе изолятор–металл рассматривается в рамках модели
Клаузиуса–Моссотти–Лорентца–Лоренца (КМЛЛ). Опи-
сание перехода металл–изолятор дается при учете про-
странственных флуктуаций электростатической энергии
в кристалле. При этом учитывается чисто кулоновское
взаимодействие только ближайших зарядов (основных
носителей заряда и ионов примесей).
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1. Переход изолятор–металл

Для определенности рассмотрим кристаллический
полупроводник n-типа с концентрацией доноров
N = N0 + N+1 в зарядовых состояниях (0) и (+1) и
акцепторов в зарядовом состоянии (−1) с концен-
трацией N−1 = KN, где K — степень компенсации
доноров. Условие электронейтральности имеет вид
N+1 = KN = N−1. С изоляторной стороны при темпе-
ратуре T → 0 критерием перехода изолятор–металл
является неограниченное возрастание относительной
диэлектрической проницаемости εr (N) кристалличе-
ского образца при увеличении в нем концентрации
водородоподобных доноров N до критической Nc .

Диэлектрическая проницаемость материала определя-
ет связь локального электрического поля El , действу-
ющего на каждый поляризующийся атом (собственный
или примесный), со средним макроскопическим по-
лем Eav [13–15]. Эту связь приближенно устанавливает
формула КМЛЛ. Обычно считается, что формула КМЛЛ
применима лишь к системам, состоящим из уединенных
точечных диполей. Однако в обзорах [13,14] обосновано,
что формула КМЛЛ применима к изоляторам и полу-
проводникам общего типа, в том числе состоящим из
атомов или молекул с перекрывающимися электронны-
ми оболочками.

По нашей модели [11] с учетом суперпозиции элек-
трических полей атомов кристаллической матрицы с
концентрацией Nm и поляризуемостью αm одного атома
матрицы и электрически нейтральных доноров с концен-
трацией N0 = (1− K)N и поляризуемостью α0 одного
донора имеем (ср. с [16,17])

El = Eav +
(
αmNm

βm
+
α0N0

3

)
El , (1)

где βm — подгоночный параметр, учитывающий то-
чечную симметрию кристаллической решетки (βm = 3,
согласно модели КМЛЛ, соответствует случаю, когда
атомы матрицы образуют простую кубическую решетку
или распределены хаотично); Nm� N0.

Поляризуемость одиночного нейтрального водородо-
подобного донора [18] α0 = 18πa3

H, где aH = e2/8πεI d —
боровский радиус „орбиты“ оптического электрона до-
нора с энергией ионизации I d. По данным [1,3,4] при
N < Nc средний радиус сферической области кристал-
ла, приходящейся на один нейтральный донор, равный
0.62[(1 − K)N]−1/3, даже при K → 0 более чем в 2.5 раза
превышает aH. Поэтому использование диэлектрической
проницаемости кристаллической решетки ε = εr ε0 в вы-
ражении для боровского радиуса aH оправдано.

Суммарная макроскопическая поляризованность ато-
мов кристаллической матрицы и нейтральных доноров
есть [15]

(αmNm + α0N0)El = [εr (N0)− 1]Eav, (2)

где εr (N0) — относительная диэлектрическая прони-
цаемость легированного полупроводника. В отсутствие

примесей в кристалле (N→ 0) из формул (1) и (2) полу-
чаем соотношение для относительной диэлектрической
проницаемости кристаллической решетки (матрицы)

εr (N0 → 0) = 1 +
αmNm

1− αmNm/βm
= εr . (3)

Из соотношений (1), (2) с учетом (3) находим макро-
скопическую относительную диэлектрическую проница-
емость легированного донорами полупроводника

εr (N0) = 1 +
3(εr − 1)βm + 3(εr − 1 + βm)α0N0

3βm− (εr − 1 + βm)α0N0
; (4)

в отсутствие нейтральных доноров (N0 → 0) имеем
εr (N0 → 0) = εr .

Используя критерий εr (N0)→∞ перехода изолятор–
металл при N→ Nc, или N0 → N0c = (1− K)Nc, из (4)
получаем соотношение для определения критической
концентрации Nc доноров: 3βm− (εr − 1 + βm)(1− K)×
×α0Nc = 0, откуда при βm = 3 имеем

Nc =
9

(1− K)(εr + 2)α0
,

N1/3
c aH =

0.542
[(1− K)(εr + 2)]1/3

, (5)

где α0 = 18πa3
H — поляризуемость легирующей приме-

си в зарядовом состоянии (0), aH = e2/8πεr ε0I d(a) —
радиус орбиты электрона (дырки) одиночного водоро-
доподобного донора (акцептора), находящегося в кри-
сталлической решетке с относительной диэлектрической
проницаемостью εr .

Результаты расчета зависимости Nc(aH) по форму-
ле (5) для K → 0 показаны на рис. 1 сплошными ли-
ниями (1 — для Si, εr = 11.5; 2 — для Ge, εr = 15.4).
Отметим, что при расчете по моделям [16] и [17]
для εr (N0) критическая концентрация Nc оказывается
соответственно в εr (εr + 2)/3 и в εr раз больше, чем
при расчете по формуле (5) при тех же значениях
поляризуемости α0 = 18πa3

H одного донора (акцептора).
Из формул (4) и (5) получаем зависимость макроско-

пической диэлектрической проницаемости от степени
легирования кристаллического полупроводника (отно-
шения концентрации легирующей примеси на изолятор-
ной стороне N к ее критической концентрации Nc)

εr (N) =
εr + 2N/Nc

1− N/Nc
, (6)

где N/Nc = N0/N0c; N0 = (1− K)N — концентрация
основной легирующей примеси в зарядовом состоя-
нии (0).

Результат расчета зависимости εr (N) по формуле (6)
для кристаллов кремния показан в сравнении с
экспериментальными данными на рис. 2. При
обработке экспериментальных данных [3,5,19,20]
использовались средние значения критических
концентраций примесей для K → 0 (см. данные на
рис. 1): Nc(Si : As) = 7.8 · 1018 cm−3, Nc(Si : P) =
= 3.81 · 1018 cm−3, Nc(Si : B) = 4.1 · 1018 cm−3.
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Рис. 1. Зависимость критической концентрации Nc

водородоподобных примесей при K ≤ 0.01, соответствующей
фазовому переходу изолятор–металл, в Ge и Si от
боровского радиуса aH. Точки — экспериментальные
данные: a — n-Si : As [23], b — n-Si : P [24], c — n-Si : P [25],
d — n-Si : P [26], e — p-Si : B [27], f — n-Si : Sb [28],
g — n-Ge : As [29], h — n-Ge : As [30], i — n-Ge : As [1,31],
j — n-Ge : As [32], k — n-Ge : P [29], l — n-Ge : P [1,31],
m — p-Ge : Ga [29], n — p-Ge : Ga [33], o — p-Ge : Ga [34],
p — n-Ge : Sb [29], q — n-Ge : Sb [35], r — n-Ge : Sb [36].
Линия 1 — расчет Nc(aH) по формуле (5) для Si, линия 2 — то
же для Ge.

Рис. 2. Зависимость макроскопической относительной ди-
электрической проницаемости εr слабо компенсированного
кремния от концентрации N основных примесей. Точки —
экспериментальные данные: a — n-Si : As [3], b — n-Si : P [19],
c — n-Si : P [20], d — p-Si : B [5]. Кривая — расчет εr (N) по
формуле (6) при εr = 11.5.

Отметим, что использование формул (5) и (6) более
обосновано для малых степеней компенсации (K � 1)
основной легирующей примеси.

2. Переход металл–изолятор

Средняя концентрация электронов n в c-зоне выро-
жденного полупроводника n-типа с учетом простран-
ственных флуктуаций электростатического потенциала
выражается формулой [7,21,22]

n =
ν(2m)3/2

2π2~3

+∞∫
−∞

f dE

E∫
−∞

(E −U)1/2P(U)dU

=
ν

π2

+∞∫
−∞

P(U)dU

∞∫
0

f k2dk, (7)

где ν — число долин (минимумов энергии в разре-
шенной для основных носителей заряда зоне): ν = 4
для n-Ge, ν = 6 для n-Si; ν = 1 для p-Ge и p-Si;
m — эффективная масса электрона в одной долине;
f = [1 + exp((E − EF)/kBT)]−1 — функция Ферми–
Дирака; P(U) = (W

√
2π)−1 exp(−U2/2W2) — гауссово

(нормальное) распределение флуктуаций электростати-
ческой потенциальной энергии электрона U , создавае-
мых точечными зарядами в кристалле (ионами примесей
и электронами проводимости); W — среднеквадратичная
флуктуация; отсчет полной энергии E = (~k)2/2m+ U
электрона проводимости с квазиимпульсом ~k осуще-
ствляется от дна c-зоны нелегированного кристалла
(в запрещенной зоне энергия электрона E отрица-
тельна).

На металлической стороне перехода металл–изолятор,
когда все примеси ионизованы и n = (1− K)N, форму-
ла (7) для температуры T → 0 может быть представлена
в виде [11,22]

n =
ν

π2

EF∫
−∞

P(U)dU

kF(U)∫
0

k2dk

=
ν

3π2

EF∫
−∞

[kF(U)]3P(U)dU, (8)

где kF(U) = ~−1 (2m(EF −U))1/2 — квазиволновой век-
тор Ферми электрона с кинетической энергией
EF −U > 0 в c-зоне. Условие электронейтральности
кристалла имеет вид n + KN = N, где N — концентра-
ция доноров, KN — концентрация акцепторов.

Исходя из формулы (8) и условия равенства уровня
протекания (порога подвижности) Eµ на постоянном
токе уровню Ферми EF, зависимость критической для пе-
рехода металл–изолятор концентрации Nc = nc/(1− K)
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Рис. 3. Зависимость критической концентрации Nc доноров
(акцепторов) в Ge и Si от степени их компенсации K.
Точки — экспериментальные данные: a — p-Ge : Ga [6,38,39],
b — p-Ge : Ga [33], c — p-Ge : Ga [40], d — n-Ge : As [6,29,41],
e — n-Ge : As [30], f — n-Ge : As [35], g — n-Ge : Sb [35],
h — n-Ge : Sb [29], i — n-Ge : Sb [42], j — n-Ge : P [6,29],
k — n-Si : P [24]. Сплошная линия — расчет по форму-
ле (10); штриховая линия — расчет по модели [7]. Пунктиром
при K = 0 показан диапазон экспериментальных данных по
Nc [1,23-36], представленных на рис. 1, со средним значением
N1/3

c aB/ν
2/3 = 0.1.

основной легирующей примеси от степени ее компен-
сации K, согласно [11,22], можно представить в виде
(ср. с [7])

N1/3
c aB = 0.238

(
W
EB

)1/2

×
(

ν

1− K

Eµ/W∫
−∞

(
Eµ

W
− x

)3/2

exp

(
−x2

2

)
dx

)1/3

, (9)

где aB = 4πεr ε0~2/me2, EB = e2/8πεr ε0aB — боровские
радиус и энергия электрона (дырки), εr ε0 — статиче-
ская диэлектрическая проницаемость нелегированного
кристалла.

В модели [11,22] величина W = Wnn ≈ 1.64(e2/4πε) ×
×(8πNc/3)1/3 обусловлена кулоновским взаимодей-
ствием только ближайших зарядов (ионов примесей,
электронов). Значение Eµ/Wnn = −1.15 находим, со-
гласуя равенство (9) с экспериментальными данны-
ми [1,23–36] для некомпенсированных полупроводников
[Nc(K → 0)]1/3aB/ν

2/3 = 0.1 (рис. 1). Далее считаем, что
отношение Eµ/Wnn равно −1.15 для всех степеней ком-
пенсации (0 < K < 1). Тогда из (9) следует зависимость
критической концентрации примеси Nc от степени ее

компенсации K в виде

N1/3
c aB

ν2/3
=

0.1
(1− K)2/3

. (10)

Результат расчета Nc(K) по формуле (10) показан на
рис. 3 сплошной линией.

В модели [7] величина W = Ws = [(e2/4πε)/
√

2 ]×
×(1 + K)2/3[Nc/(1− K)]1/3 обусловлена электронным
экранированием крупномасштабных флуктуаций концен-
трации ионов примесей.1 Полагая, что критическая до-
ля объема полупроводника, содержащая электроны и
соответствующая уровню их протекания, равна 0.17,
получаем Eµ/Ws = −0.675

√
2. Результат расчета Nc(K)

по модели [7] с учетом формулы (9) при W = Ws для
компенсированных кристаллов показан на рис. 3 штри-
ховой линией.

3. Результаты и обсуждение

Полученные при расчете с учетом критерия
εr (N0)→∞ (см. (5)) зависимости критической концен-
трации Nc перехода Мотта при K = 0 от боровского
радиуса aH для Si и Ge показаны на рис. 1 (линии 1 и 2
соответственно). Точки на рис. 1 — экспериментальные
данные для германия и кремния n- и p-типа [1,23–36].

Критическая концентрация примеси Nc для перехо-
да металл–изолятор с металлической стороны дается
выражением (9) и является функцией безразмерного
параметра — отношения уровня Ферми (равного уровню
протекания Eµ) к ширине примесной зоны W. Параметр
Eµ/W находился экстраполяцией формулы (9) к пределу
K = 0 и далее из сравнения с экспериментальными
данными [1,23–36] для Nc при K ≤ 0.01 (рис. 1).

Результат расчета зависимости критической концен-
трации Nc основной легирующей примеси для пере-
хода металл–изолятор от степени компенсации K с
металлической стороны перехода (см. (10)) показан
сплошной линией на рис. 3, где также приведены
известные нам экспериментальные данные для Ge n-
и p-типа [6,29,30,33–35,38–42] и n-Si : P [24]; пунктир —
предсказание [7] (при W = Ws). Как видно, предложен-
ная модель хорошо описывает опытные данные практи-
чески во всем диапазоне степеней компенсации.

Согласуя экспериментальные данные, приведенные на
рис. 1 и 3, с формулой (9) при W = Wnn, получаем,
что уровень протекания для гауссова (нормального)
распределения флуктуаций электростатического потен-
циала лежит в интервале −1.5W < Eµ < −W (знак
минус означает, что уровень протекания Eµ находится
в запрещенной зоне). Этот результат коррелирует с
оценками других исследователей [7,43,44]. Отметим, что
модель [7] применима только для больших степеней
компенсации K. Из рис. 3 видно, что при K < 0.5 расчет
по модели [7] дает значения Nc, меньшие эксперимен-
тальных.

1 В работе [37] рассматривается температурная зависимость круп-
номасштабного потенциального рельефа W = Ws.
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Итак, в настоящей работе развиты модели переходов
изолятор–металл и металл–изолятор в кристаллических
ковалентных полупроводниках.

С изоляторной стороны переход фиксируется по рас-
ходимости относительной диэлектрической проницаемо-
сти εr (N0) слабо компенсированных полупроводников
из-за поляризации нейтральных примесных атомов при
увеличении их концентрации N0 до N0c = (1− K)Nc .
Критическая концентрация N0c выражается через боров-
ский радиус aH = e2/8πεI d(a) орбиты электрона (дырки)
на нейтральном доноре (акцепторе) с энергией иониза-
ции I d(a) в кристалле с диэлектрической проницаемостью
решетки ε = εr ε0. Количественно описана зависимость
εr (N0) кристаллов Si от N0 при приближении (N0 → N0c)
к переходу изолятор–металл.

Переход металл–изолятор с металлической стороны
определяется как „срыв“ металлической электропровод-
ности при уменьшении концентрации атомов легирую-
щей примеси или увеличении степени их компенсации.
Используется боровский радиус aB = 4πε~2/me2 основ-
ного носителя заряда, зависящий от эффективной мас-
сы m электрона (дырки) и статической диэлектрической
проницаемости εr ε0 нелегированной кристаллической
матрицы.2 Считается, что амплитуда электростатических
флуктуаций потенциала определяется взаимодействи-
ем ближайших зарядов (ионов примесей и основных
носителей заряда). Найдена зависимость критической
концентрации основной примеси Nc, связанной с пере-
ходом металл–изолятор, от степени ее компенсации K
и проведено сравнение с предсказанием модели [7] и
экспериментальными данными для Ge и Si в широком
диапазоне изменения степеней компенсации.
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