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Обсуждается задача расчета динамических характеристик хаотических режи-

мов автоколебаний по точечным процессам. На примере модели
”
накопление–

сброс“ рассматриваются ограничения метода восстановления аттрактора по

последовательности временны́х интервалов между моментами генерации им-

пульсов. Формулируются условия достоверности расчета старшего показателя

Ляпунова и рекомендации для наиболее точного определения динамических

характеристик сложных колебательных режимов при осуществлении рекон-

струкции динамических систем по точечным процессам.

Точечные процессы, в которых носителями информации о динамике

системы являются моменты времени появления некоторых событий (на-
пример, моменты генерации одиночных импульсов), широко известны

во многих областях науки и техники [1]. Одной из традиционно рас-

сматриваемых моделей генерации точечных процессов является модель

”
накопление–сброс“, позволяющая описать динамику систем различной

природы: от дельта-сигма-конвертеров, применяемых в технике свя-

зи [2], до электрической активности нейронов и их ансамблей [3–5]. Мо-

дель
”
накопление–сброс“ предусматривает интегрирование сигнала S(t)

на входе порогового устройства

Ti+1
∫

Ti

S(t)dt = θ, (1)
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начиная с момента времени Ti . При достижении интегралом (1) фик-

сированного порогового уровня θ происходит генерация одиночного

импульса, после чего значение интеграла обнуляется. Временны́е интер-

валы между импульсами I i = Ti+1 − Ti являются носителями информа-

ции о входном процессе, и, располагая данной информацией, требуется

осуществить количественное описание динамики процесса S(t) на входе
порогового устройства. В рамках теории динамических систем на осно-

ве интервалов I i может быть решена задача реконструкции аттрактора,

соответствующего режиму динамики S(t) [6–8], и расчета его метри-

ческих и динамических характеристик [8–10], включая корреляционную

размерность, показатели Ляпунова и т. д. Строгие теоретические резуль-

таты, обосновывающие принципиальную возможность реконструкции,

были получены в рамках теоремы Зауэра [11], являющейся обобщением

теоремы Такенса [12] на случай точечных процессов. Однако данная

теорема справедлива только при условии высокой частоты генерации

импульсов моделью
”
накопление–сброс“. При низкой частоте генерации

возможность осуществления реконструкции аттрактора может быть

проверена только численно. Численные исследования, проведенные

к настоящему времени как для модели
”
накопление–сброс“, так и для

других моделей пороговых систем, позволили установить возможность

диагностики хаотических и гиперхаотических режимов динамики по

точечным процессам [13–17]. Однако границы их применимости для

модели
”
накопление–сброс“ не были детально изучены.

В данной работе мы обсуждаем возможности и ограничения ко-

личественного описания динамических характеристик сложных режи-

мов колебаний по точечным процессам модели
”
накопление–сброс“.

В условиях высокой частоты генерации импульсов интеграл (1) можно

приближенно вычислить на основе простейшего варианта численного

интегрирования — метода прямоугольников

Ti+1
∫

Ti

S(t)dt ∼= S

(

Ti + Ti+1

2

)

I i ⇒ S

(

Ti + Ti+1

2

)

∼=
θ

I i
. (2)

Если частота генерации импульсов велика, т. е. I i принимает малые

значения (условия применимости теоремы Зауэра [11]), то точность

восстановления аттрактора по точечному процессу является высокой.

С уменьшением частоты генерации приближенное равенство (2) пе-

рестает быть справедливым. В соответствии с теоремой о среднем
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существуют моменты времени Ti ≤ t̂i ≤ Ti+1, когда значения входно-

го процесса S(t̂i) могут быть точно восстановлены S(t̂i) = θ/I i . Но

вследствие того, что при анализе точечных процессов информация

о динамике между моментами Ti отсутствует, появляется неопределен-

ность δ в определении соответствующих времен t̂ = (Ti + Ti+1)/2 + δi .

Рассмотрим, к чему приводит данная неопределенность при расчете

стандартной характеристики хаотических режимов колебаний — стар-

шего показателя Ляпунова. В качестве примера выберем входной сигнал

S(t) = x(t) + 35, где x(t) — координата модели Ресслера:

dx
dt

= −(y + z ),
dy
dt

= x + ay,
dz
dt

= b + z (x − c) (3)

при значении параметров a = 0.15, b = 0.2, c = 10. Пороговый уро-

вень θ определяет частоту генерации импульсов моделью
”
накопление–

сброс“. Проведенные исследования продемонстрировали, что в диапа-

зоне θ < 53, что соответствует примерно 4 импульсам на характерный

период колебаний, применение метода реконструкции [10] позволяет

корректно оценивать старший показатель Ляпунова (λ1). Однако это

можно сделать только при подходящем выборе параметров алгоритма

расчета старшего показателя [18] и, прежде всего, границ линейного

приближения (l) при определении средней скорости экспоненциального

разбегания траекторий (см. рисунок). Проведенные нами исследования

объясняют данную зависимость результатов от параметра l .
Рассмотрим вначале случай θ = 5, что соответствует генерации

примерно 43 импульсов на характерный период хаотических колеба-

ний. При такой высокой частоте генерации импульсов сигнал x(t)
восстанавливается по точечному процессу со сравнительно малой

погрешностью. Это и определяет применимость теоремы Зауэра [11]
и возможность реконструкции аттрактора. Отметим, что полученные

результаты практически совпадают с результатами расчета λ1 по сигна-

лу x(t) (см. рисунок, черные круги). Однако зависимость λ1(l) спадает

как в области больших значений l, так и в области малых значений

данного параметра. Причиной спада зависимости λ1(l) при l ≥ 0.1

является выход за границы линейного приближения. Если расстояние

между траекториями в фазовом пространстве превышает примерно 10%

от размера аттрактора, скорость разбегания траекторий перестает быть

экспоненциальной. Вследствие этого происходит недооценка величи-

ны λ1, связанная с тем, что вектор возмущения становится меньше, чем
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Зависимость старшего показателя Ляпунова от параметра, определяющего

границы линейного приближения, при трех значениях частоты генерации

импульсов, соответствующих пороговым уровням θ = 5, θ = 30 и θ = 50.

Черными кругами отмечены результаты расчета по сигналу x(t) модели (3).
Ограничения (5) и (4) продемонстрированы соответственно на вставках 1

и 2. Пунктиром отмечено значение показателя, вычисленное по уравнениям

модели (3).

его ожидаемое значение. Соответствующие ограничения приближенно

могут быть описаны зависимостью

λ1(l) ∼
1

t′
ln(c − dl), (4)

где t′ — время между перенормировками, c и d — константы (c ≫ d).
Данные ограничения возникают независимо от величины порогового

уровня, в том числе и при расчете показателя Ляпунова по перемен-

ной x(t) модели (3). Как видно из приведенного рисунка, они являются

примерно одинаковыми во всех рассмотренных случаях.
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В области малых значений l, спад зависимости λ1(l) при расчетах

по временно́й реализации x(t) связан с ошибками ориентации векторов,

которые возникают при очень частых перенормировках. При анализе

точечных процессов появляется еще один фактор, ограничивающий

сверху оценку показателя Ляпунова — наличие неопределенности δ при

восстановлении входного сигнала. Если δ принимает малые значения

(как в рассматриваемом случае θ = 5), то результаты расчета λ1 по

последовательности I i почти не отличаются от расчетов по известной

реализации x(t) (см. рисунок). Однако с ростом δ величина λ1 будет

уменьшаться. Рассмотрев для простоты случай одинаковой неопреде-

ленности для вектора возмущения до и после перенормировки [18],
можно приближенно оценить зависимость λ1(l) по формуле

λ1(l) ∼
1

t′
ln

(

l + δ

r + δ

)

, (5)

где r — первоначальная величина выбранного вектора возмущения.

Чем больше δ, тем сильнее ограничивается сверху величина λ1
(см. рисунок). Как следствие, сужается диапазон l, в пределах которого

можно корректно определить старший показатель Ляпунова. С ростом θ

этот диапазон существенно уменьшается. Так, при θ = 30 (7 импульсов

на характерный период колебаний) он заметно меньше, чем при θ = 5,

а при θ = 50 ограничения величины λ1 (4) и (5) приводят к тому, что

величина
”
полочки“, соответствующей корректным оценкам значения

λ1 = 0.087, сужается примерно вдвое, что определяет важность выбора

параметра l .
Таким образом, в данной работе мы приводим объяснение огра-

ничений метода расчета динамических характеристик по точечному

процессу модели
”
накопление–сброс“. По нашему мнению, расчет

зависимости λ1(I) и нахождение максимума данной зависимости (усред-
ненной при вариации параметров алгоритма — времени задержки

и размерности пространства вложения) является способом наиболее

точного определения динамических характеристик сложных колебатель-

ных режимов при осуществлении реконструкции динамических систем

по точечным процессам. Данная модернизация метода [10] повышает

надежность проводимых оценок старшего показателя Ляпунова.

Исследование выполнено при поддержке гранта Российского науч-

ного фонда (проект № 14-12-00224).
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