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Теоретически исследованы энергетический спектр и волновые функции дырок в валентной зоне в

полупроводниковых наносистемах — квантовых ямах, проволоках и точках — в присутствии внешнего

магнитного поля. Прослежена зависимость зеемановского расщепления основного состояния дырки при

изменении параметров размерного квантования с учетом сложной структуры валентной зоны и магнитоин-

дуцированного смешивания дырочных состояний. Приведены аналитические формулы, описывающие эффект

Зеемана в валентной зоне в предельных случаях квантового диска, сферически-симметричной квантовой

точки и квантовой проволоки. Показано, что величина g-фактора дырки крайне чувствительна к составу

дырочного состояния (тяжелая или легкая дырка), а следовательно, к геометрии потенциала размерного

квантования.

1. Введение

Последнее десятилетие отмечено бурным ростом ин-

тереса к исследованию спин-зависимых эффектов в

полупроводниковых наноструктурах [1]. Благодаря по-

нижению симметрии системы при переходе от объ-

емных материалов к низкоразмерным системам спин-

зависимые эффекты усиливаются, что открывает пер-

спективы создания приборов, использующих не только

заряд электрона или дырки, но и их спин.

Отклик спина на внешнее магнитное поле опреде-

ляется g-фактором, или множителем Ланде. В полу-

проводниках за счет параметрически сильного спин-

орбитального взаимодействия этот важнейший параметр

существенно отличается от g-фактора свободного элек-

трона, равного 2 [2]. Например, для электронов в зоне

проводимости объемного GaAs величина эффективного

g-фактора составляет g ≈ −0.44, а для InAs g ≈ −15.

В наноструктурах размерное квантование приводит к

дополнительной перенормировке множителя Ланде, а

также к возникновению анизотропии спинового рас-

щепления энергии электронов в магнитном поле [3–6].
Основные механизмы перенормировки g-фактора зоны

проводимости хорошо известны, а имеющиеся теорети-

ческие расчеты количественно описывают данные экспе-

римента [6].
Более сложная ситуация имеет место для дырок в

валентной зоне. Хорошо известно, что в объемных

материалах типа GaAs состояния вершины валентной

зоны четырехкратно вырождены. При этом отклик дырок

на магнитное поле описывается двумя параметрами — ̹

и q (магнитные параметры Латтинжера), и он качествен-

но отличается от отклика электронов [7]. Более того, да-

же слабый внешний потенциал, например, кулоновский

потенциал мелкого акцептора, приводит к существенной

перенормировке спиновых расщеплений дырки [8].
Размерное квантование также приводит к качествен-

ной перестройке структуры дырочных состояний. Напри-
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мер, при переходе от объемного материала к квантовой

яме формируются подзоны тяжелых и легких дырок,

величины спиновых расщеплений которых значительно

отличаются от их значений в объемном полупроводни-

ке [9–11]. Подобная ситуация имеет место и в нано-

кристаллах с формой, близкой к сферической [12,13],
а также в самоорганизованных квантовых точках [14].
К настоящему времени установлено, что все эти эффек-

ты обусловлены именно сложной структурой валентной

зоны. Несмотря на то что ряд теоретических расчетов

находится в согласии с имеющимися экспериментальны-

ми данными [10,15–17], детального исследования взаи-

мосвязи структуры валентной зоны и значений g-факто-
ров для дырок не предпринималось. Цель данной работы

состоит в выполнении таких исследований.

Далее рассчитаны спиновые расщепления дырочных

состояний в магнитном поле в структурах с кванто-

выми точками с произвольным соотношением между

протяженностями вдоль осей координат. Для описания

дырочных состояний используется гамильтониан Латт-

инжера, а для описания эффектов размерного квантова-

ния — модель параболического потенциала квантовой

точки. Отметим, что непрерывное изменение парамет-

ров потенциала квантовой точки приводит к плавному

изменению геометрии структуры, позволяя проследить

переход между предельными случаями квантовой ямы,

сферически-симметричной квантовой точки и квантовой

проволоки. При этом происходят изменение структу-

ры основного дырочного состояния и, как показывает

анализ, существенные изменения величины g-факторов.
Полученные результаты имеют общий характер, так как

и структура дырочных состояний, и g-фактор главным

образом определяются геометрией системы.

2. Модель и методы

Сформулируем используемую в работе модель кван-

товой точки и методы расчетов энергетического спектра

и g-фактора дырки. Состояния дырки в наноструктуре
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мы описываем в рамках сферического приближения для

гамильтониана Латтинжера [7]:

ĤL =
~
2

2m0

[(

γ1 +
5

2
γ

)

k2 − 2γ(kJ)2
]

+ Vext(r), (1)

где r — радиус-вектор дырки, γ1, γ ≡ γ2 = γ3 — пара-

метры Латтинжера, J — псевдовектор, составленный из

матриц оператора углового момента 3/2, k — опера-

тор волнового вектора дырки, k = i∂/∂r, m0 — масса

свободного электрона. В гамильтониане (1) Vext(r) —

параболический потенциал квантовой точки:

Vext(r) = Ax x2 + Ay y2 + Az z 2, (2)

Ax , Ay , Az — жесткости потенциала вдоль кубиче-

ских осей x ‖ [100], y ‖ [010], z ‖ [001]. Отметим, что

в рассматриваемом сферическом приближении привязка

осей коодинат к кристаллографическим направлениям

может быть в общем случае произвольной. Параметры

Латтинжера внутри квантовой точки и вне ее счита-

ются одинаковыми. Учет гофрировки валентной зоны

(γ2 6= γ3), как будет показано далее в разд. 3, приводит к

некторому количественному изменению результатов, но

качественный вид полученных результатов сохранится.

Выбор параболического потенциала в качестве мо-

дельного обусловлен, с одной стороны, физической ра-

зумностью такого потенциала, поскольку любой гладкий

потенциал вблизи минимума может быть аппроксимиро-

ван параболическим, а с другой, тем обстоятельством,

что использование параболического потенциала значи-

тельно облегчает техническую сторону расчетов. Кроме

того, параболический потенциал широко используется

для описания эффектов размерного квантования в по-

лупроводниковых квантовых точках [13,18–20].
В присутствии внешнего постоянного магнитного по-

ля B гамильтониан дырки (1), во-первых, приобретает
дополнительный вклад [2,7]

ĤZ = −2µB̹(JB), (3)

где µB — магнетон Бора, ̹ — магнитная константа

Латтинжера, а во-вторых, в (1) оператор k заменяется

на k− (e/c)A, где A — векторный потенциал приложен-

ного магнитного поля. Здесь и далее используется ды-

рочное представление, где γ1, γ > 0, e = |e| — элемен-

тарный заряд. Анизотропный вклад в эффект Зеемана

∝ q(Bx J2
x + By J3

y + B z J3
z ), описываемый параметром q,

в большинстве структур мал по сравнению с изотроп-

ным (3) [21], поэтому мы им пренебрегаем. Случаи,

когда анизотропный вклад может играть главную роль,

будут рассмотрены отдельно.

Пусть магнитное поле B направлено вдоль оси z ;
напомним, что при использовании сферического при-

ближения для гамильтониана Латтинжера это не при-

водит к ограничению общности полученных резуль-

татов, и векторный потенциал выбран в калибров-

ке Ландау, A = (0, Bx , 0). В качестве единиц измере-

ния энергии и длины выберем эффективные Ридберг,

Ry∗ = mhhe4/2ε2~2, и боровский радиус, a∗
B = ~

2ε/mhhe2,
определяемые эффективной массой тяжелой дырки

mhh = m0/(γ1 − 2γ).
В безразмерных единицах гамильтониан дырки прини-

мает следующий вид:

Ĥh =
2γ1 + 5γ

2(γ1 − 2γ)
k2 − 2γ

γ1 − 2γ
(kJ)2 − Ṽext(r) + ĤZ + ĤB .

(4)

Здесь Vext(r) = Ãx x2 + Ãy y2 + Ãz z 2, Ãx ,y,z — безраз-

мерные жесткости потенциала квантовой точки, ĤZ =
= −[2̹/(γ1 − 2γ)]B̃Jz — обезразмеренный гамильтони-

ан (3), ĤB — безразмерный гамильтониан, описываю-

щий орбитальный эффект магнитного поля:

ĤB =
2γ1 + 5γ

2(γ1 − 2γ)

(

−2B̃xky + B̃2x2
)

+
2γ

γ1 − 2γ

[

J2
y

(

2B̃xky − B̃2x2
)

+ (Jy Jz + Jz Jy)B̃xkz

+ (Jy Jx + Jx Jy)

(

B̃xkx −
iB̃
2

)]

, (5)

где B̃ = (ea2
B/c~)B — безразмерное магнитное поле.

Отметим, что выбор единиц для измерения длины и

энергии не влияет на техническую сторону численного

расчета (описанный ниже метод эффективно сходится

при любых физически разумных геометрических раз-

мерах структуры), поэтому нами были выбраны боров-

ские единицы. При таком выборе и магнитное поле,

и жесткости потненциала квантовой точки входят в

уравнение Шредингера в виде независимых параметров.

Напротив, если выбрать в качестве единиц измерения

магнитную длину и энергию первого уровня Ландау,

то в обезразмеренном уравнении Шредингера не будет

присутствовать в явном виде величина магнитного поля,

что снизит наглядность полученных результатов.

Для расчета энергетического спектра дырки в магнит-

ном поле проводилась диагонализация матрицы гамиль-

тониана (4), вычисленной на базисе

9nx ,ny ,nz (x , y, z ) = ψnx (x)χny (y)φnz (z ),

nx , ny , nz = 1 . . . N, (6)

где

ψnx (x) =
1√

2nx nx !

(

1

π l̃2x

)1/4

exp

(

− x2

2l̃2x

)

Hnx

(

x

l̃x

)

,

χny (y) =
1

√

2ny ny !

(

1

π l̃2y

)1/4

exp

(

− y2

2l̃2y

)

Hny

(

y

l̃y

)

,

φnz (z ) =
1√
2nz nz !

(

1

π l̃2z

)1/4

exp

(

− z 2

2l̃2z

)

Hnz

(

x

l̃z

)

— собственные функции линейного гармонического

осциллятора с характерными длинами l̃x = [(γ1 + γ)/
(γ1 − 2γ)Ãx ]

1/4, l̃y = [(γ1 + γ)/(γ1 − 2γ)Ãy ]
1/4, l̃z = Ã−1/4

z ,
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Hn(x) — полиномы Эрмита [22]. Такой базис соот-

ветствует собственным функциям дырки, сформирован-

ной блоховскими состояниями с проекцией момента

j z = ±3/2 на направление приложенного магнитного

поля. Для проверки сходимости численного расчета

использовался также дополнительный базис, соответ-

ствующий дыркам с блоховскими амплитудами, характе-

ризуемыми j z = ±1/2, где характерные длины вводятся

согласно l̃′x = [(γ1 − γ)/(γ1 − 2γ)Ãx ]
1/4, l̃′y = [(γ1 − γ)/

(γ1 − 2γ)Ãy ]
1/4 и l̃′z = [(γ1 + 2γ)/(γ1 − 2γ)Ãy ]

1/4 соответ-

ственно.

Далее представлены результаты расчетов энергети-

ческого спектра дырки в квантовых точках в зави-

симости от величины приложенного магнитного поля

и проанализирована зависимость g-фактора основного

состояния дырки от геометрии потенциала, описываемой

соотношением констант Ãx , Ãy и Ãz .

3. Результаты и обсуждение

3.1. Уровни размерного квантования

В данном разделе исследуется влияние магнитного

поля на структуру энергетических уровней дырки в кван-

товых точках различной формы. Введем характерный

размер квантовой точки вдоль оси i (i = x , y, z ) как

Li =
1

4
√

Ãi

. (7)

При этом для сферически-симметричной квантовой точ-

ки Lx = Ly = Lz , для квантового диска Lz ≪ Lx , Ly , для

квантовой проволоки Lz ≫ Lx , Ly . Магнитное поле ха-

рактеризуется магнитной длиной, введенной выше со-

гласно LB = 1/
√

B̃ .
На рис. 1 представлены зависимости энергий E

нескольких первых уровней размерного квантования

дырки в аксиально-симметричных наноструктурах раз-

личной геометрии, в которых Lx = Ly , а Lz произ-

вольно, от квадрата отношения (Li
⊥,‖/LB)2 ∝ B̃ , где

Li
⊥,‖ — характерная длина локализации тяжелой

(i = hh) или легкой (i = lh) дырки в перпендикулярном

или параллельном плоскости структуры направлении:

Lhh,lh
⊥ = {(γ1 ∓ 2γ)/[(γ1 − 2γ)Ãz ]}1/4, Lhh,lh

‖ = {(γ1 ± γ)/

[(γ1 − 2γ)Ãx ]}1/4 = {(γ1 ± γ)/[(γ1 − 2γ)Ãy ]}1/4. Числен-

ный расчет выполнен для параметров Латтинжера,

соответствующих системе на основе GaAs: γ1 = 6.98,

γ = 2.58 [23].
Рис. 1, a соответствует предельному случаю тонкого

квантового диска, где высота квантовой точки мно-

го меньше ее поперечного размера: Lz ≪ Lx = Ly = L.
Здесь энергия нормирована на энергию основного состо-

яния поперечного квантования изолированной тяжелой

дырки, E‖
hh = 1/L2

z . В этом пределе в нулевом магнит-

ном поле тяжелые и легкие дырки не смешиваются,

и состояния характеризуются модулем проекции спина

дырки на ось z : j z = ±3/2 и ±1/2. Все показанные

на рисунке энергетические уровни отвечают основному

уровню размерного квантования тяжелой дырки вдоль

оси z и различным уровням размерного квантования в

плоскости структуры. Основное состояние дырки при

B = 0 двукратно вырождено по проекции полного мо-

мента ±3/2 на ось структуры. Возбужденные состояния

дырки также вырождены, причем помимо крамерсова

вырождения, обусловленного инвариантностью систе-

мы при B = 0 к инверсии времени, имеет место так-

же дополнительное вырождение, связанное с наличием

нетривиального инварианта в двумерном параболиче-

ском потенциале [24,25]. Это так называемое случайное

вырождение является особенностью используемой моде-

ли квантовой точки, кроме параболического потенциала

случайное вырождение имеет место еще только для

кулоновского потенциала [25,26]. Если магнитное поле

слабое, т. е. LB велико по сравнению с поперечным раз-

мером квантового диска L, то происходит линейное по

магнитному полю расщепление энергетических уровней,

вырожденных при B = 0. В достаточно сильном магнит-

ном поле становятся заметными эффекты, квадратичные

по магнитному полю.

Увеличение толщины диска приводит к снятию слу-

чайного вырождения, как показано на рис. 1, b. В ну-

левом магнитном поле состояния характеризуются мо-

дулем проекции полного момента Fz = mz + j z на ось

структуры, где mz — проекция орбитального момента

огибающей функции дырки на ось роста. Например,

основное состояние остается двукратно вырожденным:

Fz = ±3/2. Первое возбужденное состояние, четырех-

кратно вырожденное в тонком диске, в диске конечной

толщины расщепится на два двукратно вырожденных

состояния с Fz = ±1/2 и ±5/2. Приложение магнитного

поля полностью снимает вырождение по |Fz |.
Если выполнено условие L = Lz , реализуется случай

квантовой сферы (рис. 1, c). В нулевом магнитном поле

уровни энергии дырки квантованы по величине полного

момента F = J + L, где J — спин дырки, L — ее

орбитальный момент, и вырождены по его проекции

на направление магнитного поля Fz [27]. Например,

основное состояние дырки в сферической квантовой

точке соответствует величине полного момента F = 3/2

и его волновая функция может быть записана как [8,27]

9
sph
S3/2

(r) = f 1(r)|L = 0, J = 3/2, F = 3/2, Fz 〉

+ g1(r)|L = 2, J = 3/2, F = 3/2, Fz 〉 (8)

(здесь использованы стандартные обозначения, введен-

ные в [27]), а волновая функция первого возбужденного

состояния может быть представлена в виде

9
sph
P3/2

(r) = f 2(r)|L = 1, J = 3/2, F = 3/2, Fz 〉

+ g2(r)|L = 3, J = 3/2, F = 3/2, Fz 〉. (9)

Здесь f 1,2(r) и g1,2(r) — радиальные функции, кото-

рые рассчитываем следуя работам [8,27,28], где вместо

7∗ Физика и техника полупроводников, 2015, том 49, вып. 6
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Рис. 1. Зависимость энергий нескольких нижних уровней энергии размерного квантования дырки в аксиально-симметричной

структуре, Lx = Ly = L, вычисленная для разных соотношений между Lz и L, от квадрата отношения характерной длины

локализации дырки (Li
⊥,‖) к магнитной длине для изолированной тяжелой дырки (LB = 1/

√
B̃): a — тонкий квантовый диск,

Lz /L → 0; b — квантовый диск конечной толщины, Lz/L = 0.25; c — сферически-симметричная квантовая точка, Lz = L; d —

удлиненная квантовая точка, Lz ≫ L; e — квантовая проволока, Lz → ∞. Численный расчет выполнен для параметров Латтинжера,

соответствующих GaAs (см. поясненния в тексте).

кулоновского потенциала мелкого акцептора необходи-

мо взять параболический потенциал квантовой точки.

На рис. 1, c Ehh = 3/L2 = 3/L2
z — энергия основного

состояния размерного квантования изолированной тяже-

лой дырки в соответствующей квантовой сфере. В сла-

бом магнитном поле происходит линейное расщепление

вырожденных по Fz при B = 0 уровней. Если же величи-

на расщепления оказывается сравнимой с расстоянием

до соседнего уровня, имеют место антипересечения

уровней. При увеличении магнитного поля становится

более выраженным квадратичный по величине магнит-

ного поля диамагнитный сдвиг.

На рис. 1, d приведены дырочные уровни в случае,

когда Lz ≫ L. Здесь E⊥
lh — энергия основного состояния

размерного квантования изолированной легкой дырки в

поперечном сечении структуры. Отметим, что основное

состояние дырки в такой удлиненной квантовой точке

сформировано в основном блоховскими функциями с

j z = ±1/2 [28,29]. Здесь состояния дырки характери-

зуются так же, как в случае квантового диска, проек-

цией полного момента на ось структуры Fz = j z + mz .

В нулевом магнитном поле все состояния двукратно

вырождены. Из рисунка видно, что даже если магнитная

длина мала по сравнению с высотой квантовой точки,

весь эффект от магнитного поля сводится к линейному

расщеплению уровней. Это связано с тем, что магнитное

поле, направленное вдоль оси z , не влияет на зави-

симость волновой функции дырки от соответствующей

координаты. Более того, во всем диапазоне, показанном

на рисунке, магнитное поле остается достаточно слабым,

чтобы не влиять на квантование дырки в поперечном

сечении квантовой точки.

Наконец, рассмотрим предельный случай квантовой

проволоки, где Lz → ∞ и локализация вдоль оси z от-

сутствует (см. рис. 1, e). В слабых магнитных полях, где

LB ≫ L, наблюдается линейное расщепление двукратно

вырожденных по проекции полного момента Fz уровней

энергии. Если же магнитная длина становится сравни-

мой с поперечным размером проволоки, доминируют

эффекты, квадратичные по магнитному полю.

3.2. Спиновое расщепление в магнитном поле

Как уже отмечалось, включение магнитного поля

приводит к полному снятию вырождения уровней дырки

Физика и техника полупроводников, 2015, том 49, вып. 6
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Рис. 2. Зависимость g-фактора (a) и доли тяжелой дырки в волновой функции (b) для основного состояния в цилиндрически

симметричной квантовой точке, Lx = Ly = L, от отношения высоты точки к диаметру Lz/L для нескольких наборов параметров,

соответствующих различным полупроводниковым материалам.

в квантовой точке. В слабых магнитных полях расщеп-

ление вырожденных при B = 0 уровней 1E линейно

по величине поля, что позволяет ввести эффективный

g-фактор согласно

g =
1E
µBB

. (10)

Знак 1E и соответственно g-фактора определяется сле-

дующим образом. Если при приложении магнитного

поля вдоль оси z ниже по энергии оказывается состо-

яние с отрицательной проекцией полного момента на

эту ось, то g-фактор считается положительным. Если

ниже по энергии оказываютя состояния с положитель-

ной проекцией спина на направление магнитного поля,

то g-фактор считается соответственно отрицательным.

Определение (10) имеет смысл в случае, если в нулевом

магнитном поле уровень энергии двукратно вырожден

по модулю проекции полного момента на направление

магнитного поля. В случае, если в нулевом магнитном

поле кратность вырождения состояния больше двух,

разумно определять g-фактор отдельно для каждой пары

состояний с заданным модулем проекцией момента на

направление магнитного поля. Отметим, что величина

g-фактора зависит только от соотношения между разме-

рами квантовой точки Lx , Ly , Lz , но не от их абсолютных

значений.

Начнем анализ зависимости g-фактора от параметров

системы со случая аксиально-симметричной структуры.

На рис. 2, a показана зависимость g-фактора основного

состояния дырки от отношения высоты точки к ее

диаметру, Lz /L. Отметим, что при Lz = L основное

состояние четырехкратно вырождено и скачок g-фактора
анализируется отдельно ниже. Во всех остальных случа-

ях основное состояние двукратно вырождено и g-фактор
определяется согласно формуле (10). Расчет выполнен

для нескольких наборов параметров γ, γ1, соответствую-

щих AlAs [23], CdTe [30], GaAs [23], InAs [23].

В предельном случае квантового диска, Lz ≪ L, ве-

личина g-фактора близка к его значению в квантовой

яме [31]:

g2d = − 6̹+ 12
~
2

m0

∞
∑

n=1

∣

∣〈lh2n|γ k̂z |hh1〉
∣

∣

2

Elh2n − Ehh1
=

− 6̹+ γ1G1(β), (11)

где |hh1〉 — основное состояние тяжелой дырки при

нулевом волновом векторе в плоскости квантовой ямы,

|lh2n〉 — четные возбужденные состояния легкой дырки,

Ehh1 и Elh2n — соответствующие энергии. Формула (11)
может быть записана в виде

g2d = −6̹+ γ1G1(β), (12)

где

β =
γ1 − 2γ

γ1 + 2γ

— отношение эффективных масс легкой и тяжелой

дырок, а G(β) — безразмерная функция, зависящая

только от вида потенциала квантовой ямы и которая для

параболического потенциала представлена на рис. 3, a.

В этом пределе основное состояние дырки описывается

главным образом блоховскими функциями с проекци-

ей момента ±3/2 (тяжелых дырок). Перенормировка

g-фактора по отношению к его значению gbulk = −6̹

для тяжелой дырки в объемном кристалле связана с

магнитоиндуцированным смешиванием с состояниями

легкой дырки [10,31]. В зависимости от параметров

материала значение g-фактора основного состояния дыр-

ки в предельном случае квантового диска может быть

как положительным (например, AlAs, CdTe), так и

отрицательным (например, GaAs, InAs), и оно больше

в материалах с бо́льшим значением отношения масс

легкой и тяжелой дырок β .
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Увеличение высоты квантовой точки приводит к уве-

личению g-фактора за счет сближения по энергии со-

стояний тяжелой и легкой дырок. Если в пределе кван-

тового диска g-фактор отрицателен, то при некоторой

высоте квантовой точки он обращается в нуль за счет

компенсации объемного вклада (3) и вклада, связанного

с магнитоиндуцированным смешиванием дырок [32].

В квантовой точке со сферически-симметричным по-

тенциалом размерного квантования в нулевом магнит-

ном поле основное состояние дырки четырехкратно

вырождено. В магнитном поле основное состояние рас-

щепляется на эквидистантные в малом поле подуров-

ни (см. рис. 1, c). В изотропном случае определение

эффективного g-фактора (10), таким образом, теряет

смысл. Разрыв на графике связан с тем, что в слегка

сплюснутых точках (Lz < L) основное состояние дырки

соответствует в основном блоховским функциям с про-

екций момента ±3/2 (тяжелым дыркам), а в слегка вытя-
нутых — с проекцией момента ±1/2 (легким дыркам).
Поэтому в пределе Lz → L − 0 g-фактор соответствует

расщеплению двух крайних состояний квадруплета, а

в пределе Lz → L + 0 — двух средних состояний, что

приводит к скачку в 3 раза. Соответствующая схема

энергетических уровней показана на вставке к рис. 3, b.

Согласно [8], в изотропном потенциале

gsph
1/2 =

gsph
3/2

3
= 2̹+

8

5
γI1 +

4

5

[

γ1 − 2(γ + ̹)
]

I2, (13)

где

I1 =

∞
∫

0

r3g1(r)
d f 1(r)

dr
dr, I2 =

∞
∫

0

r2g2
1(r)dr (14)

определяются радиальными функциями f 1(r) и g1(r),
введенными в (8). Зависимости величин I1 и I2 от

отношения масс легкой и тяжелой дырок показаны на

рис. 3, b.

При дальнейшем увеличении высоты квантовой точки

достигается предел квантовой проволоки. В этом преде-

ле в нулевом магнитном поле основное состояние дырки

двукратно вырождено и ему соответствуют следующие

собственные состояния:

9wire
±1/2=ψ1(ρ)| j z =±1/2〉 + ψ2(ρ) exp(∓2iϕ)| j2 =∓3/2〉,

(15)

где ρ и ϕ — полярные координаты в поперечном сече-

нии квантовой проволоки, ψ1(ρ) и ψ2(ρ) — радиальные

функции, зависящие от отношения масс β [28]. При

приложении магнитного поля вырождение снимается

и g-фактор основного состояния дырки в квантовой

проволоке может быть представлен в виде [28]

gwire = −2̹− 4(γ1 + γ − 2̹)F(β) + 2
√
3γH(β), (16)

где

F(β) =

∞
∫

0

ψ2
2(ρ)ρdρ,

H(β) =

∞
∫

0

[(

ψ2(ρ)
dψ1(ρ)

dρ

− ψ1(ρ)
dψ2(ρ)

dρ

)

ρ2 − 2ρψ1(ρ)ψ2(ρ)

]

dρ (17)

— безразмерные интегралы функций ψ1(ρ) и ψ2(ρ),
введенных в (15). Зависимости F(β) и H(β) показаны

на рис. 4. Здесь зависимость предельного значения

величины g-фактора дырки от отношения масс легкой

и тяжелой дырок β противоположна той, которая имеет

место для квантового диска: чем меньше величина β, тем

больше предельное значение.

Отметим, что зависимость g-фактора дырки от геомет-

рии потенциала размерного квантования коррелирует с

изменением вклада тяжелой дырки в волновую функцию

основного состояния. Полная доля блоховских состоя-

ний с проекциями момента ±3/2 в дырочной волновой
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функции представлена на рис. 2, b. Из рисунка видно, что

в пределе квантового диска волновая функция основного

состояния дырки практически полностью состоит из

тяжелых дырок в независимости от отношения масс

легкой и тяжелой дырок β . При увеличении высоты

диска увеличивется доля легких дырок, что приводит

не только к росту g-фактора, но даже в некоторых

случаях к изменению его знака. При Lz = L, когда потен-
циал размерного квантования становится изотропным,

происходит переход от состояния, в котором домини-

рует тяжелая дырка, к состоянию, основной вклад в

которое вносит легкая дырка. Это соответствует скачку

g-фактора и скачку на зависимости вклада тяжелой

дырки в волновую функцию, как показано на рис. 2, a

и b. В предельном случае квантовой проволоки вклад

тяжелой дырки тем больше, чем меньше параметр β,

что отражется и на предельном значении g-фактора.
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3.3. Эффекты анизотропии системы

Теперь перейдем к наиболее общему случаю пол-

ностью анизотропного потенциала квантовой точки, в

которой Lx 6= Ly 6= Lz . На рис. 5, a показана зависимость

g-фактора основного состояния дырки от отношений

Lz /Lx и Lz /Ly , а на рис. 5, b показаны зависимости

g-фактора от Lz /Lx , рассчитанные при фиксированном

отношении a = Lx/Ly (от 1 до 0.18) для параметров

GaAs. Качественный ход кривых на рис. 5, b одинаков,

однако положение точки скачка и величина разрыва

g-фактора зависят от отношения Lx/Ly , характеризую-

щего анизотропию потенциала в плоскости структуры,

перпендикулярной магнитному полю.

Отметим, что при Lx 6= Ly зависимость g-фактора от

отношения Lz /Lx может имееть два нуля (например,
для параметров GaAs). Природа первого из них (при
Lz < Lx < Ly ) уже обсуждалась выше и обусловлена

конкуренцией двух вкладов в эффект Зеемана. Также

дырочный g-фактор обращается в нуль второй раз при

Lz /Lx = Ly/Lx , т. е. когда квантовая точка становится

изотропной в плоскости (z y), содержащей магнитное

поле. Этот нуль имеет симметрийную природу и имеет

место при любых значения параметров Латтинжера: при

Lz = Ly > Lx основное состояние дырки в нулевом маг-

нитном поле соответствует проекциям полного момента

Fx = +3/2 и −3/2 на ось x , вдоль которой квантование

самое сильное. В этом случае рассматриваемой модели

вклады кубической анизотропии в (1) и (3) не учи-

тываются, и магнитное поле может смешивать только

состояния с разностью проекций момента ±1.

Подобная ситуация имеет место в широко исполь-

зуемой в экспериментах геометрии, когда магнитное

поле приложено в плоскости квантового диска или

квантовой ямы, где Lz ≪ Lx , Ly и B ‖ x : соответствую-
щая компонента g-фактора тяжелой дырки, как правило,

мала [21]. Проанализируем относительные вклады в

g-фактор тяжелой дырки в плоскости квантовой точки
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от кубических членов, связанных с параметром q [7]:

Ĥ3 = −2qµB
(

J3
x Bx + J3

y By + J3
z B z
)

, (18)

которые приводят к поперечному g-фактору
g⊥ = −3q [21], и от анизотропии формы точки

α = (Lz − Ly )/(Lz + Ly ) при использовании сфериче-

ского приближения для гамильтониана Латтинжера.

Последний представлен на рис. 6 для различных отно-

шений Lz /Lx (от 0.056 до 0.316) и параметров, соответ-

ствующих GaAs. При малых значениях α зависимости

могут быть аппроскимированы линейной функцией

g = C

√

Lz

Lx
α, (19)

где C — константа. Из рис. 6 видно, что при параметрах

GaAs, когда g⊥ = −3q ≈ 0.06, и достаточно малом

отношении высоты точки к ее латеральному размеру

вклад анизотропии формы квантовой точки в g-фактор
пренебрежимо мал. Описание эффекта Зеемана в

квантовых дисках в магнитном поле, приложенном в

плоскости структуры, требует, таким образом, учета эф-

фектов кубической анизотропии, а также интерфейсного

смешивания тяжелой и легкой дырок [33], рассмотрение
которых выходит за рамки данной работы.

Теперь рассмотрим случай магнитного поля, направ-

ленного под углом к главным осям структуры. Во всех

случаях кроме изотропного (в котором оси можно

направить произвольно) основное состояние дырки дву-

кратно вырождено, и для его описания можно ввести

оператор псевдоспина σ = (σx , σy , σz ), где σi — матри-

цы Паули, i = x , y, z — главные оси структуры. Тогда

зеемановское расщепление основного состояния слабых

полях может быть записано как

ĤZ =
µB

2
(gxxσx Bx + gyyσy By + gz zσz B z ), (20)

где g ii — компоненты тензора g-фактора вдоль главных

осей, B i — соответствующие компоненты магнитного

поля. В этом случае расщепление уровня можно запи-

сать как

1E = µB

√

g2
xx B2

x + g2
yy B2

y + g2
z z B2

z . (21)

Компоненты тензора g-фактора gxx , gyy , gz z могут быть

вычислены независимо друг от друга в рамках нашей

модели путем поворота структуры так, чтобы интере-

сующее нас направление (x или y) совпало с осью z .
Величины gxx , gyy , gz z в общем случае независимы,

в аксиально-симметриной структуре с осью вдоль z
выполнено gxx = gyy , в симметричном квантовом диске

gxx = gyy = 0.

В конце этого раздела кратко проанализируем влия-

ние гофрировки валентной зоны на g-фактор основно-

го состояния дырки. На рис. 7 показаны зависимости

g-фактора основного состояния дырки в цилиндрически-

симметричной квантовой точке Lx = Ly = L от отно-

шения высоты точки к диаметру Lz /L для нескольких
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Рис. 6. Зависимость g-фактора основного состояния дырки в

квантовом диске с осью роста вдоль оси x от анизотропии

латерального потенциала диска α = (Lz − Ly )/(Lz + Ly ). Рас-
чет выполнен для параметров Латтинжера, соответствующих

GaAs.
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Рис. 7. Зависимость g-фактора основного состояния в

цилиндрически-симметричной квантовой точке, Lx = Ly = L,
от отношения высоты точки к диаметру Lz /L для нескольких

наборов параметров, соответствующих различным полупро-

водниковым материалам, с учетом гофрировки валентной зоны

для структуры, выращенной вдоль направления z ‖ [001].

наборов параметров Латтинжера, рассчитанные с уче-

том гофрировки валентной зоны. Сравнение кривых на

рис. 7 с соответствующими зависимостями на рис. 2, a,

вычисленными в рамках сферического приближения,

показывает, что качественный вид зависимостей анало-

гичен, различия только количественные. Например, для

параметров GaAs в пределе квантового диска, в котором

погрешность сферического приближения оказывается

наибольшей, различие при вычислении поправки к ве-

личине объемного g-фактора составляет не более 20%.

Таким образом, в рамках сферического приближения

в большинстве случаев можно хорошо оценить вели-

чину g-фактора основного состояния дырки в кванто-

вой точке. Выход за рамки сферического приближения
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необходим, если величина g-фактора, вычисленного с

его применением, оказывается близкой к нулю, либо

требуется бо́льшая точность расчета.

4. Заключение

Итак, в данной работе нами проведено теоретическое

исследование эффекта Зеемана в валентной зоне по-

лупроводниковых наноструктур. На примере аксиально-

симметричной структуры исследованы строение энерге-

тического спектра дырки в магнитном поле и зависи-

мость g-фактора ее основного состояния от отношения

высоты квантовой точки к ее поперечному размеру. По-

дробно изучены частные случаи квантового диска (высо-
та много меньше диаметра), сферически-симметричной
квантовой точки (высота равна диаметру) и квантовой

проволоки (высота много больше диаметра), а также

переходы между ними. Для случаев квантового диска и

квантовой сферы результаты нашего численного расчета

g-фактора дырки согласуются с известными аналити-

ческими формулами. Для предела квантовой проволо-

ки получено универсальное выражение для величины

g-фактора основного состояния дырки, зависящее только

от параметров Латтижера и вида потенциала структу-

ры. Выполнен расчет зависимости g-фактора основно-

го состояния дырки от формы квантовой точки при

произвольном соотношении между размерами точки

вдоль осей координат. Исследован случай латерально-

анизотропного квантового диска и магнитного поля,

приложенного в плоскости структуры. Показано, что

вклад в g-фактор дырки от такой анизотропии в ти-

пичных полупроводниках мал по сравнению с вкла-

дом от кубических членов, связанных с параметром q.
Установлена корреляция между изменением структуры

волновой функции дырки и величиной ее g-фактора.
Показано, что сферическое приближение для гамильто-

ниана Латтинжера достаточно хорошо применимо при

вычислении g-фактора основного состояния дырки в

квантовой точке.
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Abstract Holes energy spectra and wave functions in valence

band of semiconductor nanostructures — quantum wells, wires

and dots — in the presence of the external magnetic field have

been studied theoretically. The dependence of the Zeeman splitting

of the hole ground state on the parameters of the size-quantization

with taking into account the complex structure of the valence band

and magnetic field induced mixing of the hole states have been

investigated. The analytical formula describing Zeeman effect in

the valence band in limiting cases of quantum disk, wire and dot

had been presented. It was shown, that the value of the hole

g-factor is extremely sensitive to the structure of the hole state

(mostly heavy hole or light hole), and, consequently, to the size

quantization potential geometry.
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