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Исследована морфологическая устойчивость кристалла сферической формы, растущего из многоком-

понентной среды в результате химической реакции. Подход применим в тех случаях, когда химическое

соединение, из которого состоит кристалл, не существует в газообразной (растворенной) форме (например,
GaN). Исследование проведено по классической схеме путем разложения в ряд бесконечно малого

отклонения формы фронта от исходного и последующего вычисления временно́й зависимости коэффициентов

разложения. Выявлено подобие критериев устойчивости для одно- и многокомпонентных кристаллов.

В многокомпонентной системе аналогом однокомпонентного пересыщения, определяющим устойчивость,

является сродство химической реакции. Показано, что морфологическая устойчивость может зависеть и от

образования других фаз на поверхности исходного кристалла, что исключено в однокомпонентной среде.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке РФФИ (гранты № 12-02-00935-а,

13-02-12040-офи-м) и РНФ (№ 14-12-01102 и 14-22-00018).

1. Введение

В классической работе Маллинза и Секерки [1] ис-

следовалась морфологическая устойчивость формы сфе-

рического однокомпонентного кристалла, растущего из

раствора. Эта работа послужила толчком для развития

нового направления в теории роста кристаллов. В даль-

нейшем теми же авторами был найден критерий устой-

чивости плоской кристаллической поверхности растуще-

го однокомпонентного расплава. В работе [2] вычисле-

на степень пересыщения раствора, начиная с которой

становится возможным развитие дендритной структуры

боковой поверхности цилиндрических кристаллов. Авто-

ры [3] подробно исследовали влияние поверхностной ки-

нетики на устойчивость кристаллических поверхностей.

А в работе [4] получен критерий начала хрупкого разру-

шения твердых тел на основе исследований морфологи-

ческой устойчивости поры, растущей в хрупком твердом

теле под нагрузкой. Основной физической причиной раз-

вития неустойчивости фронта кристаллизации является

определенное соотношение величины пересыщения (пе-
реохлаждения) раствора (расплава) и поверхностного

натяжения растущего кристалла, которое стабилизирует

его форму.

Большинство исследований морфологической устой-

чивости относилось только к однокомпонентным кри-

сталлам, а отдельные работы по морфологической устой-

чивости кристаллов, растущих из многокомпонентных

растворов-расплавов [5,6], не затрагивали роста в ре-

зультате химических реакций. В связи с развитием
полупроводниковой техники и микроэлектроники, ис-
пользующей многокомпонентные кристаллы и пленки
при создании различного рода приборов, проблема изу-
чения морфологической устойчивости их поверхностей
весьма актуальна. Поэтому целью настоящей работы
является исследование морфологической устойчивости
кристаллической поверхности, растущей из многокомпо-
нентной среды с химическими реакциями, и определение
характерных особенностей, связанных с присутствием
нескольких компонент.

2. Постановка задачи

В общем случае рост кристалла S(s) из многоком-
понентной среды, содержащей N исходных химических

реагентов A(g,l)
i и M продуктов реакции B (g,l)

i , можно
представить в виде химической реакции

ν1A(g,l)
1 + ν2A

(g,l)
2 + . . . + νNA(g,l)

N ↔ S(s) + νN+1B
(g,l)
1

+ νN+2B
(g,l)
2 + . . . + νN+MB (g,l)

M . (1)

В уравнении (1) νi — стехиометрические коэффици-
енты. В общем случае подобная реакция может проте-
кать в твердой, жидкой и газообразных средах. Верхний
индекс (l) обозначает, что компоненты находятся в
растворенном состоянии, а индекс (g) — в газообразном.
Индекс (s) соответствует кристаллической фазе. Мы
считаем, что в ходе реакции (1) может образоваться
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только одно твердое вещество S(s), морфологическую

устойчивость которого и будем изучать. Химическую

реакцию в твердой среде обсуждать не будем, так как в

ней при росте новой фазы возникают упругие деформа-

ции, которые приводят к существенному
”
смазыванию“

основных физических характеристик морфологической

устойчивости.

Математическая постановка исследуемой задачи такая

же, как у Маллинза и Секерки [1]. Различие между

решаемой нами проблемой и [1] заключается в том,

что в нашем случае среда, из которой растет кристалл,

является многокомпонентной. Сначала рассмотрен слу-

чай роста кристалла при условии, что в результате

реакции (1) образуется только одна кристаллическая

фаза состава S(s), а затем предложен механизм, по

которому на поверхности исходной частицы возможно

образование твердой фазы состава, отличного от S(s).

В качестве примера реакции (1) может служить об-

разование типичных соединений A2B6, кристаллов CdTe

или CdS

2Cd(g) + S2 = 2CdSs
.

Этот же процесс имеет место и при синтезе пленок

CdS на твердых подложках [7]. Реакции, используемые
в методиках роста такого широкозонного полупровод-

ника, как GaN, также совершенно различны (MBE,

MOCVD [8] и HVPE [9,10]):

Ga + N = GaNs
,

2Ga + 2NH3 = 2GaN(s) + 3H2,

GaCl + NH3 ↔ GaN(s) + HCl + H2,

Ga(CH3)3 + NH3 = GAN(s) + 3CH4. (2)

Присутствие газа-носителя, например водорода, может

существенно сказаться на скорости реакции (2). В на-

стоящей работе будем считать, что носителем является

инертный газ.

3. Морфологическая устойчивость
сферического кристалла, растущего
из многокомпонентной среды

3.1. С л у ч а й о т с у т с т в и я з а р ож д е н и я т в е р-

д о й ф а з ы и н о г о с о с т а в а н а п о в е р х н о с т и

и с х о д н о г о к р и с т а л л а.

Для описания морфологической устойчивости к ис-

ходной сферической форме добавляется малое возмуще-

ние [1]. Затем исследуется временна́я эволюция данного

возмущения. Если оно затухает со временем, фронт

считается морфологически устойчивым.

Итак, как и в работе [1], наложим на сферическую по-

верхность радиуса R возмущение с малой амплитудой δ .

В сферических координатах новую форму кристалла

можно представить в виде

r(θ, ϕ) = R + δYlm(θ, ϕ), (3)

где Ylm(θ, ϕ) — сферическая функция. Величина

δ/R ≪ 1, поэтому в дальнейшем не будем учитывать

члены уравнений, в которые она входит в степенях выше

первой.

Мы считаем, что химическая реакция происходит

только у поверхности частицы, что справедливо для

многих ростовых процессов [10]. Также для определения

скорости роста удобно рассматривать уравнение (1) в

виде

ν1A
(g,l)
1 + . . . + νNA(g,l)

N + (−νN+1)B
(g,l)
1 − . . .

+ (−νN+M)B (g,l)
M → S(s). (4)

Уравнение скорости роста поверхности многоком-

понентной частицы, учитывающее закон действующих

масс, можно записать в виде [11]

dr
dt

=
dR
dt

+
dδ
dt

Ylm = −
VsJ i p

pi
. (5)

Здесь J i p — поток i-го реагента на поверхность,

Vs =
N+M
∑

i=1

piVi , где Vi — объем на молекулу i-компоненты

в фазе S(s), а pi = νi
Ns

— приведенные стехиометри-

ческие коэффициенты (Ns =
N+M
∑

k=1

|νk |). Здесь и далее

для продуктов реакции B (g,l)
i коэффициент νi считается

отрицательным согласно уравнению (4).
Таким образом, чтобы рассчитать скорость роста

частицы, нужно найти потоки J i p. Для этого необходимо

найти пространственные распределения компонент C i ,

решив для каждой из них уравнения диффузии в стацио-

нарном приближении и учитывая граничные условия: на

бесконечности концентрация i-компоненты принимает

значение C i∞, а у поверхности выполняется соотноше-

ние [11]
1

Vi
Di

∂C i

∂r

∣

∣

∣

r
= βi(C i −C i p), (6)

где Di — коэффициент диффузии i-компоненты, а βi —

удельный граничный поток, характеризующий скорость

образования химических связей (m−2 · s−1). Таким обра-

зом, поток вещества может быть лимитирован как диф-

фузией, так и скоростью образования новой фазы S(s).

Равновесная поверхностная концентрация у искривлен-

ной поверхности C i p выражается формулой [1]

C i p(θ, ϕ) = C i0

[

1±
2ŴD

R
± (l + 2)(l − 1)

(

ŴDδYlm

R2

)]

,

(7)

ŴD = σsVs/kBT , σs — поверхностное натяжение крис-

талл–пар фазы S(s), C i0 — равновесная концентрация над

плоскостью. Знак
”
плюс“ в уравнении (7) используется

для исходных компонент, а
”
минус“ — для побочных

продуктов реакции. Решение, аналогично [1], может быть
представлено в виде

C i(e, θ, ϕ) =
Fi

r
+

EiδYlm

r l+1
+ C i∞, (8)
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где коэффициенты Ei и Fi определяются выражением










Fi =
βiViR((C i0−C i∞)R+2C i0ŴD)

Di + βiViR
,

Ei =
Rl−1(Fi (βiViR + 2Di ) + βiViRC i0(l + 2)(l− 1)ŴD)

Di (l + 1) + βiViR
.

(9)

Зная концентрации каждой из компонент, можно найти

потоки J i p и скорость роста частицы в каждой точке

dr
dt

= −
Vs J i p

pi
=

Vs D0sβ0s R
D0s + β0s R

(

1s − ξ s

R
+

δYlm(l − 1)

R

×

[

(1s−ξ s )
D0sβ0s

D0s+β0s R

N+M
∑

i=1

p2
i

C i0Di

(

Di + βiViR
Di(l + 1) + βiViR

)

−
ŴD(l + 2)(l + 1)

R2

N+M
∑

i=1

pi(Di + βiVi R)

Di(l + 1) + βiViR

])

. (10)

Здесь D0s=
(N+M
∑

i=1

p2
i /(C i0Di)

)

−1

— обобщенный коэффи-

циент диффузии компонент, β0s=
(N+M
∑

i=1

p2
i /(C i0βiVi)

)

−1

—

обобщенный удельный граничный поток, ξ s = 2ŴD/R.
Эти величины можно также записать и через равно-

весные давления паров компонент P i0 [11]. При малых

отклонениях от равновесия 1s можно представить в виде

1s =

N+M
∑

i=1

pi
C i∞ −C i0

C i0
=

N+M
∑

i=1

ln

(

C i∞

C i0

)pi

= ln

(

Ks

Ks
0

)
1

Ns

=
Ks − Ks

0

Ns Ks
0

= −
A

Ns kBT
, (11)

где Ks
0 =

N+M
∏

i+1

Cνi
i0 — константа равновесия химической

реакции (1), а Ks =
N+M
∏

i=1

Cνi
i∞. Заметим, что величина A,

cогласно [12], является сродством химической реак-

ции (1). Таким образом, сродство реакции в данном

случае является аналогом пересыщения газа S(g) (рас-
твора S(l)), если бы он существовал.

Из уравнения (10) видно, что скорость роста может

лимитироваться как диффузией компонент, так и гранич-

ной кинетикой. Рассмотрим некоторые частные случаи.

1. Пусть процесс роста частицы ограничен диффузией

компонент, т. е. Di ≪ βiViR. В этом случае скорость

роста возмущения δ определяется выражением

dδ
dt

=
Vs D0sδ(l − 1)

R

(

1s − ξ s

R
−

ŴD(l + 2)(l + 1)

R2

)

.

Следует отметить, что в однокомпонентном случае вы-

ражение сводится к классической формуле, полученной

Маллинзом и Секеркой в работе [1]. Критерий затухания

возмущения может быть записан в виде

1s − ξ s <
ŴD(l + 2)(l + 1)

R
. (12)

D
s

R

1

3

Рис. 1. Различные режимы роста сферической частицы ради-

уса R . В области 1 частица растворяется, так как раствор не

является насыщенным, в области 2 реализуется устойчивый

рост частицы с сохранением ее сферической формы, в обла-

сти 3 рост неустойчив и возможно образование дендритных

структур.

2. Пусть скорость роста кристалла лимитируется

встраиванием атомов, т. е. Di ≫ βiViR. Тогда

dδ
dt

= Vsβ
0sδ(l − 1)

(

(1s − ξ s )β0s

D0s(l + 1)
−

ŴD(l + 2)

R2

)

.

И условие морфологической устойчивости частицы име-

ет вид

R <

√

ŴD(l + 2)(l + 1)D0s

(1s − ξ s )β0s
. (13)

Но поскольку при выводе (13) мы считали, что рост ли-

митируется встраиванием и, следовательно, D0s ≫ β0s ,

частицу можно считать устойчивой при любых радиусах.

Из уравнения (10) следует, что устойчивый рост кри-

сталла в случае ограничения диффузией компонент бу-

дет наблюдаться только при выполнении двух условий,

а именно условия устойчивости (12) и условия роста

кристалла как целого (1s > ξ s ). Заштрихованная об-

ласть, соответствующая такому режиму роста, показана

на рис. 1.

В квазиравновесии концентрации компонент практи-

чески эквивалентны равновесным C i0 ∼ C i∞, поэтому

обобщенный коэффициент диффузии D0s можно выра-

зить и через C i∞ . В этом случае появляется возмож-

ность увеличить скорость роста частицы как целого, при

этом сохранив ее устойчивость к малым возмущениям

формы. В самом деле, обобщенный коэффициент диф-

фузии определяется самой медленной (k-й) из компо-

нент (D0s ≈ Ck∞Dk). Увеличим концентрацию Ck∞, тем

самым увеличивая D0s и общую скорость роста (10).
При этом необходимо уменьшить подачу остальных

компонент так, чтобы сродство реакции не увеличи-

лось. Из этих же соображений можно заключить, что

максимальная скорость устойчивого роста при заданном

сродстве достигается в случае, когда для всех компонент

Физика твердого тела, 2014, том 56, вып. 12
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выполнено соотношение

p2
1

C10

=
p2
2

C20

= . . . =
pN+M2

C(N+M)0

, (14)

что, однако, возможно только при условии
N+M
∑

i=1

νi 6= 0

(в противном случае отсутствуют степени свободы по

изменению концентраций в связи с заданной константой

равновесия Ks
0).

3.2. С л у ч а й з а р ож д е н и я т в е р д о й ф а зы

и н о г о с о с т а в а н а п о в е р х н о с т и и с х о д н о г о

к р и с т а л л а (мо рф о л о г и ч е с к а я н е у с т о й ч и-

в о с т ь з а с ч е т в ы п а д е н и я н о в о й ф а з ы).
Подробный анализ и поиск областей сосуществования

фаз для поздних стадий эволюции многокомпонентных

систем был проведен в [13], мы же предлагаем механизм,

по которому на растущей частице в определенных

условиях могут появиться зародыши новой фазы.

Рассмотрим для простоты двухкомпонентную сфе-

рическую частицу фазы S(s) радиуса R, находящуюся

в растворе компонент A(l)
1 , A(l)

2 , с учетом химической

реакции

A(l)
1 + A(l)

2 ↔ S(s).

Допустим, что в системе могут зарождаться три

твердые фазы: A(s)
1 , A(s)

2 , S(s). Равновесие возможно в

случае выполнение двух условий: 1) для произведения

концентраций исходных компонент выполнено соотно-

шение C1C2 = Ks
R , где Ks

R — константа равновесия хи-

мической реакции образования фазы S(s) у поверхности

частицы; 2) каждая из концентраций A(l)
1 , A(l)

2 меньше со-

ответствующей равновесной (C1 < C1R , C2 < C2R). При

таких условиях для фаз A(s)
1 , A(s)

2 раствор не является

насыщенным, поэтому процесс зародышеобразования на

поверхности частицы невозможен. На рис. 2, a таким

условиям соответствует точка (C1w , C2w).
Внесем теперь в нее небольшое искажение по форме

в виде (3). Равновесные концентрации отдельных ком-

понент и константа равновесия химической реакции у

поверхности частицы изменятся согласно (7) и [11]. На
данном этапе начинается конкуренция трех процессов:

диффузии компонент A(l)
1 , A(l)

2 , химической реакции по

образованию фазы S(s) (прямой и обратной) и зародыше-

образования одной из фаз (например, A(l)
1 ). Рассмотрим

различные области частицы после искажения формы и

сценарии их развития.

1. На тех участках поверхности, где Ylm имеет положи-

тельное значение, величины C1R′ , C2R′ , Ks
R возрастают,

поэтому раствор для фаз A(s)
1 , A(s)

2 по-прежнему оста-

ется ненасыщенным, каким становится и для фазы Ss .

Система стремится восстановить равновесие: на этих

участках начнется растворение фазы S(s), которое будет

увеличивать концентрацию компонент A(l)
1 , A(l)

2 . Если

прибыль компоненты A(l)
1 за счет химической реакции

существенно больше диффузионного отвода в другие

области, ее концентрация может превысить равновесную

и на поверхности частицы начнется зародышеобразова-

ние A(s)
1 (рис. 3, b).

2. На других участках, где гармоника Ylm отрицатель-

на, равновесные концентрацииC1R′ , C2R′ , ks
R уменьшают-

ся. Может получиться так, что для одной из компонент

текущая концентрация C1w превысит равновесную (C
′

1R)
(изображено на рис. 2, b). В этом случае, наоборот, заро-

дышеобразование компоненты A(s)
1 возможно (рис. 3, a),

если скорость химической реакции мала по сравнению

с диффузионным подводом вещества к этой области

и скоростью нуклеации зародышей фазы A(s)
1 , иначе

C1w C1R C1

C2w

C2R

C2

A2
( )s

A2
( )s + S

( )s

S
( )s

A1
( )s + S

( )s

A1
( )s

K
R

s( )

No phases

a

C1w C1R C1

C2w

C2R

C2

A2
( )s

A2
( )s + S

( )s

S
( )s

K
R

s

No phases

b

A1
( )s

A1
( )s + S

( )s

C '1R

C '2R

K
R

s'

Рис. 2. Диаграмма сосуществования фаз для поверхности

двухкомпонентной сферической частицы радиуса R . a — неис-

каженная поверхность. C1R , C2R — равновесные концентрации

исходных веществ A(l)
1 и A(l)

2 . b — искаженная поверхность

в одной из точек, где Ylm < 0. Для сравнения серым цветом

показана исходная диаграмма.
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A1+ S

S
S

a b

Рис. 3. Сферическая частица фазы S(s), искаженная гармони-

кой Y30 . В областях с возмущенной равновесной концентрацией

отдельных компонент возможно их выпадение в виде новой

фазы или раствора в фазе S(s) .

концентрация A(1)
1 быстро спадет и зародыши не успеют

образоваться.

Таким образом, на участках, на которых равновесная

концентрация отдельных компонент по какой-либо при-

чине была возмущена (в рассмотренном случае из-за

изменения кривизны поверхности, но причиной могут

быть и механические напряжения, возникнувшие из-за

дефектов, выходов дислокаций на поверхность и др.),
возможно расслоение на разные фазы: частица будет

содержать помимо фазы S(s) и включения A(s)
1 .

Наличие такой неустойчивости состава, связанной с

искажением формы, — одна из существенных особенно-

стей систем, состоящих из нескольких компонент. Этот

механизм может как сделать систему более устойчивой

к случайным возмущениям формы, так и привести к

потере формы.

4. Влияние химической реакции
на морфологическую устойчивость

Из формулы (10) следует зависимость устойчивости

частицы от сродства реакции (11), которое определяется
концентрациями компонент. При большой подвижно-

сти побочных продуктов реакции B (g,l)
i (DiC i0 ≫ 1 для

i = N + 1, . . . , N + M) их влияние на морфологическую

устойчивость мало, и рост частицы в заданной точ-

ке определяется в основном концентрациями исходных

компонент A(g,l)
i . Если же коэффициенты диффузии по-

бочных продуктов B (g,l)
i малы, скорость роста частицы и

возмущений будет определяться уже побочными компо-

нентами.

Согласно принципу Ле-Шателье, можно смещать рав-

новесие химической реакции в ту или иную сторону, из-

меняя равновесные концентрации исходных компонент

и продуктов реакции, скорости химической реакции с

помощью температуры или катализаторов и др. Тем

самым будут изменяться сродство реакции, скорость

роста частицы и устойчивость к возмущениям. Рассмот-

ренные явления верны для растворов и газовой фазы,

Значения константы равновесия Ks
0 для реакции (2) при раз-

личных температурах

T , K
Параметр

700 800 900 1000

σGaNVGaN/kBT , 10−9 m 10.4 9.1 8.1 7.3

lgKs
0 −2.21 −1.48 −0.93 −0.48

в которой присутствует газ-носитель. Если газ-носитель

отсутствует, рост частицы контролируется граничной

кинетикой и, как мы показали выше (13), в этом случае

морфологической устойчивости не возникает.

В качестве примера рассмотрим рост GaN посред-

ством реакций (2). Критерий устойчивости сферической

частицы радиуса R к искажениям формы на l-й гармони-

ке (12) можно переписать в виде

−
A

kBT
=

Ks − Ks
0

Ks
0

≤
4σGaNVGaN

(

(l + 2)(l + 1) + 2
)

kBT R
.

(15)

Есть некоторые критические значения сродства A
и Ks = Ks

cr, при которых (15) становится равенством,

например, на гармонике l = 2:

Ks
cr(R, T ) = Ks

0(T )

(

56σGaNVGaN

kBT R
+ 1

)

.

Попробуем оценить Ks
cr(R, T ) при различных темпе-

ратурах для реакции (2). Для этого определим тем-

пературную зависимость Ks
0(T ), пользуясь источника-

ми [14–16]. Для оценки примем поверхностное натяже-

ние σGaN = 1 J ·m−2 [17], а объем VGaN = 10−28 m3. Вы-

численные значения констант Ks
0 приведены в таблице.

Продукты реакции (2): GaN(s) в твердой форме, водород

и HCl. Обычно во время роста структуры предполагается

известным общее давление в реакторе P и парциальные

0 10 20155

0

–0.4

0.4

1.2

2.0

2.4

R, nm

0.8

1.6

–0.8

lg
K

crs 1000 K

900 K

800 K

700 K

Рис. 4. Зависимость критической величины lgKs
cr от радиуса R

частицы при различных температурах для реакции (2).
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давления газа-носителя (например, аргона) PAr и исход-

ных компонент. В рассматриваемом случае это PNH3
,

PGaCl. Если считать парциальные давления PHCl и PH2

равными (при условии стехиометричности), их можно

выразить через известные величины

PHCl = PH2
=

P − PAr − PNH3
− PGaCl

2
.

Тогда условие устойчивости роста определяется форму-

лой
4PGaClPNH3

(P − PAr − PNH3
− PGaCl)2

< Ks
cr(R, T ). (16)

На рис. 4 представлена зависимость Ks
cr(R, T ) для реак-

ции (2) при разных температурах. Чтобы частица росла

устойчиво, для давлений компонент должно выполнять-

ся условие (16).

5. Заключение

В работе исследована устойчивость сферической фор-

мы кристалла в многокомпонентной системе с хими-

ческими реакциями. Рассмотрены ключевые отличия от

однокомпонентной системы и новые эффекты, возника-

ющие в силу наличия нескольких компонент. В сфери-

ческом случае критерий морфологической устойчивости

принимает вид, аналогичный критерию Маллинза и

Секерки для однокомпонентной системы [1], и в частном

случае переходит в него. Аналогом однокомпонентного

пересыщения, определяющим устойчивость частицы, в

многокомпонентной системе является сродство химиче-

ской реакции A. Для возмущения на любой гармонике l
также существует критический радиус, при достижении

которого форма сферы становится неустойчивой. Однако

если в системе присутствует компонента с коэффи-

циентом диффузии, существенно меньшим остальных,

то скорость роста поверхности определяется именно

этой компонентой. Максимальная скорость устойчивого

роста при заданном сродстве достигается, если для всех

компонент выполнено условие (14).
В работе продемонстрировано существенное отличие

многокомпонентных систем от однокомпонентных, а

именно наличие фазовой неустойчивости, из-за которой

частица может иметь неоднородный фазовый состав,

если по мере роста форма искажалась. Этот механизм

в дополнение к поверхностному натяжению и сродству

реакции может как стабилизировать, так и дестабилизи-

ровать форму.

Показано также и другое важное отличие многоком-

понентных систем с химическими реакциями (MOCVD,

HVPE) — возможность управлять устойчивостью фор-

мы за счет смещения равновесия в химических реакциях,

что продемонстрировано на примере роста частицы

GaN. В отличие от однокомпонентного случая сродство

химической реакции может критически зависеть от тем-

пературы и наличия катализаторов, что дает дополни-

тельные свободы для выбора условий устойчивого роста.

Подход применим и для расчета устойчивости других

многокомпонентных систем с химическими реакциями,

в которых химическое соединение, из которого состоит

кристалл, не существует в газообразной (растворенной)
форме.
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