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Рассмотрена вызываемая магнитными силами неустойчивость Розенцвейга плоской свободной поверхности

слоя покоящейся нелинейно намагничивающейся феррожидкости. Жидкость покрывает горизонтальную

пластину из немагнитного материала, находящуюся в наклонном магнитном поле. В линейной постановке для

глубокой магнитной жидкости вычислена критическая величина вертикальной компоненты вектора намагни-

ченности при любом физически допустимом законе намагничивания. Исследовано влияние горизонтальной

компоненты приложенного магнитного поля на возникновение неустойчивости при модифицированном

ланжевеновском намагничивании.

Введение

Неустойчивостью Розенцвейга называется неустой-

чивость горизонтальной свободной поверхности поко-

ящейся магнитной жидкости, вызываемая достаточно

сильным приложенным однородным вертикальным маг-

нитным полем [1–3]. Впервые это явление было изучено

в работе [4].
Эксперименты [4] с магнитной жидкостью, покрыва-

ющей дно ненамагничивающейся кюветы, показали, что

если созданная полем намагниченность M0 исследуемо-

го плоского слоя превышает некоторую критическую

величину Mc, то на свободной поверхности под действи-

ем магнитных сил происходит быстрое формирование

острых пиков. При этом каждый пик оказывается окру-

женным шестью другими пиками, симметрично располо-

женными относительно рассматриваемого пика. В целом

система пиков образует периодически расположенные

гексагональные ячейки.

В результате при фиксированном вдали от жидкости

однородном вертикальном магнитном поле образуется

устойчивая жидкая конфигурация, отличная от плоского

слоя.

В рамках линеаризованной системы уравнений ферро-

гидродинамики при теоретическом анализе неустойчи-

вости Розенцвейга было установлено [1,2,4,5], что сила

тяжести и капиллярные силы оказывают стабилизирую-

щее воздействие. При этом величина Mc определяется

численными значениями физических параметров фер-

рожидкости и зависит от функции, выражающей связь

намагниченности и магнитного поля.

Применительно к исследованию неустойчивости Ро-

зенцвейга был предложен [6] модифицированный ланже-

веновский закон намагничивания феррожидкости. В по-

следнее время этот закон использовался при обработ-

ке экспериментальных данных по поверхностным вол-

нам [7,8].
Если внешнее магнитное поле слабое и вследствие

этого M0 < Mc, то свободная поверхность остается

плоской, а распределение магнитного поля во всем про-

странстве является кусочно-постоянным. В этом случае

магнитные силы вызывают лишь изменение распределе-

ния давления поперек плоского слоя.

При M0 < Mc приложенное перпендикулярное маг-

нитное поле уменьшает фазовую скорость гармониче-

ских поверхностных волн, вызываемых внешним источ-

ником [5].
В отличие от перпендикулярного поля Hn однородное

тангенциальное поле Ht не изменяет гидростатическое

давление в жидкости, образующей плоский горизонталь-

ный слой. При этом фазовая скорость поверхностных

волн, распространяющихся параллельно силовым лини-

ям приложенного поля, увеличивается под действием

тангенциального поля [5].
Значительный интерес представляет случай наклон-

ного поля Hn + Ht , вертикальная компонента которого

вызывает развитие неустойчивости Розенцвейга. Тео-

ретический анализ воздействия наклонного поля на

свободную поверхность линейно намагничивающейся

глубокой феррожидкости, проведенный на базе лине-

аризованной системы уравнений феррогидродинамики,

показал [9], что Ht не влияет на критическую вели-

чину Hc . В работе [9] на качественном уровне сделан

вывод, что при Hn > Hc на свободной поверхности будут

формироваться валы с параллельными Ht осями.

Экспериментально такой эффект наблюдался на сво-

бодной поверхности тонкой горизонтальной пленки фер-

рожидкости [10] при перестройке жидкой структуры,

вызываемой увеличением угла ϑ между вертикалью и

направлением приложенного поля фиксированной на-

пряженности. В процессе перестройки гексагональные

ячейки, сформировавшиеся при ϑ = 0, трансформиро-

вались по мере роста ϑ в валы, вытянутые вдоль

силовых линий финального горизонтального (ϑ = π
2
)

поля. В работе [11] при ϑ ≈ π
4

был зарегистриро-

ван распад тонкого слоя на систему равноотстоя-

щих друг от друга параллельных полосок магнитной

жидкости.
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В отличие от имеющихся работ в работе исследована

неустойчивость Розенцвейга горизонтальной свободной

поверхности нелинейно намагничивающейся глубокой

феррожидкости при наличии кусочно-постоянного на-

клонного магнитного поля.

В рамках модели невязкой жидкости на базе линеари-

зованных уравнений и граничных условий феррогидро-

динамики вычислена критическая величина вертикаль-

ной компоненты вектора намагниченности.

В случае модифицированного ланжевеновского закона

намагничивания изучено влияние горизонтальной ком-

поненты поля на возникновение неустойчивости.

Уравнения и граничные условия
феррогидродинамики

Рассматривается плоский слой покоящейся однород-

ной по составу магнитной жидкости, покрывающий

горизонтальную ненамагничивающуюся пластину произ-

вольной в плане формы. Верхняя граница слоя является

свободной поверхностью, разделяющей жидкость и нахо-

дящийся над ней газ, имеющий постоянное давление pa.

Покрытая жидким слоем пластина помещена в одно-

родное горизонтальное магнитное поле, создаваемое

внешним устройством. Протяженность слоя в любом

направлении велика по сравнению с его толщиной c0.

Ввиду этого область вблизи края пластины, в которой

за счет краевого эффекта поле неоднородно, мала.

Введем прямоугольную декартову систему координат

x, y, z с базисом ax, ay, az, ось x которой параллель-

на приложенному горизонтальному магнитному полю

H0xax , а ось z направлена вверх (рис. 1). Пусть сво-

бодная поверхность покоящейся жидкости совпадает с

координатной плоскостью z = 0.

Предполагается, что после включения в момент

времени t = 0 достаточно сильного однородного при

z → ±∞ вертикального поля H0zaz жидкость за счет

действия магнитных сил приходит в движение. Вслед-

ствие этого свободная поверхность перестает быть

плоской и возникает возмущение наклонного кусочно-

постоянного в начальный момент поля, являющего-

ся суперпозицией приложенного и размагничивающего

полей.

Будем отмечать индексами j = 1, 2, 3 магнитное по-

ле H j (x, y, z, t) = (H jx ,H jy ,H jz) и вектор магнитной

индукции B1 = µH1, B2 = µ0H2, B3 = µ0H3 в областях,

занятых магнитной жидкостью ( j = 1) и немагнитными

средами, расположенными выше ( j = 2) и ниже ( j = 3)
жидкого слоя. Здесь µ0 = 4π · 10−7H/m — магнитная

постоянная, µ = µ0µr — магнитная проницаемость, а

µr — относительная магнитная проницаемость ферро-

жидкости. Предполагается, что µr зависит от модуля

вектора магнитного поля H1 =
√

H2
1x + H2

1y + H2
1z .

Обозначим через M = χH1 вектор намагниченности,

где χ(H1) = µr (H1) − 1 — магнитная восприимчивость.

С использованием M имеем B1 = µ0(M + H1). В случае

g
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Рис. 1. Геометрия задачи и обозначения.

однородной по составу магнитной жидкости, темпера-

тура которой всюду одинакова, плотность объемных

магнитных сил fm = µ0M∇H1 имеет потенциал Um

fm = ∇Um, Um = µ0

h1(x,y.z.t)
∫

h1(x,y,−c0,t)

MdH,

∇ = ax
∂

∂x
+ ay

∂

∂y
+ az

∂

∂z
. (1)

Магнитное поле описывается уравнениями и гранич-

ными условиями магнитостатики

rotH j = 0, j = 1, 2, 3; div(µH1) = 0,

divHl = 0, l = 2, 3. (2)

Ввиду первого уравнения (2) магнитное поле допускает

представление H j = ∇u j . После введения потенциала

u j (x, y, z, t) второе и третье уравнения (2) принимают

вид

µ

(

∂2u1
∂x2

+
∂2u1
∂y2

+
∂2u1
∂z2

)

+
µt − µ

|∇u1|
∇u1∇|∇u1| = 0, (3)

∂2ul

∂x2
+
∂2ul

∂y2
+
∂2ul

∂z2
= 0, l = 2, 3, (4)

где µt = dB1

dH1
— дифференциальная магнитная проницае-

мость феррожидкости.

Введем также дифференциальную магнитную воспри-

имчивость χt(H1) = dM
dH1

, тогда µt = µ0(1 + χt).
Граничные условия на свободной поверхности z =

= ς (x, y, t) и на поверхности пластины z = −c0 вы-

ражают непрерывность потенциала и непрерывность

нормальной составляющей вектора индукции

при z = ς (x, y, t) : u1 = u2, µ
∂u1
∂n

= µ0
∂u2
∂n

, (5)

при z = −c0 : u1 = u3, µ
∂u1
∂z

= µ0
∂u3
∂z

, (6)
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где n — единичный вектор нормали к свободной поверх-

ности, направленный из области 1 в область 2

n =
1

√

1 +
(

∂ς
∂x

)2
+
(

∂ς
∂y

)2

(

−∂ς

∂x
ax −

∂ς

∂y
ay + az

)

.

Вдали от слоя магнитной жидкости задано внешнее

однородное вертикальное поле при

при z → +∞ : ∇u2 → H0zaz,

при z → −∞ : ∇u3 → H0zaz. (7)

Ввиду пренебрежения краевым эффектом в распреде-

лении поля имеем также дополнительное условие

при |x| → ∞ :
∂u j

∂x
→ H0x, j = 1, 2, 3. (8)

Движение рассматриваемой невязкой жидкости опи-

сывается уравнением Лапласа для потенциала скорости

ϕ(x, y, z, t)
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
= 0 (9)

и интегралом Коши-Лагранжа [12], записанным с учетом

объемных магнитных сил (1)

ρ
∂ϕ

∂t
+

1

2
ρ(∇ϕ)2 + p− ρgz− µ0

H1(x,y,z,t)
∫

H1(x,y,−c0,t)

MdH = 0,

(10)

где ρ — плотность жидкости, p(x, y, z, t) — давление, а

g — величина ускорения силы тяжести.

На поверхности пластины z = −c0 ставится условие

непроницаемости
∂ϕ

∂z
= 0. (11)

На свободной поверхности z = ς (x, y, t) должны вы-

полняться кинематическое и динамическое условия

∂ς

∂t
+
∂ϕ

∂x
∂ς

∂x
+
∂ϕ

∂y
∂ς

∂y
=
∂ϕ

∂z
, (12)

p− pa = −α

R
− µ0

2
(Mn)2, (13)

где α — коэффициент поверхностного натяжения, а

R−1(x, y, t) — сумма главных кривизн свободной по-

верхности
1

R
= div

∇ς
√

1 + (∇ς )2
.

Первое и второе слагаемые в правой части (13) пред-

ставляют, соответственно, капиллярный и магнитный

скачки давления [2].
Задача (3)−(13) имеет точное решение, описывающее

состояние гидростатического равновесия жидкости с

плоской свободной поверхностью z = 0:

ς = 0, ϕ = const, u01 = H0xx + H0
1zz, u02 = H0xx + H0zz,

u03 = H0xx + H0zz + c0M0z, P0(z) = pa− ρgz− µ0

2
M2

0z,

(14)

где H0
1z — решение нелинейного уравнения, выражаю-

щего непрерывность нормальной компоненты вектора

индукции на плоской поверхности раздела феррожидко-

сти и ненамагничивающейся среды (6):

µr (H
0
1)H

0
1z = H0z. (15)

Ввиду отсутствия гистерезиса при намагничивании

феррожидкости решение этого уравнения единственно.

При записи выражений (14), (15) использованы обо-

значения

H0
1 =

√

H2
0x + (H0

1z)
2, M0z = χ(H0

1)H
0
1z.

Второе из этих равенств представляет вертикальную

компоненту вектора намагниченности M0 = M0xax +
+M0zaz жидкого слоя с плоской свободной поверхно-

стью.

Постановка задачи

Исследуем в рамках линейной теории устойчивость

равновесного состояния (14). Обозначим через β острый

угол между осью x и направлением поля H
0
1, тогда

H0x = H0
1 cos β, H0

1z = H0
1 sin β, 0 < β ≤ π

2
.

Положим

u j (x, y, z, t) = u0j (x, z) + u′j (x, y, z, t), j = 1, 2, 3,

(16)

где u′j (x, y, z, t) — потенциал вызываемого изменением

формы свободной поверхности возмущения равновесно-

го поля. Предполагая выполненными условия

∣

∣

∣

∣

∂u′1
∂x

∣

∣

∣

∣

≪H0x,

∣

∣

∣

∣

∂u′1
∂z

∣

∣

∣

∣

≪H0
1z,

∣

∣

∣

∣

∂u′1
∂y

∣

∣

∣

∣

. max

(∣

∣

∣

∣

∂u′1
∂x

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∂u′1
∂z

∣

∣

∣

∣

)

после линеаризации уравнения (3), получаем

a1

∂2u1
∂x2

+
∂2u1
∂y2

+ 2a2

∂2u1
∂x∂z

+ a3

∂2u1
∂z2

= 0, (17)

a1 = sin2 β + σ cos2 β, a2 = (σ − 1) sin β cos β,

a3 = σ sin2 β + cos2 β,

σ (H0
1) =

µt(H0
1)

µr (H0
1)

=
1 + χt(H0

1)

1 + χ(H0
1)
.

Здесь и далее штрихи опущены.

Реализующиеся в экспериментах кривые нелинейного

намагничивания феррожидкостей [4,5] являются вогну-

тыми, ввиду чего χ(H0
1) > χt(H0

1) при H0
1 > 0, так что

σ (H0
1) < 1. Если же закон намагничивания линеен, то

σ = 1.

При использовании представления потенциала воз-

мущенного магнитного поля (16) уравнения (4) не
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изменяются, а условия в бесконечности (7) принимают

вид

при z → +∞ : ∇u2 → 0,

при z → −∞ : ∇u3 → 0. (18)

Линеаризация закона намагничивания M = χ(H1)H1

приводит к следующему выражению для возмущения

вектора намагниченности m = M(H1) −M(H0
1):

m =

{

[

a1µr
(

H0
1

)

− 1
]∂u1
∂x

+ a2µr
(

H0
1

) ∂u1
∂z

}

ax

+
[

µr
(

H0
1

)

− 1
] ∂u1
∂y

ay

+

{

a2µr
(

H0
1

) ∂u1
∂x

+
[

a3µr
(

H0
1

)

− 1
]∂u1
∂z

}

az. (19)

В рамках линейной теории граничные условия (5)
задачи магнитостатики ставятся на невозмущенной сво-

бодной поверхности:

при z = 0 : u1 − u2 = M0zς,

µr
(

H0
1

)

[

a2

∂u1
∂x

+ a3

∂u1
∂z

]

=
∂u2
∂z

+ M0x
∂ς

∂x
. (20)

Линеаризованное кинематическое условие (12) имеет

вид

при z = 0 :
∂ς

∂t
=
∂ϕ

∂z
. (21)

Линеаризация интеграла Коши-Лагранжа (10) приво-

дит к выражению

ρ
∂ϕ

∂t
+ p + ρgz− µ0M0

(

∂u1
∂x

cos β +
∂u1
∂z

sin β

)

= 0.

(22)

С учетом (22) линеаризованное динамическое условие
на свободной поверхности (13) записывается следую-

щим образом:

при z = 0 : ρ
∂ϕ

∂t
+ ρgς − α

(

∂2ς

∂x2
+
∂2ς

∂y2

)

− µ0M0

{

[

cos β+a2µr
(

H0
1

)

sin β
] ∂u1
∂x

+ a3µr
(

H0
1

)

sin β
∂u1
∂z

− M0

∂ς

∂x
sin β cos β

}

= pa − µ0

2
M2

0z. (23)

Поскольку потенциал скорости ϕ(x, y, z, t) определен

с точностью до произвольной функции времени, то,

переопределив функцию ϕ(x, y, z, t), полагаем равной

нулю константу в правой части равенства (23).
Из выражений (20) с учетом (21) следует

при z = 0 :
∂u1
∂t

− ∂u2
∂t

= M0z
∂ϕ

∂z
,

µr

(

H0
1

)

[

a2

∂2u1
∂x∂t

+ a3

∂2u1
∂z∂t

]

=
∂2u2
∂z∂t

+ M0x
∂2ϕ

∂x∂z
. (24)

Продифференцировав динамическое условие (23) по t,
с учетом (21) получаем

при z = 0 : ρ
∂2ϕ

∂t2
+ ρg

∂ϕ

∂z
− α

(

∂3ϕ

∂x2∂z
+

∂3ϕ

∂y2∂z

)

− µ0M0

{

[

cos β + a2µr
(

H0
1

)

sin β
] ∂2u1
∂x∂t

+a3µr
(

H0
1

)

sin β
∂2u1
∂z∂t

− M0

∂2ϕ

∂x∂z
sin β cos β

}

= 0.

(25)

Будем исследовать развитие неустойчивости плоской

свободной поверхности в случае глубокой магнитной

жидкости, когда c0/max |ς | → ∞. В такой ситуации

условие непроницаемости пластины (11) и условия (6)
сопряжения на поверхности пластины возмущений по-

тенциалов u1(x, y, z, t), u3(x, y, z, t) допустимо заменить

требованием затухания скорости и возмущения магнит-

ного поля при удалении точки наблюдения от свободной

поверхности в глубь жидкости:

при
z

max |ς | → ∞ : ∇ϕ → 0, ∇u1 → 0. (26)

В рамках такого подхода расчет возмущения магнит-

ного поля ∇u3 выпадает из постановки задачи. Следует

отметить, что при расчете невозмущенного поля H0
1z об-

ласть, лежащую ниже пластины, необходимо учитывать.

Таким образом, неизвестные функции u2(x, y, z, t),
ϕ(x, y, z, t), u1(x, y, z, t) определяются уравнениями (4),
(9), (17), граничным условием (23), условием при

z → +∞ (18) и условиями (26). После нахождения

ϕ(x, y, z, t) форма свободной поверхности вычисляется

из уравнения (21).

Дисперсионное уравнение

Для исследования влияния определяющих параметров

задачи на поведение ее решения с ростом времени вос-

пользуемся методом нормальных мод [13]. С этой целью

представим искомые функции ϕ(x, y, z, t), ul (x, y, z, t),
l = 1, 2 в виде частных решений рассматриваемой зада-

чи, имеющих вид

(ϕ, ul ) = Re
{[

8(z),Ul (z)
]

exp
[

i (kxx + kyy) − ωt
]}

,

l = 1, 2. (27)

Здесь i — мнимая единица, k = kxax + kyay — волновой

вектор (задаваемый действительный параметр, отличный

от нуля), а частота ω(kx, ky) должна быть найдена из

имеющихся уравнений и граничных условий.

После подстановки выражений (27) в соответствую-

щие уравнения (4), (9), (17) получаем

d28

dz2
− k28 = 0, k2 = k2

x + k2
y,

a3

d2U1

dz2
+ 2ikxa2

dU1

dz
−
(

a1k
2
x + k2

y

)

U1 = 0,

d2U2

dz2
− k2U2 = 0.
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Затухающие при z → ±∞ решения этих уравнений

имеют вид

8 = C1 exp(kz), U1 = C2 exp(qz), U2 = C3 exp(−kz),

q =
1

a3

(

−ia2kx +
√

σ k2
x + a3k2

y

)

,

где C1,C2,C3 — произвольные константы.

При подстановке найденных решений в граничные

условия (23), (24) получаем следующую систему урав-

нений относительно C1,C2,C3:

kM0zC1 + iω(C2 −C3) = 0,

kkxM0xC1 + µrω(ia2kx + a3q)C2 + ωkC3 = 0,
(

ρω2 − ρgk− αk3 − iµ0M
2
0kkx sin β cos β

)

C1

+ ωµ0M0

[

kx(a2µr sin β + cos β) − ia3µr q sin β
]

C2 = 0.

(28)

Условием существования нетривиального решения од-

нородной системы уравнений (28) является равенство

нулю ее определителя. Вычислив определитель и при-

равняв его нулю, получаем дисперсионное уравнение

ρω2 = ρgk + αk3

+
µ0k

⌊

M2
0kk2

x − µr M2
0zk
√

σ k2
x + sk2y

⌋

k + µr

√

σ k2
x + sk2y

,

s = cos2 β + σ sin2 β. (29)

Из (29) следует, что в отсутствие вертикальной

компоненты вектора намагниченности (при M0z = 0)
частота ω(kx, ky) является двузначной действительной

функцией. Ввиду этого частные решения для потенциала

скорости (27) описывают гармонические поверхностные

волны, фазовая скорость которых зависит от величины

угла между волновым вектором и приложенным гори-

зонтальным магнитным полем.

Критическая величина вертикальной
компоненты вектора намагниченности

Из полученного дисперсионного уравнения (29) сле-

дует, что если задаваемые независимо друг от друга па-

раметры M0 = M0xax + M0zaz и k = kxax + kyay таковы,

что

µ0M
2
0z > K(kx, ky), (30)

K(kx, ky)=
1

µr
(

H0
1

)

√

(

k2
x + k2

y

) [

σ
(

H0
1

)

k2
x + s

(

H0
1

)

k2
y

]

×
{

µ0M
2
0xkx +

[

ρg + α
(

k2
x + k2

y

)]

×
[

√

k2
x + k2

y + µr
(

H0
1

)

√

σ
(

H0
1

)

k2
x + s

(

H0
1

)

k2
y

]}

,

(31)

то ω(kx, ky) является чисто мнимой двузначной функ-

цией, на одной из ветвей которой Imω > 0. Ввиду этого

моды с волновыми векторами (kx, ky), для которых

значения ω2(kx, ky) лежат в нижнем полупростран-

стве, растут с ростом времени, т. е. при выполнении

условия (30) гидростатическое состояние (14) магнит-

ной жидкости оказывается неустойчивым и развивается

неустойчивость Розенцвейга. Очевидно, что условие

µ0M
2
c = minK(kx, ky) (32)

(o < kx < ∞, 0 < ky < ∞)

определяет критическое значение Mc вертикальной ком-

поненты вектора намагниченности.

Легко видеть, что поверхность K = K(kx, ky) симмет-

рична относительно координатных плоскостей kx = 0 и

ky = 0.

С целью упрощения исследования функции K(kx, ky)
перейдем в (31) к безразмерным переменным

κ1 = kx lc, κ2 = ky lc, Q =
1√
ρgα

K,

N1 =
4

√

µ2
0

ρgα
M0x, N2 =

4

√

µ2
0

ρgα
M0z,

где lc =
√

α
ρg — капиллярная длина. В результате полу-

чаем

Q(κ1, κ2) =
1

µr
(

H0
1

)

√

σ
(

H0
1

)

κ21 + s
(

H0
1

)

κ22

×
(

1 + κ21 + κ22 +
κ21

√

κ21 + κ22

N2
1

)

+
1 + κ21 + κ22
√

κ21 + κ22

.

Точка минимума находится среди стационарных точек

функции Q(κ1, κ2), т. е. точек, в которых

∂Q
∂κ1

= 0,
∂Q
∂κ2

= 0.

В развернутом виде имеем

κ1

{

ψ1(κ1, κ2) −
σ
(

H0
1

)

µr

(

H0
1

) ψ2(κ1, κ2)

+
1

µr
(

H0
1

)

√

σ
(

H0
1

)

κ21 + s
(

H0
1

)

κ22

×
[

2 + N2
1

κ21 + 2κ22
√

(

κ21 + κ22
)3

]}

= 0,

κ2

{

ψ1(κ1, κ2) −
s
(

H0
1

)

µr
(

H0
1

) ψ2(κ1, κ2)

+
1

µr
(

H0
1

)

√

σ
(

H0
1

)

κ21 + s
(

H0
1

)

κ22

×
[

2− N2
1

κ21
√

(

κ21 + κ22
)3

]}

= 0,
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Рис. 2. Поверхность Q(κ1, κ2) при N1 = 1.1, σ = 0.8, s = 0.9,

µr = 2.4.

где

ψ1(κ1, κ2) =
κ21 + κ22 − 1
√

(κ21 + κ22)
3

,

ψ2(κ1, κ2) =
1

√

[

σ
(

H0
1

)

κ21 + s
(

H0
1

)

κ22
]3

×
(

κ21 + κ22 + 1 + N2
1

κ21
√

κ21 + κ22

)

.

Отсюда находим четыре стационарные точки (±1, 0),
(0,±, 1) функции Q(κ1, κ2).
Дальнейший анализ показывает, что в этих точках

∂2Q

∂κ21
> 0,

∂2Q
∂κ1∂κ2

= 0,
∂2Q

∂κ22
> 0.

С учетом этих выражений заключаем, что найденные

точки являются точками локального минимума функции

Q(κ1, κ2).
В качестве примера на рис. 2 построена поверхность

Q = Q(κ1, κ2) при N1 = 1.1, σ = 0.8, s = 0.9, µr = 2.4.

Для более детального изображения геометрического об-

раза исследуемой функции часть поверхности, лежащая

в первом октанте, изъята для того, чтобы была видна

внутренняя сторона поверхности. Четырьмя выделенны-

ми точками, лежащими на поверхности, отмечены зна-

чения Q(±1, 0) и Q(0,±1). Буквами P1, P2 обозначены

точки P1 = (1, 0, 3.495) и P2 = (0, 1, 2.878).
Из рисунка видно, что минимум функции O(κ1, κ2)

реализуется в точках (0,±1):

Qmin = 2



1 +
1

µr
(

H0
1

)

√

s
(

H0
1

)



 .

В размерном виде имеем

Kmin = K

(

0,± 1

lc

)

= 2
√
ρgα

(

1 +
1

µr
(

H0
1

)

√

s
(

H0
1

)

)

.

(33)

Отсюда следует, что пороговое волновое число kc

равно обратной величине капиллярной длины, а формула

для критической величины Mc вертикальной компонен-

ты вектора намагниченности, получаемая с использова-

нием (32), (33), имеет вид

Mc
(

H0
1

)

= 4

√

4ρgα

µ2
0

√

√

√

√
1 +

1

µr
(

H0
1

)

√

s
(

H0
1

)

. (34)

В случае строго вертикального приложенного магнит-

ного поля имеем

Mc

(

H0
1

)

∣

∣

∣

β= π
2

= 4

√

4ρgα

µ2
0

√

√

√

√
1 +

1

µr
(

H0
1

)

√

σ
(

H0
1

)

. (35)

С точностью до обозначений формула (35) совпадает

с результатом, полученным с использованием условия

смены устойчивостей [1].

Неустойчивость Розенцвейга при
модифицированном ланжевеновском
законе намагничивания

В феррогидродинамике с целью описания и диагно-

стики физических свойств реальных магнитных жид-

костей [2] достаточно давно [14] стали использоваться

различные усовершенствованные версии теории, предло-

женной Ланжевеном при исследовании намагничивания

парамагнитного газа [15]. Последней по времени появле-

ния новацией такого подхода является модифицирован-

ный ланжевеновский закон намагничивания феррожид-

костей [6]

χ(H) =
Ms

H
L

(

3H
Ms

χi

)

,

где L(a) = cth a − 1
a — классическая функция Ланжеве-

на, а Ms и χi — задаваемые из эксперимента константы:

намагниченность насыщения и начальная магнитная вос-

приимчивость феррожидкости.

В вектрном виде предложенный закон записывается

следующим образом:

M(H) =
Ms

H
L

(

3H
Ms

χi

)

H. (36)

С использованием (36) исследуем влияние горизон-

тального магнитного поля на критическую величину вер-

тикальной компоненты вектора намагниченности (34).
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Легко показать, что в критическом состоянии слоя

(при M0z = Mc) напряженность вертикальной компонен-

ты H0
1z наклонного магнитного поля H

0
1 вычисляется из

уравнения

[

Mc

(

H0
1

)]2
= M2

sL2

(

3H0
1

Ms
χi

)

(

H0
1z

H0
1

)2

,

H0
1 =

√

H2
0x + H0

1z. (37)

Обозначим

r 1 = 3χi , r 2 = Ms

√

µ0

2

1
4
√
ρgα

, HL =
1

3

Ms

χi

и введем безразмерное поле

Ŵ =
H0x

HL
, 5 =

H0
1z

HL
, w =

H0
1

HL
=
√

Ŵ2 +52.

При этом

χ
(

H0
1

)

=
r 1
w

L(w), χt
(

H0
1

)

= r 1
d

dw
L(w),

cos2 β =

(

Ŵ

w

)2

и уравнение (37) принимает вид

1
{(

1 + r 1 d
dw L(w)

) [

1 + r 1
w

L(w)
]}1/2

−
( r 2
w

)2
(

w2 − Ŵ2
)

L2(w) + 1 = 0. (38)

Вычислив из этого уравнения w как функцию задан-

ного горизонтального поля Ŵ, легко найти зависимость

критической напряженности вертикальной компоненты

поля 5c =
(

H0
1z

)

c
/HL от Ŵ и далее с помощью (34)

найти зависимость Mc от H0x .

Соответствующие графики построены на рис. 3, 4.

Использованные при решении уравнения (38) численные
значения безразмерных параметров r 1 = 2.07, r 2 = 2.55,

характеризующих магнитную жидкость, соответствуют

данным, использованным в экспериментах [7,8] по ис-

следованию поверхностных волн:

χi = 0.69, Mx = 16.9 · 103 A
m
,

ρ = 1324
kg

m3
, α = 59 · 10−3 N

m
.

Из рис. 3,4 видно, что горизонтальное поле вызывает

увеличение как
(

H0
1z

)

c
, так и Mc . В рассмотренном

диапазоне изменения H0x зависимость
(

H0
1z

)

c
от H0x

гораздо более сильная, чем зависимость Mc от H0x .

На рис. 5 представлен график зависимости крити-

ческой величины вертикальной компоненты внешнего

поля Hc
0z/HL от напряженности горизонтального поля,

построенный с использованием граничного условия (15),
выражающего непрерывность нормальной компоненты

вектора индукции на плоской свободной поверхности.

Из графика видно, что при наличии горизонтального

поля для возникновения неустойчивости Розенцвейга

требуется гораздо более сильное внешнее вертикальное

поле, чем в случае строго вертикального поля.

Таким образом, графики на рис. 3−5 свидетельствуют,

что горизонтальное поле оказывает стабилизирующее

воздействие на неустойчивость Розенцвейга нелинейно

намагничивающейся феррожидкости.

0 1.0 2.00.5 1.5

P
c

1.8

1.9

2.0

2.3

2.4

G

2.2

2.1

Рис. 3. Зависимость критической величины вертикальной

компоненты поля в слое от напряженности горизонтального

поля.
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Рис. 4. Зависимость критической величины вертикальной

компоненты вектора намагниченности от напряженности го-

ризонтального поля.
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Рис. 5. Зависимость критической величины вертикальной ком-

поненты внешнего поля от напряженности горизонтального

поля.

Заключение

Изучена вызываемая магнитными силами неустой-

чивость Розенцвейга плоской свободной поверхности

неограниченного в горизонтальном направлении слоя

покоящейся нелинейно намагничивающейся феррожид-

кости, покрывающей горизонтальную ненамагничиваю-

щуюся пластину. Давление в газе, заполняющем область

над жидкостью, постоянно.

Покрытая жидкостью пластина помещена в наклон-

ное по отношению к горизонтальным границам слоя

кусочно-постоянное магнитное поле, являющееся су-

перпозицией приложенного поля, созданного внешними

источниками, и размагничивающего поля, возникающего

в слое под действием нормальной компоненты прило-

женного поля.

В рамках модели невязкой жидкости на базе ли-

неаризованных уравнений и граничных условий фер-

рогидродинамики в случае глубокой жидкости выведе-

но дисперсионное уравнение, связывающее частоту и

компоненты двумерного волнового вектора, образующе-

го произвольный угол с направлением горизонтальной

компоненты приложенного поля. Путем минимизации

некоторой вспомогательной функции от компонент вол-

нового вектора и имеющихся определяющих парамет-

ров, полученной с помощью дисперсионного уравнения,

вычислена критическая величина вертикальной компо-

ненты вектора намагниченности феррожидкости.

Полученная формула применима при любом физиче-

ски реализуемом законе намагничивания. В отсутствие

горизонтального магнитного поля эта формула с точ-

ностью до обозначений совпадает с приведенным в [1]
результатом, найденным при использовании условия

смены устойчивостей.

В рамках модифицированного двупараметрического

ланжевеновского закона намагничивания феррожидко-

стей [6] исследовано влияние напряженности горизон-

тальной компоненты приложенного магнитного поля на

критические величины вертикальной компоненты векто-

ра намагниченности, а также вертикальных компонент

векторов магнитного поля в жидком слое и внешнего

приложенного магнитного поля.

Показано, что при наличии горизонтального поля

для возникновения неустойчивости Розенцвейга плоской

свободной поверхности нелинейно намагничивающейся

феррожидкости требуется значительно более сильное

внешнее вертикальное магнитное поле, чем в случае

строго вертикального поля.

Работа выполнена при поддержке Российского

фонда фундаментальных исследований (проект
№ 11-01-00051).
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