
Журнал технической физики, 2014, том 84, вып. 8

05

Гистерезисные кривые кристаллических сегнетоэлектриков

в переменном внешнем поле. Релаксационная модель

© А.Ю. Захаров,1 М.И. Бичурин,1 Y. Yan,2 S. Priya 2

1 Новгородский государственный университет им. Ярослава Мудрого,

173003 Великий Новгород, Россия
2 Virginia Tech, Blacksburg,

24061 Virginia, USA

e-mail: Anatoly.Zakharov@novsu.ru

(Поступило в Редакцию 14 ноября 2013 г. В окончательной редакции 22 января 2014 г.)

Предложено описание процессов переключения в кристаллических сегнетоэлектриках с помощью уравне-

ний релаксационных процессов с учетом воздействия переменного внешнего электрического поля. Получены

точные аналитические решения этих уравнений для произвольной зависимости времени релаксации от

внешнего поля и произвольной зависимости внешнего поля от времени. На основе полученного решения

выполнено численное исследование связи между частотой синусоидального внешнего поля и формой

гистерезисных кривых. Результаты расчетов находятся в качественном согласии с экспериментальными

данными.

Гистерезисные явления в конденсированных системах,

включая сегнетоэлектрики, обусловлены существовани-

ем метастабильных состояний. Связь между поляризаци-

ей сегнетоэлектрика P(t) и напряженностью внешнего

электрического поля E(t) носит нелокальный характер

и зависит не только от термодинамических условий и

физических свойств материала, но и от явного вида

временно́й зависимости внешнего поля E(t).
Управление формой гистерезисных кривых сегнето-

электрических материалов может быть осуществлено,

если известна связь между функцией E(t) и динамикой

процессов переключения в сегнетоэлектрике.

В настоящее время существует несколько подходов

к анализу процессов переключения в сегнетоэлектри-

ках [1–8]. В частности, ранее нами было выполнено

моделирование гистерезисного поведения сегнетоэлек-

трических керамик [8] на основе упрощенной модели, в

которой пренебрежено всеми переходами из всех мета-

стабильных состояний, кроме граничных точек метаста-

бильности. Результаты этого моделирования оказались

в качественном согласии с экспериментальными данны-

ми [9,10]. Однако в рамках этой модели зависимость

формы гистерезисных кривых от частоты управляющего

поля описать невозможно.

Цель настоящей работы состоит в установлении связи

между функциями P(t) и E(t) кристаллических се-

гнетоэлектриков для случая произвольной зависимости

управляющего поля от времени t . Решение этой задачи

основано на следующих допущениях относительно про-

цессов переключения в сегнетоэлектриках.

1. Вероятность переключения одиночного домена из

метастабильных состояний в устойчивые зависит от

напряженности управляющего поля и описывается про-

извольной (однако, известной) функцией α(E).

2. Процессы переключения доменов происходят неза-

висимо друг от друга.

3. Связь между параметром порядка одиночного до-

мена и напряженностью внешнего электрического поля

произвольна (но известна).
Рассмотрим модель одноосного кристаллического се-

гнетоэлектрика, в котором все N доменов имеют об-

щее направление их осей. Каждый из доменов харак-

теризуется собственным значением параметра порядка

(локальный параметр порядка). Управляющее внеш-
нее зависящее от времени электрическое поле E(t)
направлено вдоль общей оси всех доменов. Домены,

для которых в текущий момент времени t поляриза-

ция P(E(t)) направлена вдоль внешнего поля, находятся
в устойчивом термодинамическом состоянии. Домены с

противоположным направлением поляризации находятся

в метастабильных состояниях. Будем предполагать, что

обе однозначные функции P±(E), определяющие связь

между внешним электрическим полем и поляризацией
домена, известны.

Зависимость вероятности переключения домена в еди-

ницу времени от внешнего поля описывается некоторой

четной функцией α(E). Эта функция стремится к нулю

при E = 0 и стремится к бесконечности в окрестности
границ метастабильности ±E0.

Выберем одно из двух возможных направлений по-

ляризации диполей в качестве положительного. Тогда

при −E0 < E(t) < E0 часть доменов находится в ме-

тастабильных состояниях и участвует в процессах пере-
ключения.

Положим, что изменение управляющего поля с тече-

нием времени описывается известной функцией

E = E(t). (1)

Тогда процессы релаксации описываются следующими

уравнениями:






dN1(t)
dt = α(E)

[

−θ(−E)N1(t) + θ(E)N2(t)
]

,

N1(t) + N2(t) = const = N,
(2)

54



Гистерезисные кривые кристаллических сегнетоэлектриков в переменном внешнем поле... 55

где N1(t) и N2(t) — число положительно и отрицательно

ориентированных доменов соответственно, θ(x) — сту-

пенчатая функция Хевисайда

θ(x) =











1, x > 0,

0.5, x = 0,

0, x < 0.

(3)

Исключая в системе (2) функцию N2(t), найдем уравне-

ние относительно доли положительно ориентированных

доменов n1(t) = N1(t)
N :

dn1(t)
dt

+ α(E)n1(t) = α(E)θ(E). (4)

Решение этого уравнения с нулевым начальным усло-

вием n1(t)|t=0 = 0 (при достаточно больших временах t
система

”
забывает“ о своем начальном состоянии) полу-

чается элементарно

n1(t) =

t
∫

0

dt1θ
(

E(t1)
)

α
(

E(t1)
)

exp
[

F(t1) − F(t)
]

, (5)

где

F(t) =

t
∫

0

α
(

E(t1)
)

dt1 (6)

— неубывающая функция времени.

Функция n2(t) выражается через n1(t):

n2(t) = 1− n1(t). (7)

Формально точное решение эволюционных уравне-

ний (2), определяемое соотношениями (5), (7), в общем

виде не позволяет выполнить детальный качественный

анализ решения. Качественное и количественное пове-

дение решения (5) существенно зависит от явного вида

функций α(E) и E(t).
Один из вариантов аналитического представления

функции α(E) заключается в следующем. Выберем

функцию α(E) в виде суммы двух слагаемых, первое

из которых доминирует в окрестности точки E = 0

(это слагаемое аппроксимируется квадратичной функци-

ей E/E0), а второе слагаемое доминирует в окрестности

точек E1,2 = ±E0 (это слагаемое аппроксимируется до-

статочно высокой степенью от E/E0):

α(E) = a1

(

E
E0

)2

+ a2

(

E
E0

)2m

. (8)

Здесь a1 и a2 — некоторые константы.

Таким образом, выберем функцию α(E) в форме (8),
содержащей три параметра a1, a2, m. Параметр m тре-

буется взять достаточно большим, чтобы достигать

полного опустошения метастабильных состояний при

достижении управляющим полем величин ±E0.
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Рис. 1. Качественный вид зависимости функций F(n, t) от

времени t при n = 1, 4, 12 и ω = 2π.

Подстановка выражения (8) в (6) для синусоидального
управляющего поля

E(t) = A sin(ωt) (9)

приводит к интегралам, которые вычисляются в элемен-

тарных функциях. Результат интегрирования содержит

линейный и осциллирующий во времени члены:

F(n, t) =

t
∫

0

sin2n(ωt) dt =
(2n)!

[2nn!]2
t

+
(−1)n

22nω

n−1
∑

k=0

(−1)kCk
2n

sin[2(n− k)ωt]
n− k

, (10)

где Ck
2n = (2n)!

k!(2n−k)! — биномиальные коэффициенты. Ка-

чественный вид зависимости функций F(n, t) от времени
представлен на рис. 1.

Функция F(t), определенная выражением (9), имеет
вид

F(t) = a1

(

A
E0

)2[
1

2
t + F2(1, t)

]

+ a2

(

A
E0

)2m[

(2m)!

[2mm!]2
t + F2(m, t)

]

, (11)

где F2(n, t) — периодические (с периодом π/ω, т. е.

с половиной периода управляющего внешнего поля)
функции времени, задаваемые соотношением

F2(n, t) =
(−1)n

22nω

n−1
∑

k=0

(−1)kCk
2n

sin[2(n− k)ωt]
n− k

. (12)

Качественный вид этих функций представлен на рис. 2.

Заметим, что их амплитудные значения с увеличением n
уменьшаются.
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Рис. 2. Качественный вид осциллирующих частей функ-

ций F(n, t) от времени t при n = 1, 4, 12.
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Рис. 3. Зависимость доли положительно ориентированных

доменов n1 от величины f t при безразмерных частотах управ-

ляющего поля f = 1, 4, 16.

В качестве иллюстрации представим график зави-

симости n1 от произведения f t ( f = ω/2π) для ча-

стот f = 1.0, 4.0, 16.0 при переменном внешнем по-

ле (9). Здесь выбраны следующие значения безраз-

мерных параметров: A
E0

= 1.4 (амплитуда внешнего

поля должна превосходить границу метастабильно-

сти A > |E0|), a1 = 5, a2 = 1.5, m = 10 (в идеале должно

быть m→ ∞, в реальности достаточно условие m≫ 1).
Результаты расчетов представлены на рис. 3.

Расчет показывает, что изменение формы кривых n1(t)
обусловлено не только изменением масштаба времени:

в переменных f t − n1 форма кривой с ростом частоты

подвергается изменению.

Эволюция формы гистерезисных кривых в перемен-

ных
”
доля положительно ориентированных доменов“–

”
напряженность внешнего поля“ с изменением частоты

показана на рис. 4. C увеличением частоты управля-

ющего поля происходит приближение гистерезисных

кривых n1 − E к прямоугольной форме.

Заметим, что с изменением частоты управляющего

поля происходит сильное изменение значений E, соот-
ветствующих краям гистерезисных зависимостей n1(E).
Причина этого явления состоит в следующем: при

низких частотах система медленно проходит область

малых значений внешнего поля и за это время даже

относительно нечастые переключения имеют достаточ-

но времени для накопления. С возрастанием частоты

большая часть переключения происходит в окрестно-

сти границ метастабильности ±E0. Эта закономерность

становится особенно очевидной, если результаты вычис-

лений представить в переменных n1(t) — E(t). Эта же

причина лежит в основе аналогичного изменения формы

гистерезисных кривых для поляризации, представленных

на рис. 5.
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Рис. 4. Гистерезисные кривые для доли положительно ориен-

тированных доменов n1 в зависимости от напряженности элек-

трического поля E при безразмерных частотах управляющего

поля f = 1, 4, 16.

–0.4 –0.3 –0.2 –0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

–1.0

–0.5

0

0.5

1.0

D
im

en
si

o
n
le

ss
 p

o
la

ri
za

ti
o
n

f = 1
f = 4
f = 16

f = 0.25

Dimensionless electric field strength E

Рис. 5. Гистерезисные кривые для безразмерной поля-

ризации P как функции от безразмерной напряженности

электрического поля E при частотах управляющего по-

ля f = 0.25, 1, 4, 16.
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Рассмотрим теперь гистерезисные кривые для поля-

ризации, которые представляют наибольший интерес.

Связь между функциями n1(t) и E(t) имеет следующий

вид:

P(t) = n1(t)P+(E(t)) + [1− n1(t)]P−(E(t)), (13)

где P±(E) — однозначные функции, определяющие

зависимость параметра порядка одиночного домена от

управляющего поля с учетом метастабильных состоя-

ний.

В общем случае функции P±(E) неизвестны и зависят

от выбора модели сегнетоэлектрика. В случае модели с

дальнодействующим междипольным потенциалом взаи-

мосвязь между внешним полем и параметром порядка

домена устанавливается соотношением [11]

E =
τ

2
ln

[

1 + P
1− P

]

− P, (14)

где τ , P, E — безразмерные температура, параметр по-

рядка и напряженность внешнего поля соответственно:

τ =
T
Tc

, P =
〈p〉
p0

, E =
E p0
Tc

, (15)

где T — температура образца, Tc — температура Кюри,

〈p〉 — среднее значение величины дипольного момента

ячейки.

Границы метастабильности находятся в точках

M(0)
1 (p(0)

1 , E
(0)
1 ) и M(0)

2 (p(0)
2 , E

(0)
2 ) на плоскости перемен-

ных (P, E). Эти точки находятся из условия обращения

в нуль производной правой части уравнения (14) по P:







p(0)
1,2 = ±

√
1− τ ,

E
(0)
1,2 = τ

2
ln[

1+p(0)

1,2

1−p(0)

1,2

] − p(0)
1,2.

(16)

Таким образом, в данной модели безразмерные значе-

ния внешнего поля и параметра порядка на границах

метастабильности определяются однозначно по безраз-

мерной температуре образца.

Функции P±(E) — две ветви решения уравнения (14)

относительно P с
”
привязкой“ к точкам M(0)

1,2 соответ-

ственно. Поскольку точное аналитическое решение это-

го уравнения вряд ли возможно, рассмотрим следующий

метод приближенного решения.

Вначале приведем уравнение (14) к эквивалентной

форме и используем
”
привязку“ к точке M(0)

1 . В итоге

получим систему уравнений







P+(E) = tanh
(

E+P+(E)
τ

)

,

p(0)
1 (E

(0)
1 ) = tanh

(

E
(0)

1
+p(0)

1
(E

(0)

1
)

τ

)

.
(17)

Введем обозначение

δ(E) = P+(E) − p(0)
1 (E

(0)
1 ) (18)

и получим уравнение относительно δ(E)

δ(E) =
τ tanh(

E−E
(0)

1
+δ(E)

τ
)

1 + p(0)
1 tanh(

E−E
(0)

1
+δ(E)

τ
)
. (19)

Поскольку абсолютное значение производной правой

части этого уравнения по δ(E) менее единицы при

всех значениях входящих переменных и параметров, то

уравнение (19) может быть решено методом простых

итераций с любой желаемой точностью:

δn+1(E) =
τ tanh(

E−E
(0)

1
+δn(E)

τ
)

1 + p(0)
1 tanh(

E−E
(0)

1
+δn(E)

τ
)
. (20)

Зададим начальное значение δ0(E) = 0. После M итера-

ций получим

P+(E) ≈ p(0)
1 + δM(E). (21)

Функция P−(E) может быть найдена с помо-

щью P+(E):

P−(E) = −P+(−E). (22)

Таким образом, у нас имеется все необходимое для

вычисления гистерезисных кривых сегнетоэлектрика.

Использование выражений (21) и (22) для

P±(E( f , t)), а также (5) для n1(t) в соотношении (13)
позволяет выполнить численные расчеты поляризации.

Численные расчеты выполнены для следующих значе-

ний параметров: τ = 0.5, A1 = 1.4, a1 = 5.0, a2 = 1.5

при частотах внешнего поля f = 0.25, 1.0, 4.0, 16.0.

Результаты представлены на рис. 5.

Основные результаты настоящей работы состоят в

следующем.

1. Для описания процессов переключения в одно-

осных кристаллических сегнетоэлектриках с учетом

переменного внешнего поля использованы уравнения

релаксации из метастабильных состояний в равновесные

термодинамические состояния.

2. Найдены точные аналитические решения уравнений

при произвольной зависимости вероятностей распада

метастабильных состояний от внешнего поля α(E) и

при произвольной зависимости внешнего поля от вре-

мени E(t).
3. Выполнены численные расчеты гистерезисных кри-

вых в безразмерных переменных для модельных выра-

жений функции α(E) и синусоидального внешнего поля.

Показано, что форма гистерезисных кривых существен-

но зависит от частоты управляющего поля.

Особо следует отметить, что форма гистерезисных

кривых сегнетоэлектрических материалов предопределя-

ется двумя функциями.

1. Зависимостью вероятности распадов метастабиль-

ных состояний от внешнего электрического поля α(E).
2. Зависимостью управляющего внешнего поля от вре-

мени E(t).
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Таким образом, имеются два типа проблем, связанных

с моделированием гистерезисных явлений в сегнето-

электрических материалах.

1. Прямые задачи: управление формой гистерезис-

ных кривых посредством внешнего электрического по-

ля E(t), которое в случае синусоидального поля содер-

жит два управляющих параметра — амплитуду и часто-

ту. В общем случае, конечно, количество управляющих

параметров внешнего поля может быть значительно уве-

личено, если не ограничиваться синусоидальной формой

функции E(t). Решение прямых проблем возможно, если

функция α(E) известна.

2. Обратные задачи: нахождение явного вида функ-

ции α(E) по форме гистерезисных кривых при различ-

ных функциональных зависимостях управляющего поля

от времени E(t). Эти проблемы могут способствовать

выяснению микроскопических механизмов процессов пе-

реключения в сегнетоэлектрических материалах.

Считаем приятным долгом поблагодарить рецензента

за полезные замечания.
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