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Разработан новый метод определения концентрационного профиля элементов металлических много-

слойных наногетероструктур для низкоконтрастных систем по данным рентгеновской рефлектометрии.

Метод основан на решении интегрального уравнения Фредгольма первого рода, связывающего коэффициент

отражения с концентрационными профилями элементов, входящих в состав образца. Обратная некорректная

задача по определению концентрационного профиля решается методом регуляризации. Эффективность
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ностью (Fe/Cr). Получены экспериментальные результаты по определению концентрационного профиля

поверхностного слоя тонких эпитаксиальных плeнок Cr и трeхслойной структуры Cr/Fe/Cr, нанесeнных на
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1. Введение

Бурный рост исследований в России в сфере нано-

технологий и планируемый широкомасштабный переход

от лабораторного уровня изготовления нанострукту-

рированных материалов с уникальными свойствами к

промышленному производству изделий из них требуют

решения проблем метрологического обеспечения и каче-

ственного, а впоследствии и количественного контроля

параметров выпускаемой продукции. Откликом на эту

потребность является разработка высокоразрешающей

методики диагностики различных наноструктурирован-

ных объектов, в частности металлических многослойных

наногетероструктур.

Рентгеновская рефлектометрия (РР) является высо-

кочувствительным и неразрушающим методом исследо-

вания профиля электронной плотности в направлении,

перпендикулярном поверхности плоского образца. Ме-

тод применяется для широкого круга объектов, в том

числе и для мультислойных наногетероструктур, кото-

рые обладают уникальными физическими свойствами.

Известен, например, гигантский магниторезистивный

эффект, который используется при изготовлении преци-

зионных магниторезистивных датчиков магнитных полей

(в том числе в устройствах магнитной записи/чтения).
Для нахождения функции распределения электронной

плотности по глубине из рефлектометрических данных

традиционно применяется метод наименьших квадратов,

использующий теорию Парратта [1]. При этом нет

необходимости находить фазу рассеянной волны, так как

согласия рассчитанного сигнала с экспериментальными

данными добиваются, варьируя параметры постулируе-

мой модели. Однако известно, что в этом случае нет

ни устойчивости, ни единственности решения [2]. Осо-
бенно большие трудности возникают при интерпретации

рефлектометрических данных для низкоконтрастных си-

стем. К таким системам относятся образцы, в которых

чередуются слои, состоящие из элементов, близких

в Периодической таблице. Примером может служить

мультислойный образец с парой Fe/Cr. Считается, что

связано это с близостью по величине характеристик

рассеяния рентгеновских лучей этими элементами. Для

таких образцов определяют, как правило, среднюю тол-

щину пары слоев Fe/Cr.

Имеется несколько обзоров и монографий [2–4], ко-
торые посвящены обсуждению ряда сложных проблем

рентгеновской рефлектометрии: 1) неоднозначности ре-

шения; 2)
”
фазовой проблемe“; 3) трехмерной морфоло-

гии тонкой пленки; 4)
”
проблемe низкой контрастности“.

Например, в работах Кожевникова [5–8] рассмотрены во-

просы решения обратной задачи и
”
фазовая проблема“.

Но в литературе недостаточно внимания было уделено

системам низкой контрастности. В работе [9] проведен
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анализ рентгеновского отражения от низкоконтрастных

полимерных систем, где использовался метод Фурье-

преобразования данных, заданных на очень коротком ин-

тервале; искалась функция Паттерсона для двухслойной

системы. Другой подход — использование аномальной

дисперсии для увеличения контрастности между сосед-

ними слоями [10].

Для высококонтрастных систем в рефлектометрии

описание ведется, как правило, в терминах электронной

плотности, но известны также и другие методы, в кото-

рых используется функция атомной плотности. К таким

методам относятся рентгеновское рассеяние на аморф-

ных системах, EXAFS (extended X -ray absorption fine

structure), рентгеновская фотоэлектронная спектроско-

пия с угловым разрешением (ARXPS) и др. Кроме того,

недавно был предложен новый метод, который сочетает

в себе две методики: рентгеновскую рефлектометрию и

EXAFS с угловым разрешением [11]. Этот метод позво-

ляет определить для многослойных наногетероструктур

селективный концентрационный профиль и парциальные

межатомные расстояния на любой заданной глубине от

поверхности образца. Рассмотрение проводится в терми-

нах канонических атомных функций распределения [12].

Настоящая работа посвящена новому подходу при

решении только одной проблемы РР — “низкой кон-

трастности“ мультислойных систем. Именно поэтому

была выбрана простейшая модель: одномерный случай,

кинематическое приближение, известный в литературе

подход к решению
”
фазовой проблемы“ [13] и хорошо

зарекомендовавший себя при решении обратных некор-

ректных задач метод регуляризации Тихонова [14–16]).
В нашей модели отсутствует диффузное рассеяние, кото-

рое в настоящее время интенсивно изучается [10,17,18].

В настоящей работе предложен метод получения из

рефлектометрических данных концентрационных профи-

лей элементов, входящих в состав исследуемого образца.

За основу взято интегральное уравнение, полученное в

рамках первого борновского приближения и описываю-

щее связь коэффициента отражения с распределением

электронной плотности [3]. Показано, что оно может

быть преобразовано в уравнение, связывающее коэф-

фициент отражения с концентрационными профилями

элементов p j(z ). Эта функция представляет собой ве-

роятность найти атом сорта j на глубине z .
В разделе 2 работы изложена теория метода. Часть

формул из этого раздела перенесена в Приложение.

В разделе 3 для проверки работоспособности предло-

женных алгоритмов приведены результаты модельных

численных экспериментов. Суть этих экспериментов

сводится к следующему. Строятся концентрационные

профили p′

j(z ) ≡
dp j (z )

dz для исследуемой системы низ-

кой контрастности (например, Fe/Cr), в которой поло-

жение интерфейса, казалось бы, мало влияет на сигнал.

Для этих концентрационных профилей c использовани-

ем интегральных уравнений вычисляется
”
эксперимен-

тальный“ сигнал (осциллирующая часть рентгеновской

рефлектометрической кривой), на который накладыва-

ется статистический шум. Это так называемая
”
прямая

задача“. С этими исходными данными решается
”
обрат-

ная задача“ по восстановлению концентрационного про-

филя c использованием предложенного в работе инте-

грального уравнения. Полученное решение сравнивается

с модельной функцией. О разрешающей способности

предложенного метода можно судить по совпадению

этих функций с определенной точностью. В разделе 4

приводятся экспериментальные результаты.

2. Теория метода

2.1. К о н ц е н т р а ц и о н ны й п р оф и л ь э л ем е н -

т а j в м н о г о с л о й н ом о б р а з ц е p j(z ). Введем
понятие концентрационного профиля элемента. Рассмот-

рим многослойный образец, состоящий из чередую-

щихся слоев элементов, например A и B . Определим

атомную плотность элемента A на некоторой глубине z
как

nA(z ) = NA(z )/V. (1)

Здесь V — некоторый элементарный объeм на глу-

бине z ; NA(z ) — число атомов сорта A в этом объ-

eме на глубине z . При практическом использовании

формулы (1) можно рассматривать объeм элементарной

ячейки и среднее число атомов интересующего нас сорта

в ней.

Обозначим через n0
A плотность атомов A в глубине

чистого слоя этого элемента. Тогда можно ввести селек-

тивную атомную функцию распределения [12]

pA(z ) = nA(z )/n0
A, (2)

которая по своему смыслу является вероятностью найти

атом сорта A на глубине z .
Свойства этой функции следующие:

1) pA(z ) = 1 в глубине слоя A, т. е. в тех его обла-

стях, где отсутствует перемешивание атомов различных

сортов;

2) pA(z ) = 0 в глубине слоя B ;

3) между слоями A и B имеется интерфейс i . Пусть

z i
l и z i

r — координаты левой и правой границ обла-

сти интерфейса. Расположение интерфейса и характер

возрастания (убывания) pA(z ) могут быть любыми в

зависимости от гладкости и формы интерфейса.

Функцию pA(z ) будем называть концентрационным

профилем элемента A в образце.

Формулу (2) можно переписать в ином виде, из кото-

рого следует простое, но полезное условие нормировки.

Подставим в (2) атомные плотности, вычисленные по

формуле (1) для элементарной ячейки,

pA(z ) = (NA(z )/Vec)(Vec/Nec) = NA(z )/Nec. (3)

Здесь Nec = NA + NB — полное число атомов в элемен-

тарной ячейке. Оно зависит только от типа кристалли-

ческой решeтки мультислойной плeнки и постоянно на
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любой глубине. Поэтому можно записать условие нор-

мировки для концентрационных профилей различных

элементов

pA(z ) + pB(z ) = 1 или p′

A(z ) + p′

B(z ) = 0. (4)

Формула (4) справедлива и для двух соседних слоев, в

каждом из которых имеются элементы либо A, либо B .

Смешивание элементов происходит в интерфейсной об-

ласти.

Если имеются частицы K различных сортов, то

N = N1 + N2 + . . . + NK =
K

∑

j=1

N j .

Рассмотрим величину
[

(N1(z ) + N2(z ) + . . . + NK(z ))/Vec

]

(Vec/N)

= N1(z )/N + N2(z )/N + . . . + NK(z )/N

= p1(z ) + p2(z ) + . . . + pK(z ) = 1. (5)

Итак, мультислойный образец можно описать K концен-

трационными профилями p j(z ), j = 1, 2, . . . , K.

Следует отметить, что формулы (3)−(5) верны только

тогда, когда можно пренебречь изменением объeма эле-

ментарной ячейки на различных глубинах в образце. Тем

не менее это условие с хорошей точностью выполняется

почти всегда. Исходя из технологических особенно-

стей изготовления многослойных плeнок выбираются

материалы с одинаковым типом структуры и близкими

параметрами элементарной ячейки.

2.2. И н т е г р а л ь н о е у р а в н е н и е р е н т г е н о в -

с к о й р е фл е к т ом е т р и и. Хорошо известно [2,3], что
в кинематическом приближении интенсивность зеркаль-

ного отражения рентгеновских лучей от поверхности

образца I(s) определяется интегральным соотношением

I(s) = R(s)R∗(s) =
1

s2

∣

∣

∣

∣

∫

dU(z )

dz
exp(isz )dz

∣

∣

∣

∣

2

, (6)

где s — z -компонента вектора рассеяния s ; R(s) —

коэффициент отражения, а потенциал рассеяния U(z )
связан с показателем преломления n(z ) уравнением

U(z ) = k2(1− n(z )2) =
[

1− (1− δ(z ) + iβ(z ))
2
]

≈ 2k2
[

δ(z ) − iβ(z )
]

, (7)

где k — волновое число, k = 2π/λ; λ — длина волны

рентгеновского излучения; δ — действительная часть

поправки к показателю преломления, которая определя-

ет отражение рентгеновских лучей от границ раздела с

воздухом и между различными слоями внутри образца;

β — мнимая часть поправки к показателю преломления,

которая определяет поглощение излучения внутри об-

разца. Эти величины табулированы, их энергетические

зависимости можно получить, например, на Интернет-

ресурсе [19]. Оба коэффициента связаны с электронной

плотностью ρ(z ) образца, который состоит из K элемен-

тов [3],


















δ(z ) = (ρs (z )λ2)/2π
K
∑

j=1

( f 0
j (s) + f ′

j(E))/Z,

β(z ) = (ρs(z )λ2)/2π
K
∑

j=1

( f 0
j (s) + f ′′

j (E))/Z.
(8)

Здесь ρs(z ) = reρ(z ) — плотность длины рассеяния

(scattering length density), re — классический ра-

диус электрона, Z — полное число электронов в

элементарной ячейке. Амплитуда рассеяния f j(s, E)
на атоме j является комплексной величиной [3],
f j(s, E) = f 0

j (s) + f ′

j(E) + i f ′′

j (E), где f 0
j (s) — атом-

ный формфактор, равный при нулевом угле рассеяния

числу электронов в атоме, f ′

j(E) — первая аномальная

добавка к амплитуде рассеяния, f ′′

j (E) — вторая ано-

мальная добавка; первая добавка определяет дисперсию,

а вторая поглощение энергии излучения E . Энергию

фотонов E в данной задаче следует рассматривать как

параметр. В Приложении дан вывод формулы, устанав-

ливающей связь электронной плотности ρ(z ) с концен-

трационным элементным профилем p j(z ) (см. (П8)).
Тогда для коэффициента отражения R(s) в терминах

концентрационного элементного профиля получим

R(s) =
(4πre)

s2

K
∑

j=1

n0
j f j(s, E)

∞
∫

0

(

d p j(z )

dz

)

exp(isz )dz

≡

K
∑

j=1

∞
∫

0

K j(s, E, z )p′

j(z )dz . (9)

Здесь K — число сортов частиц в образце, n0
j — плот-

ность элемента j в глубине чистого слоя. Суммирование

ведется по сортам атомов образца. Ядро интегрального

уравнения для концентрационного профиля элемента j
записывается как

K j(s, E, z ) =
(4πre)

s2
n0

j f j(s, E) exp(isz ). (10)

Запишем действительную и мнимую части уравнения (9)
как

ReR(s) =
(4πre)

s2

K
∑

j=1

n0
j

×

∞
∫

0

[

f̃ j(s .E) cos(sz ) − f ′′

j (E) sin(sz )
]

p′

j(z )dz , (11)

ImR(s) =
(4πre)

s2

K
∑

j=1

n0
j

×

∞
∫

0

[

f̃ j(s .E) sin(sz ) + f ′′

j (E) cos(sz )
]

p′

j(z )dz . (12)

В последних двух уравнениях введено обозначение

f̃ j(s .E) = f 0
j (s) + f ′

j(E). Из полученных уравнений явно
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следует, что осциллирующий вклад в интенсивность

рассеяния системой элементов, входящих в образец,

определяется не только амплитудой рассеяния данного

элементa, но и количеством элементов в образце и

распределением по z . Это интегральный вклад. При рас-

смотрении многослойной системы небольшое различие

в амплитудах рассеяния элементов еще не означает,

что система будет обладать низкой контрастностью.

В настоящей работе рассмотрен типичный случай низко-

контрастной системы (Cr/Fe). Далее описаны модельные

численные эксперименты, а также обработаны экспери-

ментальные данные, полученные для слабоконтрастных

систем. По экспериментально определенным производ-

ным концентрационных профилей p′

Fe(z ) и p′

Cr(z ) рас-

считаны парциальные вклады для функции ReR(s).
При формулировке задачи в терминах концентра-

ционных профилей элементов (уравнение (9)) воз-

никает проблема
”
многокомпонентности“. Вместо од-

ной неизвестной функции (производной электронной

плотности) имеется несколько неизвестных функций

p′

j(z ) = (d p j(z )/dz) (по числу элементов в системе).
Покажем, как можно обойти эту проблему. Записав

уравнение (9) для всех элементов в образце, заменя-

ем суммирование по числу элементов суммированием

по числу интерфейсов. При этом для соседних сло-

ев используем соотношение (4): p′

j = −p′

j−1, не делая

никаких предположений ни о форме интерфейсов, ни

о том, где именно они расположены. В этом случае

можно ввести функцию интерфейсов pint(z ), зная только

последовательность напыления слоев:

R(s) =

M
∑

i=1

z i
r

∫

z i
l

(Ki
B(s, z ) − Ki

A(s, z ))p′

int(z )dz . (13)

Здесь Ki
A(s, E, z ), Ki

B(s, E, z ) — ядра интегрального

уравнения для элементов A и B соседних слоев, между

которыми имеется интерфейс i ; M — число интер-

фейсов в системе, которое, как правило, больше, чем

число элементов в многослойной системе. Производная

функции интерфейсов p′

int(z ) представляет собой сумму

неотрицательных значений всех производных концен-

трационных профилей элементов образца. Подложка

считается однородной, поэтому p′

int(z ) ≡ 0 для всех z ,
превосходящих значение, которое соответствует интер-

фейсу с подложкой.

Для первого интерфейса (i = 1, граница с воздухом)
полагаем KA(s, z ) = 0, т. е. рентгенооптическими харак-

теристиками воздуха пренебрегаем. Нетрудно обобщить

выражение для функции интерфейса на случай напыле-

ния сплава.

Из уравнения (6) видно, что, измеряя в эксперименте

интенсивность сигнала I(s), мы получаем только квадрат

модуля коэффициента отражения R(s). Фаза сигнала те-

ряется. Это обстоятельство получило название фазовой

проблемы. Она характерна для многих других задач

рассеяния.

Решение фазовой проблемы для задачи рентгеновской

рефлектометрии было предложено Клибановым и Сак-

сом [13]. Они показали, что при некоторых ограничени-

ях, накладываемых на вид потенциала рассеяния, можно

восстановить фазу ϕ(s) коэффициента отражения R(s)
по формуле

ϕ(s) = −π +
1

2π

×

1
∫

−1

ln [I(s)I(1/ξ)/(I(s + ξ)I(s + 1/ξ))] (dξ/ξ). (14)

Здесь I(s) = |R(s)|2 .
Формула (14) называется логарифмическим диспер-

сионным соотношением. Фаза, определяемая по этой

формуле, единственная, если коэффициент отражения не

имеет нулей в верхней комплексной полуплоскости.

Клинтон [20] показал, что для многослойных систем

условие отсутствия нулей в верхней полуплоскости вы-

полняется при использовании высококачественных под-

ложек Al2O2 и метода молекулярно-лучевой эпитаксии

при напылении образцов.

Решение обратной некорректной задачи с учетом

восстановления фазы рассеяния при обработке экс-

периментальных данных для зеркального отражения

рентгеновских лучей впервые было получено в работе

Ван дер Ли [21].
После того как фаза найдена, действительная и мни-

мая части коэффициента отражения могут быть рассчи-

таны по обычным формулам

ReR(s) = |R(s)| cosϕ, (15)

ImR(s) = |R(s)| sinϕ. (16)

Здесь коэффициент отражения R определен интеграль-

ным уравнением (9).
Запишем действительную и мнимую части коэффици-

ента отражения R(s) для производной функции интер-

фейсов p′

int(z ) с учетом (13) в виде

ReR(s) =
4πre

s2

M
∑

i=1

z i
r

∫

z i
l

[

(n0
B f̃ B(s, E)−n0

A f̃ A(s, E)) cos(sz )

− (n0
B f ′′

B(E) − n0
A f ′′

A(E)) sin(sz )
]

p′

int(z )dz ,

(17)

ImR(s) =
4πre

s2

M
∑

i=1

z i
r

∫

z i
l

[

(n0
B f̃ B(s, E)−n0

A f̃ A(s, E)) sin(sz )

+ (n0
B f ′′

B(E) − n0
A f ′′

A(E)) cos(sz )
]

p′

int(z )dz .

(18)
Здесь индексы A, B обозначают химические элементы

слоев, между которыми находится интерфейс i .
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Уравнения (17), (18) являются интегральными уравне-

ниями Фредгольма первого рода. Это два эквивалентных

уравнения, решения которых совпадают. В настоящей

работе приводятся результаты для уравнения (17). Для
решения этой обратной некорректной задачи требуются

специальные методы, например метод регуляризации

Тихонова [14].
2.3. О б р а т н а я з а д а ч а р е н т г е н о в с к о й р е ф -

л е к т ом е т р и и . Представим уравнение (17) в симво-

лической форме

y = Ax .

Задача нахождения функции x ≡ p′

int(z ) принадлежит

к семейству обратных задач, которые являются некор-

ректно поставлены [14,15]. Отличительной особенно-

стью таких задач является то, что сколь угодно малые

искажения исходных данных приводят к произвольно

большим искажениям решения. Более того, одним и тем

же экспериментальным данным соответствует бесконеч-

ное множество решений, эквивалентных по точности.

Следовательно, необходим принцип отбора решений.

Совершенно естественно при таком отборе учитывать

априорную физическую информацию об искомом ре-

шении. Функции x должны удовлетворять следующим

требованиям.

1. Решение x должно быть таково, чтобы при действии

на него интегрального оператора A норма невязки не

превосходила ошибки в экспериментальных данных δ,

т. е.

‖ Ax − y ‖L2[cd]=

(

d
∫

c

|Ax − y |2ds

)1/2

< δ.

Здесь x ∈ L2[a, b], т. е. решение как функция z ищется на

интервале значений [a, b] в пространстве L2 измеримых

функций, 2 — степень интегрируемости; c, d — границы

задания экспериментальных данных y . Требование 1

является главным критерием корректности отбора при-

ближенного решения в методе наименьших квадратов.

Однако этот метод является неустойчивым в отношении

возмущения исходных данных, что приводит к большим

трудностям при интерпретации результатов.

2. Решение должно быть достаточно гладким.

3. Решение должно быть положительным, так как это

функция вероятности, x ≥ 0 для любого z .
4. Для соседних слоев A и B при любом z должно

выполняться условие PA(z ) = 1− pB(z ).
Традиционный метод построения решения системы

интегральных уравнений Фредгольма первого рода за-

ключается в следующем: 1) оператор A заменяется

матрицей Aqp; 2) функции y и x — векторами yq и x p,

где q и p — длины векторов; 3) решается система

линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Традици-
онный подход к решению СЛАУ для некорректных задач

неприемлем из-за неустойчивости. Возникающая в этом

случае матрица плохо обусловлена или даже вырождена,

т. е. детерминант этой матрицы близок к нулю или

равен нулю. В этом случае нельзя искать решение в

виде x = A−1y . Полученное решение не аппроксими-

рует решение исходной задачи при стремлении шага

дискретизации к нулю. На этом пути нельзя построить

устойчивый алгоритм.

Алгоритм решения задачи (17) по методу регуляриза-

ции Тихонова обладает свойством устойчивости к малым

изменениям исходных данных и позволяет учитывать

априорную информацию, сформулированную в требова-

ниях 1−4. Фундаментальную роль в теории решения

некорректных задач сыграло введение Тихоновым [14]
понятий регуляризующего оператора и регуляризован-

ного решения.

Выделим условно три этапа построения регуляризо-

ванного решения.

I. Р е г у л я р и з а ц и я. В качестве регуляризованного

приближенного решения задачи (17) принимается век-

тор x , минимизирующий на пространстве L2 функционал

Тихонова

min

[

‖Ax − y‖2L2[c,d] + α‖x − x tr‖2

+ β

∥

∥

∥

d
dz

(x − x tr)
∥

∥

∥

2
]

: x ∈ L2[a, b]. (19)

Присутствие в функционале членов с положительными

малыми параметрами регуляризации α (гладкость ре-

шения) и β (гладкость производной решения) приво-

дит к устойчивости задачи и обеспечивает выполнение

требования гладкости 2; x tr — пробная функция или

нуль. Доказано [14], что при согласованном с уровнем

ошибок δ уменьшении параметров α и β приближенное

решение стремится к точному.

II. Д и с к р е т и з а ц и я. Для численного решения зада-

чи (17) необходимо предварительно провести ее дис-

кретизацию. Используя необходимое условие экстрему-

ма — равенство нулю частных производных по векто-

ру x целевого функционала (19) в дискретной форме,

приходим к системе линейных алгебраических уравне-

ний. Матрица такой системы положительно определена.

Это позволяет для обращения матрицы применять из-

вестные методы линейной алгебры. В настоящей работе

был применен метод квадратного корня [22].
III. И т е р а ц и о н н о е у т о ч н е н и е. Если прибли-

женное решение x не удовлетворяет требованию 3

(положительности решения) или его точность неудовле-

творительна, то необходимо использовать итерационную

процедуру

xn+1 = P (A∗A + B)
−1

(A∗y + αxn) . (20)

Здесь A — матрица полученной системы алгебраических

уравнений, (*) — знак сопряжения, P — оператор

метрического проектирования, обеспечивающий поло-

жительность решения, n — номер итерации, B —

матрица диагонального вида, содержащая параметры

регуляризации α и β . Наиболее подробно алгоритм

решения задачи описан в [23–26].
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3. Модельные численные
эксперименты

Рассмотрим в качестве первого модельного примера

пленку Cr толщиной 150�A на подложке Al2O3 со слоем

окисла CrO на поверхности. На рисунках показаны

рассчитанный для модели сигнал (с наложенным стати-

стическим шумом и без него, рис. 1), производная мо-

дельного профиля p′

Cr(z ) и полученное решение (рис. 2).
Предложенный алгоритм решения задачи позволяет с

высокой точностью определить толщину пленки. Стати-

стический шум приводит к незначительному уширению

интерфейсов с воздухом и подложкой.

При решении проблемы
”
низкой контрастности“ муль-

тислойных наноструктур в разделе 2 было предложено

определять не профиль электронной плотности, как

было принято для высококонтрастных систем, а кон-

Рис. 1. Модельная зависимость ReR(s) с наложенным стати-

стическим шумом и без него для пленки Cr(150�A)//Al2O3.

Рис. 2. Модельная производная концентрационного профи-

ля Cr dpCr(z )/dz и полученное решение обратной задачи для

сигнала с наложенным статистическим шумом.

Рис. 3. Концентрационные профили элементов p j(z ) для об-

разца 30�ACr/50�AGd/35�AFe/50�ACr//Si) и соответствующая

кривая электронной плотности ρ(z ).

центрационный профиль элементов, входящих в состав

образца. Рассмотрение ведется в терминах селективной

атомной канонической функции pA(z ), которая по свое-

му смыслу является вероятностью найти атом сорта A
на глубине z [12].
В модельных расчетах, например для трехслойной

структуры A, B, C, функция p j(z ) задается как

p j(z ) =



































0, A,

2
π
arctg

(

z−z l
z−z r

)

, A → B,

1, B,

1− 2
π
arctg

(

z−z l
z−z r

)

, B → C.

Здесь z l и z r — координаты
”
начала“ и

”
конца“ области

интерфейса.

Для выяснения вопроса о том, что дает переход к

концентрационному элементному профилю, рассмотрим

образец 30�ACr/50�AGd/35�A Fe/50�ACr//Si, в котором

присутствуют как тяжелые атомы (Gd), так и близкие

в Периодической таблице атомы (Fe и Cr). Используя

формулы из подраздела 2.1 и Приложения, построим для

этого образца как кривую электронной плотности, так и

концентрационные профили элементов Cr, Gd, Fe и Si

(рис. 3).
На рис. 4 представлены производные электронной

плотности ρ(z ) (a) и функций концентрационных про-

филей элементов p j(z ) (b) для четырехслойного об-
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разца Cr/Gd/Fe/Cr//Si. Из этого рисунка ясно видно,

чем отличается высококонтрастная система (Cr/Gd) от

низкоконтрастной (Cr/Fe) при формулировке задачи в

терминах электронной плотности. Пик на кривой элек-

тронной плотности от низкоконтрастной пары Cr/Fe

по своей величине составляет всего лишь несколько

процентов от значения для высококонтрастной пары

Cr/Gd. Именно в этом случае говорят о проблеме низкой

контрастности в рентгеновской рефлектометрии. При

формулировке задачи в терминах концентрационных

профилей элементов (уравнение (9)) взамен проблемы

контрастности возникает проблема многокомпонентно-

сти. Вместо одной неизвестной функции (производной
электронной плотности) имеется несколько неизвестных

функций p′

j(z ) (по числу элементов в системе). Так, для
указанного образца суммирование в (9) должно быть

проведено по четырем элементам (Cr, Gd, Fe, Si)

R(s) =

∞
∫

0

K1(s, z )p′

1(z )dz +

∞
∫

0

K2(s, z )p′

2(z )dz

+

∞
∫

0

K3(s, z )p′

1(z )dz +

∞
∫

0

K4(s, z )p′

2(z )dz .

Здесь 1 — Cr, 2 — Gd, 3 — Fe, 4 — Si.

Однако, используя свойства канонической атомной

функции распределения p j(z ), которая описывает кон-

центрационный профиль элемента в мультислойном об-

разце (cм. подраздел 2.1, а именно соотношение (4):
p′

j = −p′

j−1), можно ввести одну универсальную функ-

цию интерфейсов pint(z ):

R(s) =

z 1
r

∫

z 1
l

K1(s, z )p′

1(z )dz

+

z 2
r

∫

z 2
l

[

K2(s, z ) − K1(s, z )
]

p′

2(z )dz

+

z 3
r

∫

z 3
l

[

K3(s, z ) − K2(s, z )
]

p′

3(z )dz

+

z 4
r

∫

z 4
l

[

K1(s, z ) − K3(s, z )
]

p′

1(z )dz

+

z 5
r

∫

z 5
l

[

K4(s, z ) − K1(s, z )
]

p′

4(z )dz

=

5
∑

i=1

z i
r

∫

z i
l

(

Ki
B(s, z ) − Ki

A(s, z )
)

p′

int(z )dz .

Рис. 4. Производные электронной плотности

dρ(z )/dz (a) и функций концентрационных профилей

элементов dp j (z )/dz (b) для четырехслойного образца

Cr/Gd/Fe/Cr//Si (сравнение высококонтрастных cлоев Cr/Gd и

низкоконтрастных cлоев Fe/Cr).

Производная функции интерфейсов p′

int(z ) представля-
ет собой сумму неотрицательных значений всех произ-

водных концентрационных профилей элементов образ-

ца p′

j(z ), при этом не делается никаких предположений

ни о форме интерфейсов, ни о расположении. Важна

информация только о последовательности напыления

слоев. Эта функция является одной неизвестной функци-

ей в такой формулировке обратной задачи рентгеновской

рефлектометрии, если мы знаем последовательность

слоев в образце при напылении. Таким образом, про-

блема многокомпонентности в этой задаче снимается.

Для первого интерфейса (i = 1) с воздухом считаем,

что KA(s, z ) = K0(s, z ) = 0, т. е. рассеянием рентгенов-

скиx лучей на воздухе пренебрегаем. Подложку считаем

однородной, так что
dp j (z )

dz ≡ 0 везде, кроме интерфейса.

Для этого примера производная функции интерфейса

p′

int(z ) показана на рис. 5. Функция p′

int(z ) дает информа-

цию о форме и расположении интерфейсов. Это набор

из пиков (в модельном примере гауссовых), все пики

являются положительными.
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Рис. 5. Производная функции интерфейсов p′

int′(z ) для образца
30�ACr/50�AGd/35�AFe/50�ACr//Si.

Рис. 6. Модельные рефлектометрические кривые ReR(s)
для образца 30�ACr/50�AGd/35�AFe/50�ACr//Si, вычисленные

без шума (a) и с наложенным статистическим шумом (b).
Пунктир — излучение вблизи K-края Cr, штриховая линия —

излучение СоKα , сплошная — излучение вблизи K-края Fe.

Рис. 7. Модельная кривая dpint(z )/dz и решение обратной

задачи для исходных данных с наложенным статистическим

шумом (образец 30�ACr/50�AGd/35�AFe/50�ACr//Si). a — из-

лучение вблизи K-края Cr, b — излучение CoKα , c — излуче-

ние вблизи K-края Fe.

На рис. 6 представлены исходные модельные дан-

ные (осциллирующая часть рентгеновской рефлек-

тометрической кривой) для образца 30�ACr/50�AGd/
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35�A Fe/50�ACr//Si, вычисленные c использованием урав-

нения (17) без шума (a) и с наложенным статистическим

шумом (b) в трех случаях: 1) излучение вблизи Cr K-

края, 2) излучение вблизи Fe K-края, 3) излучение Со

Kα (длина волны, которая используется для системы

Fe/Cr в лабораторных экспериментах).
На рис. 7 показаны модельные кривые для кон-

центрационных профилей и решения обратной задачи

p′

int(z ). Эти результаты свидетельствуют о том, что для

предложенного алгоритма нет никакой разницы, какие

пары рассматриваются (высококонтрастные Cr/Gd или

низкоконтрастные Fe/Cr). Также очевидно, что можно

использовать стандартные рентгеновские трубки, кото-

рые применяются при лабораторных исследованиях.

4. Экспериментальные результаты
и их обсуждение

Образцы многослойных наногетероструктур для про-

ведения синхротронных исследований были синтезиро-

ваны методом молекулярно-лучевой эпитаксии на уста-

новке
”
Катунь-С“ лаборатории электрических явлений

Института физики металлов УрО РАН. Всего было

синтезировано два образца с различной конфигурацией

слоeв.

1. Плeнка чистого хрома Cr(150�A)//Al2O3.

2. Трeхслойная плeнка Cr(40�A)/Fe(40�A)/Cr(70�A)//
Al2O3.

Жeлезо и хром в твердом состоянии обладают объем-

ноцентрированной кубической структурой, причем пара-

метры решетки этих металлов очень близки. Это позво-

ляет получать наиболее совершенную кристаллическую

структуру при последовательном напылении слоев Fe и

Cr. Чистота исходных материалов составляет 99.999%.

В качестве подложки был выбран лейкосапфир Al2O3

из-за хорошего соответствия кристаллической решeтке

напыляемых металлов и высокого качества поверхности.

Рентгеновские измерения проводились на стан-

ции прецизионной рентгеновской оптики синхротрона

”
Сибирь-2“ в Курчатовском центре синхротронного из-

лучения и нанотехнологий (Москва) [27].
Выделение фотонов необходимой энергии из первич-

ного пучка синхротронного излучения производилось

посредством вакуумного двухкристального монохрома-

тора. Вертикальный размер пучка составлял 18µm,

горизонтальный — 6.2mm. Дополнительной монохрома-

тизации отраженного пучка не производилось, его ин-

тенсивность регистрировалась полупроводниковым гер-

маниевым детектором и нормировалась на интенсив-

ность первичного пучка, которая измерялась пролeт-

ной мониторирующей камерой МК2. Все эксперименты

проводились на воздухе при комнатной температуре

и атмосферном давлении без приложения магнитных

полей.

Экспериментальный сигнал для пленки Cr (излучение
вблизи K-края Cr, 5991 eV) сравнивается с сигналом,

Рис. 8. Экспериментальная рефлектометрическая кривая

ReR(s) для пленки Cr (излучение вблизи K-края Cr, 5991 eV)
и кривая, рассчитанная по найденному из решения (17) кон-

центрационному профилю (рис. 9, штриховая линия). R-фактор
состаляет 2.4%.

Рис. 9. Функция pCr(z ) — решение обратной задачи методом,

изложенным в настоящей работе, и результат, полученный с

помощью алгоритма Парратта [1].

восстановленным по полученному решению pCr(z ), на
рис. 8. Невязка в этом случае R = 2.4%. На рис. 9

приведены функции pCr(z ) и кривая, вычисленная по ме-

тоду Парратта. Следует обратить внимание на различие

этих кривых. Это явное свидетельство неравномерности

процесса напыления.

Fe и Cr относятся к группе переходных 3d-металлов и

имеют сходную электронную структуру. Это приводит

к малому различию атомных факторов, описывающих

рассеяние рентгеновских лучей. В силу этого разделе-

ние вкладов от слоeв соответствующих элементов в

рефлектометрическую интерференционную картину, а

также получение информации о толщинах этих слоeв

является довольно сложной и неоднозначной задачей.

В нашем исследовании регистрация картин рассеяния
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Положение и ширина интерфейсов для трехслойного образца

Cr/Fe/Cr//Al2O3

Слой или Толщина, Ожидаемые

интерфейс �A значения, �A
Cr 42.8± 0.4 40

Cr/Fe 3.1± 0.4

Fe 42.2± 0.5 40

Fe/Cr 4.3± 0.9

Cr 64.5± 0.2 70

Cr/Al2O2 5.3± 0.2

проводилась в условиях аномальной дисперсии вблизи

K-края Cr (5989 eV), а именно при энергии 5991 eV

(длина волны λ = 2.06951�A). Картина рассеяния для

Рис. 10. Сравнение экспериментальной рефлектомет-

рической кривой ReR(s) для трехслойного образца

40�ACr/40�AFe/70�ACr//Al2O3 излучениe вблизи K-края

Cr, 5991 eV с восстановленным по полученному решению

(рис. 11) сигналом. R-фактор равен 3.5%.

Рис. 11. Решение обратной задачи p′

int(z ) для данных, полу-

ченных при излучении вблизи края Cr, 5991 eV (см. рис. 10).

Рис. 12. Парциальные вклады элементов Fe и Cr в действи-

тельную часть рефлектометрической кривой ReR(s) для трех-

слойного образца 40�ACr/40�AFe/70�ACr//Al2O3, рассчитанные

по решению, приведенному на рис. 11.

образца Cr(40�A)/Fe(40�A)/Cr(70�A)//Al2O3 приведена на

рис. 10.

Кривая, полученная в результате решения обратной

задачи (13), показана на рис. 11 (численные значения

приведены в таблице). Получены четкие пики на рассто-

яниях, близких к ожидаемым.

На рис. 12 показаны парциальные вклады элемен-

тов Fe и Cr в экспериментальный сигнал ReR(s) для

трехслойного образца (Cr/Fe/Cr//Al2O3), рассчитанные

по решению приведенному на рис. 11. Различный ход

этих кривых свидетельствует о том, что в предложенном

алгоритме не возникает
”
проблемы низкой контраст-

ности“.

5. Заключение

До недавнего времени даже среди математиков [22]
считалось,

”
что некорректные задачи лишены физиче-

ского смысла и их не имеет смысла решать. Однако име-

ется много важных прикладных задач физики, техники,

геологии, астрономии, механики и т.д., математически

описываемых адекватно и тем не менее являющихся

некорректными, что сделало актуальной проблему раз-

работки эффективных методов их решения“. К таким

задачам безусловно относятся и математические пробле-

мы рентгеновской рефлектометрии. Метод регуляриза-

ции, используемый в данной работе, в настоящее время

является самым совершенным.

Предложенный новый метод для определения кон-

центрационного профиля элемента в зависимости от

глубины по данным рентгеновской рефлектометрии для

гетеросистем низкой контрастности не требует полу-

чения предварительной информации о строении много-

слойной структуры, например о положении и ширине

интерфейсов, а также их формe.
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Подобно тому как для высококонтрастной системы

ищется одна функция — производная распределения

электронной плотности, здесь в качестве неизвестной

функции используется тоже одна функция — производ-

ная функции интерфейса p′

int(z ).
Необходимо также отметить, что уравнение (6), опи-

сывающее интенсивность зеркального отражения рент-

геновских лучей от поверхности образца, представляет

собой нелинейное интегральное уравнение Фредгольма

первого рода. Для его решения недавно был применен

метод Левенберга−Марквардта [28]. Это эффективный

способ избежать фазовой проблемы.

Полученные экспериментальные результаты, a также

результаты численного моделирования показывают, что

предлагаемый метод может играть важную роль в лабо-

раторных экспериментах, когда по какой-либо причине

не существует возможности проведения более одного

измерения.

Малоугловое рентгеновское рассеяние — один из ос-

новных методов определения размерных характеристик

нанопленок. Как верно отмечалось в [29], достоверность
таких измерений должна обеспечиваться как стандарт-

ными образцами, так и методиками калибровки рент-

геновских рефлектометров, а также устойчивыми мето-

дами обработки экспериментальных данных. Настоящая

работа посвящена именно методам обработки картин РР

для систем низкой контрастности, но проверяться эти

методы должны только на стандартных образцах.

Авторы благодарят Л.Н. Ромашева, М.А. Миляева,

Т.П. Криницину, Е.А. Кравцова за участие в обсуждении

результатов работы.

6. Приложение. Связь электронной
плотности с концентрационным
профилем pi(z)

Выделим на глубине z малый объeм V , такой, что-

бы электронную плотность ρ(z ) в нeм можно было

считать однородной. Тогда, следуя [30], электронную

плотность ρ(z ) можно записать как

ρ(z ) =
(

nedm(z )NAre
)/

M(z ), (51)

где ne — число электронов в атоме (молекуле, элемен-
тарной ячейке); re — классический радиус электрона;

dm(z ) — массовая плотность на глубине z , NA — число

Авогадро; M(z ) — молярная масса на глубине z ;

dm(z ) = m/V, (52)

m — масса частиц в объeме V , выделенным на глубине z .
Тогда

ρ = nere(mNA)/(MV ). (53)

Количество вещества ν определяется как

ν = m/M = N/NA. (54)

Тогда

m/M · NA = N, (55)

ρ(z ) = nereN(z )/V = neren(z ), (56)

где N(z ) — число частиц на глубине z в элементарном

объeме V ; n(z ) — концентрация частиц Если в образце

присутствуют частицы K сортов, то

N = N1 + N2 + . . . + NK =
K

∑

j=1

N j . (57)

Тогда

n(z )

n0

=

[

(N1(z ) + N2(z ) = . . . + NK(z ))

V

] (

V
N

)

= p1(z ) + p2(z ) + . . . + pK(z ) =
K

∑

j=1

p j(z ).

Здесь n0 = N/V — средняя плотность частиц всего об-

разца. Предполагается, что n0 = n0
A = n0

B , где элементы A
и B заполняют любые соседние слои.

Подставив полученное выражение в (56), получим

искомую связь концентрационного профиля pi(z ) с элек-
тронной плотностью ρ(z )

ρ(z ) = n0

n(z )

n0

nere

= (p1(z )n1
e + p2(z )n2

e + . . . + pK(z )nK
e )n0re

=

( K
∑

j=1

p j(z )n j
e

)

n0re . (58)
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