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Разработана модель фазового равновесия сплавов, содержащих наноразмерные выделения вторых фаз с

учетом диффузности (протяженности) межфазной границы. Получены соотношения для расчета зависимо-

стей равновесных значений составов сопряженных фаз и ширины переходного слоя от размера выделений.

На примере бинарных сплавов показано, что по мере уменьшения размеров выделений происходит взаимное

обогащение сопряженных фаз атомами растворенного компонента, а также уменьшение ширины переходного

слоя между фазами.
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1. Введение

Изучение механизмов образования наноразмерных вы-

делений вторых фаз является одной из актуальных

задач современной физики и химии. Данная проблема

представляет значительный интерес как для теории

фазовых переходов первого рода, так и для развития

технологий модификации различных свойств материалов

путем создания в них наноразмерных объектов [1–7].
Наноразмерные выделения вторых фаз могут обра-

зовываться в различных конденсированных средах (на-
пример, в твердом растворе, пористом материале, газе

и др.) в том случае, если макроскопические параметры

(температура, давление, состав и т. д.) достигают соот-

ветствующих критических значений. Для такого рода

случаев в литературе обычно рассматриваются два меха-

низма образования (зарождения) вторых фаз [1–2,8–10]:
нуклеация и спинодальный распад.

Основы классической теории нуклеации были развиты

Беккером и Дёрингом [11] и в настоящее время доста-

точно широко применяются для исследования распада

твердых растворов (см., например, [12–17]). Основным
приближением для теории нуклеации является капил-

лярное приближение, в соответствии с которым профиль

концентрации в области раздела фаз является резким, а

энергия на границе раздела соответствует макроскопи-

ческим выделениям. Энергия границы раздела при этом

либо принимается равной постоянной величине, либо

рассчитывается с учетом установленной Беккером [18]
зависимости от составов сопряженных фаз [12–17,19]

1FS
Bk =

z S

z
NS�(cα − cβ)2, (1)

где cα и cβ — концентрации одного из компонентов

в сопряженных фазах (фазы α и β соответственно),
z S — количество связей атома на поверхности выде-

ления с атомами матрицы [18–20], Ns — количество

атомов на границе выделения, � — параметр квази-

химического взаимодействия, z — число ближайших

соседей в кристаллической решетке. В работе [21] было
проведено обобщение формулы (1) на случай произволь-

ного количества компонентов, а также получены общие

соотношения для расчета составов сопряженных фаз

наноразмерных выделений.

Наряду с классической теорией нуклеации, опира-

ющейся на приближение резкой границы между вы-

делением и матрицей, Каном и Хиллардом была

разработана модель неклассической нуклеации [22,23]
(см. также [1,2]), в которой граница раздела между

фазами является диффузной, т. е. характеризуется про-

тяженностью (ненулевой толщиной). При таком при-

ближении свободная энергия границы раздела между

фазами может быть представлена в виде разложения по

степеням градиента концентрации [22,23]

1FS
CH = n

∫

V

(

1 f (c) + K(∇c)2
)

dV, (2)

где c — концентрация одного из компонентов сплава,

зависящая от координат, 1 f (c) — изменение плотности

свободной энергии однородного сплава при формирова-

нии переходной области, K — параметр, связанный с

энергией взаимодействия между компонентами сплава,

V — объем системы, n — количество атомов в единице

объема. Каном и Хиллардом было показано [22], что

для регулярных растворов параметр взаимодействия K
выражается через параметр квазихимического взаимо-

действия в виде K = 1
2
�λ2, где λ — параметр порядка

периода решетки. Позднее формула (2) была доказана

на примере бинарных сплавов на основе решеточной

модели в приближении парного взаимодействия [24]
(см. также [2]).
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Наличие протяженного слоя между фазами, уста-

новленного в рамках неклассической нуклеации, под-

тверждается в экспериментах, проводимых на осно-

ве метода атомного зонда или его модификаций

(см., например, [25–27]). Изучение образования выделе-

ний малого (нанометрового) размера приводит к вы-

воду о наличии весьма протяженной области раздела

(толщиной до нескольких нанометров) раздела между

выделением и матрицей [25–28]. Аналогичный вывод

получен и на основе моделирования образования нано-

размерных выделений второй фазы с помощью метода

Монте-Карло [29]. Таким образом, зародышеобразование

в сплавах в большей степени соответствует подходу

неклассической нуклеации, а соответствующие модели,

описывающие фазовые равновесия систем с наноразмер-

ными выделениями, должны учитывать протяженность

межфазной области.

Выражение (2) также было положено в основу из-

вестной теории спинодального распада Кана–Хилларда,
применяемой для описания распада растворов в обла-

сти нестабильных состояний [2,30–32]. Реализация того

или иного механизма распада пересыщенного твердо-

го раствора зависит от состава раствора, а также от

температуры и давления. Обычно считается [33–35],
что процесс нуклеации происходит в том случае, если

система находится в области стабильных или метаста-

бильных состояний, соответствующих условию
∂2 f
∂c2 > 0,

а спинодальный распад — в случае нестабильных со-

стояний, для которых выполняется условие
∂2 f
∂c2 < 0.

Знак второй производной определяет знак эффективного

коэффициента диффузии [33,34], который изменяется

с положительного (при нуклеации) на отрицательный

(при спинодальном распаде), что приводит к изменению

характера образования выделений второй фазы.

В настоящей работе ставится задача обобщения раз-

работанной ранее авторами модели фазового равновесия

в многокомпонентных твердых растворах [17,19–21], на
случай образования наноразмерных выделений второй

фазы, характеризуемых межфазной границей ненулевой

толщины для области стабильных и метастабильных

состояний.

2. Энергия двухфазного
многокомпонентного регулярного
раствора с протяженной
межфазной границей

Рассмотрим многокомпонентный регулярный раствор,

в котором сосуществуют две фазы, содержащие ком-

поненты раствора в произвольных соотношениях. Для

обозначения сопряженных фаз будем использовать гре-

ческие буквы α и β . Атомы каждого компонен-

та будем обозначать большими латинскими буквами

(A, B, C, D, . . .). При этом для определенности будем

считать, что атомы сорта A соответствуют раствори-

телю, образующему α-фазу (матрицу), объемная доля

которой значительно больше объемной доли второй

фазы (β-фаза). Температуру и давление в рассматрива-

емой системе будем считать постоянными. В качестве

приближения не будем учитывать энергию деформации

решетки, полагая, что соответствующие чистые фазы

характеризуются кристаллическими решетками одина-

кового типа и близкими периодами решетки. В общем

случае образования выделений второй фазы деформа-

ция кристаллической решетки вносит весомый вклад в

энергию системы и может приводить к образованию

метастабильных промежуточных состояний [33,36].

Представим энергию системы в виде суммы энергий

однородных фаз (Fα и Fβ) и переходного слоя FS

F = Fα + Fβ + FS . (3)

Энергия однородных фаз в приближении регулярных

растворов подробно изучена в литературе и может быть

принята равной

Fγ = Nγ

(

1

2
z
∑

i j

g i jc
γ
i cγ

j + kBT
∑

i

cγ
i ln cγ

i

)

, (4)

где индексы i и j соответствуют сорту атомов сплава

(A, B, C, D . . .), cγ
j — концентрация атомов компонен-

та j в фазе γ (γ = {α, β}), Nγ — количество атомов в

γ-фазе.

Энергию переходного слоя на границе двух регуляр-

ных двухкомпонентных растворов можно вычислить с

помощью результатов, полученных в работе [21] для

резкой границы раздела, если представить межфазную

область в виде совокупности тонких слоев постоянного

состава:

FS =
∑

m

( f mNm + f S
mNs

m), (5)

где f m — свободная энергия однородного слоя с но-

мером m в расчете на одну частицу, характеризуемая

неизменными концентрациями компонентов cm
i , опреде-

ленная по аналогии с (4)

f m = f ({cm
i }) =

1

2
z
∑

i j

g i jc
m
i cm

j + kBT
∑

i

cm
i ln cm

i ,

f S
m — энергия взаимодействия между слоями с номе-

ром m и (m + 1) в расчете на одну частицу [21]:

f S
m =

z S

z

(

∑

j>A

�A j(c
m
j − cm+1

j )2

+ 2
∑

i> j>A

1i j(c
m
j − cm+1

j )(cm
i − cm+1

i )

)

.

При записи энергий взаимодействия между атомами

внутри слоев f m и между слоями f S
m были использованы
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Таблица 1. Геометрические характеристики выделений второй фазы в виде плоскопараллельного слоя и сферического кластера

Геометрия выделения a∗ Nβ NS
m Nm η

Плоскопараллельный слой a
(d−l)S

v0

aS
v0

δrmS
v0

z S
z

Сфера

(

3v0
4π

)1/3 (

R−l/2
a∗

)3

b
( rm

a∗

)2 3r2mδrm

(a∗)3
z Sb
3z ≈ 0.443 [17]

обозначения параметров взаимодействия между компо-

нентами сплава �i j и 1i j , определяемые с помощью

энергий парных взаимодействий g i j [21]:

�i j =
z
2

(2g i j − g ii − g j j),

1i j =
1

2
(�Ai + �A j −�i j), i 6= j 6= A. (6)

Теперь энергия переходного слоя между фазами (3)
примет вид

FS = n
∑

m

1Vm

(

f
(

{cm
i }
)

+
z S

z
NS

m

Nm

{

∑

j>A

�A j(c
m
j − cm+1

j )2

+ 2
∑

i> j>A

1i j(c
m
j − cm+1

j )(cm
i − cm+1

i )

}

)

, (7)

где n — количество атомов в единице объема, 1Vm —

объем слоя с номером m. Разность концентраций ком-

понентов между слоями может быть легко выраже-

на с помощью линейного разложения: cm
j − cm+1

j =
= |∇c j |δrm cosφm

j (δrm — толщина слоя с номером m;

φ j — угол между градиентом концентрации ∇c j и

нормалью к поверхности слоя с номером m).
Для осуществления предельного перехода от но-

мера слоя к непрерывно изменяющимся координатам

необходимо сделать предположение о геометрии слоев

постоянной концентрации. Наиболее наглядными здесь

являются случаи плоской и сферической геометрии,

для которых могут быть сделаны достаточно простые

предположения относительно величин
NS

m
Nm

, cosφm
j , δrm .

Значения этих величин могут быть выражены с помо-

щью параметров, зависящих от геометрии решетки b, η
(табл. 1), периода решетки a и объема, приходящегося

на один атом v0 (см. [20,21]).
В том случае, если концентрации компонентов рас-

твора в слоях слабо отличаются друг от друга, ширину

слоя δrm можно считать не зависящей от номера m:

δrm = δr . Границы раздела слоев в рассматриваемых

случаях геометрии выделений можно приблизительно

считать перпендикулярными градиенту концентрации,

поэтому cosφm
j будет принимать значения, близкие

к 1 или −1.

С учетом данных предположений о геометрии выде-

лений удается получить общее выражение для энергии

переходного слоя

FS = n
∫

V S

(

f ({c i}) +
1

2
λ2
{

∑

j>A

�A j

(

∂c j

∂r

)2

+ 2
∑

i> j>A

1i j
∂c i

∂r
∂c j

∂r

}

)

dV, (8)

где использовано значение параметра λ2 = 2ηa∗δr ,
V S — объем, занимаемый переходным слоем. Очевидно,

что данное выражение может быть распространено и

на однородные участки системы, соответствующие вы-

делившимся фазам, где градиенты концентрации обра-

щаются в нуль.

Для анализа выделений в виде плоскопараллельного

слоя формула (8) может быть легко переписана в декар-

товой системе координат с использованием соответству-

ющего значения параметра λ, полученного с помощью

табл. 1.

Выражения (7) и (8) в случае бинарного сплава со-

гласуются с формулами для свободной энергии би-

нарного сплава, полученными на основе континуаль-

ных [22,23] и дискретных [24] моделей твердых рас-

творов (см. также [1,2]). В настоящей работе в отличие

от [22–24] удалось получить обобщенные выражения (7)
и (8) для расчета свободной энергии систем, содержа-

щих произвольное количество компонентов.

3. Основные соотношения
для расчета фазового состава
бинарного сплава, содержащего
наноразмерные выделения
второй фазы

Дальнейшее исследование равновесного фазового со-

става систем с помощью свободной энергии вида (2)
обычно сводится к минимизации свободной энергии с

учетом законов сохранения числа частиц каждого сорта

и вводимых граничных условий [22,23]. При этом уда-

ется вычислить профиль распределения концентрации

компонентов на границе раздела между матрицей и вы-

делением. Процедура минимизации обычно проводится

на основе уравнений Эйлера [1,2,22,23], что приводит к

необходимости решения дифференциального уравнения

(или систем уравнений) второго порядка в частных

производных. Для поиска минимума свободной энергии
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Таблица 2. Граничные условия и функции для расчета профиля концентрации на границе раздела между сопряженными фазами

и среднего состава выделения

Граничные условия Формулы

Плоскопараллельный слой

Условия на границах переходного слоя cB

(

d− l
2

)

= cβ
B , cB

(

d + l
2

)

= cα
B ,

∂cB
∂x

∣

∣ d − l
2

= 0,
∂cB
∂x

∣

∣ d + l
2

= 0

cB(x)
cβB + cαB

2
−

3
4

(

cβ
B − cα

B

)

[(

2x − d
l

)

−
1
3

(

2x − d
l

)3]

∂cB
∂x −

3
2

cβB − cαB
l

[

1−

(

2x − d
l

)2]

c̄β
B cβ

B −

(

19cβ
B − cα

B

) l
32d

c̄β

B при l = d 0.094cα
B + 0.406cβ

B

Сферический кластер

Условия на границах переходного слоя cB

(

R −
l
2

)

= cβ
B , cB

(

R +
l
2

)

= cα
B ,

∂cB
∂r

∣

∣

R −

l
2

= 0,
∂cB
∂r

∣

∣

R +
l
2

= 0

cB(r)
cβB + cαB

2
−

3
4

(

cβ
B − cα

B

)

[

2(r −R)
l − 1

3

{

2(r −R)
l

}3]

∂cB
∂r −

3
2

(cβB − cαB)
l

[

1−

{

2(r −R)
l

}2]

c̄β
B cβ

B −

(

cβ
B − cα

B

)

[

l3

128R3 −
3l2

40R2 +
9l
32R

]

c̄β

B при l = 2R 0.325cα
B + 0.675cβ

B

вида (2) также может быть использован метод теории

возмущений [37]. Вместе с тем процедуру минимизации

свободной энергии можно заметно упростить, сделав

предположение о характере зависимости состава сплава

от координат на границе раздела между сопряженными

фазами.

3.1. А п п р о к с им а ц и я п р оф и л я с о с т а в а н а

г р а н и ц е р а з д е л а м еж д у ф а з а м и. Г р а н и ч ны е

у с л о в и я. В моделях неклассической нуклеации и спи-

нодального распада минимизацию функционала F (2)
чаще всего проводят с использованием граничных усло-

вий [33,38,39]

∂c j

∂r
= 0 при r → 0, c j → ce

j при r → ∞. (9)

При этом вопросы о составе ядра выделения, равновес-

ном составе матрицы, а также о зависимости этих вели-

чин от размера выделения обычно не обсуждаются. Рас-

смотрение данных особенностей в области стабильных и

метастабильных состояний, может быть проведено с ис-

пользованием других граничных условий, приведенных в

табл. 2, связанных с конечностью ширины переходного

слоя l и наличием фаз, характеризуемых однородным

составом. Схематическое отображение профиля состава,

соответствующего сферическому выделению, приведено

на рис. 1.

Наиболее простым приближением для зависимости

состава сплава от координат на границе раздела меж-

ду α- и β-фазами является линейная аппроксимация,

которая была рассмотрена Каном и Хиллардом [22]
вблизи критической температуры. Для описания рас-

пределения компонентов сплава в области сопряжения

фаз будем пользоваться кубической аппроксимацией

(табл. 2), которая является более предпочтительной

Рис. 1. Схематическое изображение профиля концентрации на

границе раздела между матрицей и сферическим выделением

второй фазы.

Физика твердого тела, 2014, том 56, вып. 9



Термодинамика образования наноразмерных выделений вторых фаз с протяженной межфазной... 1829

(по сравнению с линейной) для выбранных граничных

условий, поскольку обеспечивает непрерывность первой

производной ∇cB .

При проведении экспериментов по определению со-

ставов сопряженных фаз в процессе образования частиц

второй фазы весьма важным оказывается выбор алгорит-

ма определения границы выделения. Особенно это важ-

но при определении составов наноразмерных выделений,

поскольку ширина переходной области может превы-

шать линейный размер однородного участка выделения.

Обычно считается, что граница выделения соответству-

ет (или весьма близка) точке перегиба на профиле

концентрации. В выбранном кубическом приближении

граница выделения соответствует составу
(

cβ
B + cα

B

)

/2.

Выбирая, таким образом, положение границы выделе-

ния, можно определить средний (измеряемый) состав

выделения, который оказывается меньше, чем cβ
B , и

может быть вычислен с помощью формулы

c̄β
B =

∫

V
cB(r)dV

V
, (10)

где интегрирование ведется по объему V , занимаемому

выделением. Данный объем определяется радиусом R
для сферических выделений или шириной d для выделе-

ний в виде плоскопараллельного слоя. Расчет среднего

состава выделения с помощью формулы (10) для слу-

чаев их плоской и сферической геометрии приведен в

табл. 2.

Важно заметить, что в рамках рассмотренного при-

ближения могут быть получены некоторые простые

оценки для состава образующейся β-фазы. Очевидно,

что однородный участок второй фазы (т. е. непосред-

ственно β-фаза) возникает для выделений, имеющих

размер R ≥ l/2 (d ≥ l). В данном случае удается по-

лучить оценку для наименьшего возможного среднего

состава выделения, значения которого также приведены

в табл. 2.

3.2. Э н е р г и я б и н а р н о г о с п л а в а, с о д е рж а -

щ е г о н а н о р а з м е р ны е ф а з о в ы е в ы д е л е н и я,

х а р а к т е р и з у емы е п р о т яж е н н о й м ежф а з н о й

г р а н и ц е й. Рассматривая выражение для свободной

энергии в случае бинарного сплава с помощью соотно-

шений (3) и (8), можно получить простую формулу для

свободной энергии

F = f (cα
B) (Nα

A + Nα
B) + f (cβ

B)
(

Nβ
A + Nβ

B

)

+ n
∫

V S

(

f (cB) + �AB
λ2

2
(∇cB)2

)

dV, (11)

где Nγ
i - количество атомов сорта i = {A, B} в фазе

γ = {α, β}, которое связано с составами соответствую-

щих фаз выражениями

cγ
i =

Nγ
i

Nγ
A + Nγ

B

.

Минимизацию свободной энергии (11) необходимо про-

водить с учетом законов сохранения числа атомов обоих

сортов

Nα
A + Nβ

A + n
∫

V S

cBdV = NA,

Nα
B + Nβ

B + n
∫

V S

(1− cB)dV = NB .

Используя метод неопределенных множителей Лагран-

жа, получим минимизируемый функционал в виде

8 = F + µA

(

NA − Nα
A − Nβ

A − n
∫

V S

(1− cB)dV

)

+ µB(NB − Nα
B − Nβ

B − n
∫

V S

cBdV ), (12)

где введены неопределенные множители Лагранжа µA

и µB , имеющие смысл химических потенциалов атомов

соответствующего сорта (см. например, [33,40]), кото-

рые в приближении малости объемной доли выделений

могут быть приняты равными равновесным значени-

ям µA ≈ µe
A, µ ≈ µe

B . Проводя минимизацию функцио-

нала (12) по переменным Nγ
i и толщине переходного

слоя l, по аналогии с [21] можно получить систему

уравнений

cα
m

cβ
m

=
Xα

m

Xβ
m

exp

[

1

kBT
∂1FS

min

∂Nβ
m

]

, (13)

где Xγ
m — равновесное значение концентрации компо-

нента m в фазе γ , определяемое с помощью диаграмм

фазового равновесия, 1FS
min — изменение свободной

энергии при формировании переходного слоя:

1FS = n
∫

V S

(

f (cB) − cBµ
e
B − (1 − cB)µe

A

+ �AB
λ2

2
(∇CB)2

)

dV, (14)

соответствующее условию ∂1FS

∂ l = 0.

4. Расчетные формулы
для анализа фазового состава
бинарных сплавов, содержащих
наноразмерные выделения
второй фазы

Рассмотрим расчет фазового состава на примере би-

нарного сплава для двух практически значимых слу-

чаев, когда выделения имеют плоскую и сферическую

геометрию.

4.1. С л у ч а й п л о с к о й г е ом е т р и и вы д е л е -

н и я. В случае плоской геометрии соотношения для
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расчета свободной энергии переходного слоя с учетом

кубической аппроксимации профиля концентрации cB(x)
принимают вид

1FS = 2n0S

[

lI0 +
6�λ2

5l

(

cβ
B − cα

B

)2
]

. (15)

Здесь мы перешли от координаты x к безразмерной

переменной y = 2x−d
l и ввели обозначение функций

I0 =
1

2

1
∫

−1

1 f (cB(y)) dy,

1 f (cB) = f (cB) − cBµ
e
B − (1− cB)µe

A. (16)

Функция 1 f (cB) для бинарного сплава может быть

легко приведена к виду [22]

1 f (cB) = −�(cB − cβe
B )2

+ kT

(

cB ln

[

cB

cβe
B

]

+ (1− cB) ln

[

1− cB

1− cβe
B

])

. (17)

При этом профиль концентрации может быть получен с

помощью формул из табл. 2.

Поскольку интеграл в выражении (16) не зависит от

ширины переходного слоя и определяется только соста-

вами сопряженных фаз, функция 1FS имеет минимум

для значения ширины переходного слоя, равного

lmin = 2λ
(

cβ
B − cα

B

)

[

6�

5I0

]1/2

. (18)

Энергия переходного слоя, соответствующая условию

минимума, равна

1FS
min = 4n0Sλ

(

cβ
B − cα

B

)

[

6

5
�I0

]
1
2

(19a)

или

1FS =
6

5
NS

min�

(

λ

lmin

)2

(cβ
B − cα

B)2, (19b)

где NS
min = 2n0Slmin — количество атомов в переходном

слое между фазами. Заметим, что полученная формула

для энергии переходного слоя в виде (19b) при пере-

ходе к резкому профилю концентрации с точностью до

численного коэффициента согласуется с формулой (1),
применяемой в классической теории нуклеации.

Отметим также, что в случае перехода к области

нестабильных состояний (когда реализуется механизм

спинодального распада) минимум свободной энергии по

ширине переходного слоя l отсутствует. Это становит-

ся очевидным, если представить изменение плотности

свободной энергии 1 f (cB) в виде разложения в ряд

Тейлора в окрестности точки неустойчивого равнове-

сия ce
B : 1 f (cB) ≈ 1

2

∂2 f
∂2c

∣

∣

ce
B
(cB − ce

B)2. Переход к области

спинодального распада приводит к изменению знака у

первого члена в скобках формулы (15), а следовательно,
к отсутствию минимума свободной энергии по l и

необходимости применения граничных условий типа (9)
вместо граничных условий, указанных в табл. 2. Также

при смене знака второй производной изменяется знак

эффективного коэффициента диффузии [33,34], что обу-

словливает отличия в характере роста второй фазы.

Для определения составов сопряженных фаз необхо-

димо найти производную в показателе экспоненты (13)

∂1FS
min

∂Nβ
m

=
∂1FS

min

∂cβ
m

(δmB − cβ
B)

Nβ
,

которую можно вычислить с помощью формулы (19a) в

виде

∂1FS
min

∂cβ
B

= 4n0Sλ

[

6�

5I0

]1/2(

I0 +
1

2
(cβ

B − cα
B)I ′0

)

,

где использовано сокращенное обозначение для произ-

водной

I ′0 =
∂I0

∂cβ
B

=
1

2

1
∫

−1

∂1 f
∂cB

∂cB

∂cβ
B

dy.

Аналитический вид производных
∂1 f
∂cB

и
∂cB

∂cβB
достаточно

легко можно получить с помощью определений диф-

ференцируемых функций (см. формулы (16) и (17), а

также табл. 2).
4.2. С л у ч а й с ф е р и ч е с к о й г е о м е т р и и в ы -

д е л е н и я. Случай сферической геометрии оказывается

несколько более сложным по сравнению с рассмот-

ренным выше случаем плоских выделений, поскольку

количество атомов в слоях постоянной концентрации

является переменным.

Формула для расчета свободной энергии сплава для

сферического выделения в случае кубической аппрокси-

мации может быть приведена к виду

1FS = 4πn0

[

l
2

1
∫

−1

1 f (cB(ρ)) (R + lρ/2)2dρ

+
3�λ2

70
(cβ

B − cα
B)2
(

l + 28
R2

l

)

]

,

где был выполнен переход от переменной r к безраз-

мерной переменной ρ = 2(r − R)/l . Для дальнейшего

применения в данном выражении удобно представить

свободную энергию в виде разложения по степеням l

1FS = 4πn0

[

l3I2 + 2l2RI1 + lR2I0

+
3�λ2

70
(cβ

B − cα
B)
(

l +
28R2

l

)

]

. (20)
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В данном выражении использованы сокращенные обо-

значения для интегралов Im (m = 0, 1, 2), определяемые
по аналогии с выражением (16) как

Im =
1

2m+1

1
∫

−1

1 f (cB(ρ)) ρmdρ. (21)

Данные интегралы не зависят от ширины переходной

области l, радиуса выделения R и определяются только

составами сопряженных фаз.

Условие для определения ширины межфазного

слоя lmin, для которого достигается минимум его энер-

гии 1FS (20), представляет собой уравнение

3l2I2 + 4lRI1 + R2I0 +
3�λ2

70
(cβ

B − cα
B)2
(

1−
28R2

l2

)

= 0.

(22)

Заметим, что в случае предельного перехода при R → ∞
выражение (22) согласуется с аналогичной формулой

для плоскопараллельного слоя (17). Основное отличие

для данных случаев будет сводиться к разным значениям

параметра λ, которые определяются геометрией выде-

ления.

Для расчета фазового состава с помощью (13) необхо-
димо вычислить производную в показателе экспоненты

∂1FS

∂Nβ
m

=
∂1FS

∂cβ
B

(δmB − cβ
B)

Nβ
+

∂1FS

∂R
(R − l/2)

3Nβ
, (23)

где δmB — символ Кронекера. Вычисление производных

в выражении (23) может быть достаточно легко выпол-

нено с помощью формул (21), (22) и данных табл. 2

∂1FS

∂R
= 4πn0

[

2l2I1 + 2lI0 +
12�λ2

5
(cβ

B − cα
B)2

R
l

]

,

(24)

∂1FS

∂cβ
B

= 4πn0

[

l3I ′2 + 2l2RI ′1 + lR2I ′0

+
3�λ2

35
(cβ

B − cα
B)

(

l +
28R2

l

)]

,

где использовано обозначение

I ′m =
1

2m+1

1
∫

−1

∂1 f
∂cB

∂cB

∂cβ
B

ρmdρ.

Необходимо отметить, что полученные формулы для

расчета как составов сопряженных фаз, так и ширины

переходного слоя могут быть легко приведены к безраз-

мерным величинам переходом к переменным R∗ = R/λ
и l∗ = l/λ, T∗ = T/Tc (Tc = �/2k). Данный переход

позволяет сделать вывод о сходстве рассматриваемых

процессов зародышеобразования для различных систем,

удовлетворяющих приближению регулярных растворов.

5. Результаты моделирования

Рассмотрим результаты моделирования зависимости

равновесного фазового состава сплава от линейных

размеров выделений второй фазы для случая бинар-

ных сплавов на основе разработанной выше модели.

Предположим, что взаимодействие между компонен-

тами сплава описывается параметром � = 0.172 eV, а

температура равна T = 600K. При данных параметрах

растворимости компонентов в макроскопических фазах,

вычисленные на основе теории регулярных растворов,

составляют Xα
B = 4.6 at.% и Xβ

B = 95.4 at.%. Кристалличе-

ская решетка считалась простой кубической с периодом,

равным 0.285 nm.

На рис. 2 и 3 приведены результаты расчета фазового

состава бинарных сплавов с помощью разработанной

выше модели. Как следует из рисунков, выделения в

виде кластеров и плоскопараллельных слоев имеют

сходные свойства: составы сопряженных фаз сближают-

Рис. 2. Результаты расчета фазового состава сплава, содержа-

щего наноразмерные выделения второй фазы в виде плоскопа-

раллельного слоя. 1 — состав второй фазы cβ
B , 2 — средний

состав слоя c̄β

B , 3 — состав матрицы cα
B .

Рис. 3. Результаты расчета фазового состава сплава, содер-

жащего наноразмерные выделения второй фазы в виде сфери-

ческого кластера. 1 — состав второй фазы cβ
B , 2 — средний

состав кластера c̄β

B , 3 — состав матрицы cα
B .
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Рис. 4. Результаты расчета зависимости ширины межфазного

слоя от линейного размера выделения в виде плоскопарал-

лельного слоя (1) и сферического кластера (2). В качестве

линейного размера выделения для плоскопараллельного слоя

принята его толщина d, для сферического кластера — его

радиус R .

ся по мере уменьшения размеров выделений. Данное

сближение обусловлено двумя факторами. Во-первых,

для сравнительно крупных кластеров основное влияние

оказывает наличие протяженного слоя между кластером

и матрицей. Во-вторых, при уменьшении размера вы-

деления наряду с протяженностью межфазной области

имеет место заметное изменение составов сопряженных

фаз (матрицы и ядра кластера). При этом ширина

переходной области между фазами несколько снижается.

На рис. 4 приведены результаты расчета зависимо-

сти ширины переходного слоя между сопряженными

фазами от линейных размеров выделений. Данные за-

висимости для выделений обоих видов имеют сходный

характер: в области достаточно крупных выделений

ширина переходного слоя практически не изменяется,

однако в области выделений малого размера ширина

переходной области уменьшается, что в соответствии с

формулами (18) и (22) связано с изменением составов

сопряженных фаз (рис. 3 и 4). Для крупных выделений

ширина переходного слоя (измеренная в единицах λ)
принимает одинаковые значения.

6. Заключение

В работе рассмотрены особенности формирования на-

норазмерных выделений второй фазы, характеризуемых

протяженной межфазной границей. При этом получены

следующие результаты.

1. Представлены выражения для расчета энергии меж-

фазного слоя двух регулярных растворов, содержа-

щих произвольное количество компонентов и имею-

щего ненулевую толщину. В качестве частного случая

бинарных сплавов из полученных выражений следуют

соотношения, которые согласуются с известными фор-

мулами для поверхностного натяжения, используемыми

в классической и неклассической теории нуклеации, а

также в теории спинодального распада.

2. Проведено рассмотрение фазовых равновесий в би-

нарных сплавах, содержащих наноразмерные выделения

второй фазы и находящихся в области стабильных и

метастабильных состояний. При этом переходный слой

между выделениями и матрицей имеет ненулевую тол-

щину. Получены соотношения для расчета составов со-

пряженных фаз и ширины переходного слоя для частных

случаев выделений, имеющих плоскую и сферическую

геометрию. Показано, что по мере уменьшения ли-

нейного размера выделения до нескольких нанометров

равновесные составы выделения и матрицы сближаются

как за счет изменения составов фаз, так и за счет

наличия протяженного переходного слоя между фазами.

Сближение составов фаз, наряду с ненулевой толщи-

ной переходной области между кластером и матрицей,

обеспечивает снижение работы образования зародышей.

Ширина переходного слоя оказывается сравнимой с раз-

мером самого выделения и составляет величину порядка

нанометра. По мере уменьшения размера выделения

ширина межфазного слоя уменьшается.
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