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Представление уравнения Шредингера в виде классической гамильтоновой системы позволяет построить
единую теорию возмущений как в классической, так и в квантовой механике, основанную на теории
канонических преобразований, а также получить асимптотические оценки близости точного и приближенного
решений уравнений Шредингера.

Основным предметом иследования в нерелятивист-
ской квантовой теории является уравнение Шрединге-
ра [1]

i~
∂Ψ(q, t)

∂t
= ĤΨ(q, t), (1)

где i 2 = −1; ~ = 1.054·10−27 erg·s — постоянная Планка;
q = (q1, q2, . . . , qn) — вообще говоря, точка конфигура-
ционного пространства соответствующей классической
системы; t — время; Ψ(q, t) — комплекснозначная функ-
ция с интегрируемым квадратом модуля; Ĥ — самосо-
пряженный (симметрический) оператор, действующий в
гильбертовом пространстве.

Уравнение Шредингера (1) должно решаться при со-
ответствующих начальном Ψ(q, 0) = Ψ0(q) и некоторых
граничных условиях.

Случай, изучаемый в теории возмущений, возникает
при возможности представления оператора Ĥ в виде
суммы

Ĥ = Ĥ0 + εV̂, 0 < ε� 1 (2)

двух самосопряженных операторов, причем соответству-
ющая задача (1) для оператора Ĥ0 предполагается точно
решаемой (порождающее приближение), а второй опе-
ратор мал в некотором смысле (возмущение) [2].

Большинство физически интересных задач оказывают-
ся при этом математически некорректными, так как опе-
раторы возмущения обычно не являются ограниченными
и даже самосопряженными. Последнее связано с тем,
что физики практически никогда не различают понятия
самосопряженного и симметрического операторов. Это
ведет к тому, что область задания оператора в гильбер-
товом пространстве остается неясной, что не позволяет
применить методы спектральной теории [2,3]. В силу
этого при практических расчетах трудно указать условие
применимости теории возмущений и дать оценку разно-
сти между точным и приближенным решением.

Однако, оказывается возможным приведение уравне-
ния Шредингера к хорошо изученному в нелинейной
механике виду классической гамильтоновой системы,
позволяющему применить строго обоснованные и более
доступные по технике методы классической механики
для его исследования. Рассмотрим уравнение (1) с опе-

раторами Шредингера (2), т. е. задачу

i~
∂Ψ(q, t)

∂t
= (Ĥ0 + εV̂)Ψ(q, t),

Ψ(q, 0) = Ψ0(q), (3)

где оператор Ĥ0 не зависит от времени, ε — формальный
малый параметр.

Наряду с задачей (3) рассматривается порождающее
приближение, получающееся из (3) при ε = 0,

i~
∂Ψ0(q, t)

∂t
= Ĥ0Ψ

0(q, t), Ψ0(q, 0) = Ψ0(q). (4)

Общее решение задачи (4), найденное методом Фурье,
может быть представлено в виде (спектр для простоты
предполагается дискретным)

Ψ0(q, t) =
∞∑

n=0

c0
nψ

0
n(q) exp(−iω0

nt),

c(0)
n =

∫
Ψ0(q)ψ0∗

n (q)dq, ω0
n = E0

n/~, (5)

где ψ0
n(q), E0

n являются собственными функциями и
собственными значениями задачи

Ĥ0ψ
0
n(q) = E0

nψ
0
n(q), (6)

звездочкой обозначено комплексное сопряжение.
Из самосопряженности оператора Ĥ0 следует, что для

Ψ(q, t) ∈ L2 справедливо разложение

Ψ(q, t) =
∞∑

n=0

cn(t)ψ
0
n(q) exp(−iω0

nt). (7)

Подставляя разложение (7) в (3), находим уравнения
для коэффициентов разложения cn(t), c∗n(t)

ċn(t) = −i ε
∞∑

m=0

vnmcm(t) exp(−iω0
mnt),

ċ∗n(t) = i ε
∞∑

m=0

vmnc
∗
m(t) exp(iω0

mnt), (8)
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vmn(t) =
1
~

∫
ψ0∗

m (q)V̂(q, t)ψ0
n(q)dq, (9)

где точкой обозначена производная по времени,
ω0

mn = ω0
m− ω0

n.
Система уравнений (8) оказывается гамильтоновой (в

классическом смысле) с функцией Гамильтона

εH1(c, c∗, t) = −i ε
∞∑

n,m=0

vnmc∗ncm exp(iω0
nmt), (10)

описывающей классическую распределенную систему с
бесконечным числом внутренних резонансов. Гамиль-
тоновость обеспечивается эрмитовостью матрицы vnm

(самосопряженностью оператора возмущения). Выделяя
главный резонанс ω0

n = ω0
m, функцию Гамильтона (10)

можно представить в виде

εH1(c, c∗, t) = −i εvnncnc
∗
n

− i ε

∞∑′

n,m=0

vnmc∗ncm exp(iω0
nmt). (11)

Переходя от переменных cn, c∗n к вещественным пере-
менным действие–угол In, ψn, по формулам

cn =
√

In exp(−iψn), In = cnc∗n,

c∗n =
√

In exp(iψn), ψn = −arctg
(cn − c∗n)

i (cn + c∗n)
(12)

систему (8) можно представить в виде

İn = ε2
∞∑′

m=0

√
InIm Im {vnmexp[−i (ψm− ψn + ω0

mnt)]},

ψ̇n = εvmn + ε

∞∑′

m=0

√
In
Im

× Re {vnmexp[−i (ψm− ψn + ω0
mnt)]}, (13)

а функцию Гамильтона (12) в виде

εH1(I , ψ, t) = ε

∞∑
m,n=0

vmn
√

InIm

× exp[−i (ψm− ψn + ω0
mnt)], (14)

где штрих у знака суммы означает, что выделен главный
резонанс, т. е. слагаемые с n = m.

Системы (8) и (13) не содержат постоянной Планка
в явном виде и являются классическими гамильтоновы-
ми системами с бесконечным числом внутренних резо-
нансов. Методы их исследования прекрасно разработа-
ны в трудах Н.Н. Боголюбова, Ю.А. Митропольского,
Е.А. Гребеникова, В.И. Арнольда и их учеников [4–8].
В частности, оценка по норме разности точного и при-
ближенного решений и условий применимости метода

усреднения для этих систем дается теоремой Ф.С. Ло-
ся [4,9], являющейся обобщением теоремы Н.Н. Бого-
любова для случая бесконечномерного координатного
гильбертова пространства.

Используя метод усреднения, можно построить при-
ближенное решение систем (8), (13), аппроксимирую-
щее точное с любой наперед заданной точностью.

Каноническая форма систем (8), (13) позволяет про-
вести переход к эволюционным уравнениям, оперируя
только функциями Гамильтона (10), (11) или (14), т. е.
вычисляя усредненную функцию Гамильтона. Например,
для (10), (11) второе приближение H̄(2) для усредненно-
го гамильтониана строится по формулам

H̄(2)(c̄, c̄∗) = εH̄1(c̄, c̄∗) + ε2H̄2(c̄, c̄∗),

H̄1 = 〈H1〉, H̄2 = −

〈
∂H̃1

∂ c̄∗
∂{H1}

∂ c̄

〉
, (15)

где c̄n, c̄∗n — эволюционные составляющие переменных
cn, c∗n и использованы обозначения

〈 f 〉 = lim
T→∞

1
T

t0+T∫
t0

f (c̄, c̄∗, t)dt,

f̃ (c̄, c̄∗, t) = f (c̄, c̄∗, t)− 〈 f 〉,

{ f} =

∫
f̃ (c̄, c̄∗, t)dt, (16)

причем появляющаяся при вычислении последней ква-
дратуры произвольная функция медленных переменных
c̄, c̄∗ положена равной нулю.

Заметим, что H̄ является интегралом движения
усредненных уравнений, т. е. адиабатическим инвариан-
том [7,8].

Первое приближение c̄(1)
n для коэффициентов разло-

жения cn находится по формуле c(1)
n = c̄n, где c̄n

удовлетворяет уравнениям

˙̄c n = ε
∂H̄1

∂ c̄∗n
. (17)

Второе приближение c(2)
n для коэффициентов разложе-

ния cn вычисляется по формулам

c(2)
n = c̄n + ε

∂{H1}

∂ c̄∗n
, (18)

где второе приближение для эволюционных составляю-
щих c̄(2)

n находится из уравнений

˙̄c n = ε
∂H̄1

∂ c̄∗n
+ ε2 ∂H̄2

∂ c̄∗n
. (19)

Таким образом, отождествлять переменные cn и их
эволюционные составляющие можно только в первом
приближении. Полученные соотношения позволяют по
единым формулам проводить расчет в классической и
квантовой механике.
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