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Проведен анализ электростатического взаимодействия двух заряженных электропроводных шаров при
малых расстояниях между ними, когда существенную роль играют поляризационные эффекты. Показано,
что короткодействующие поляризационные силы приводят к притяжению одноименно заряженных шаров,
которое заменяет силы отталкивания зарядов одного знака при достаточном сближении.

1. Задача исследования электростатического взаимо-
действия двух близко расположенных заряженных ча-
стиц (капель) во внешнем электрическом поле предста-
вляет интерес как в связи с проблемой расчета констант
коагуляции в заряженных аэродисперсных системах есте-
ственного и искусственного происхождения, так и в
связи с расчетами закономерностей распдада капель,
неустойчивых по отношению к собственному и поляри-
зационному поверхностному заряду [1–8]. Как правило,
при расчетах электростатического взаимодействия пары
заряженных частиц используется закон Кулона как при
больших, так и при малых расстояниях между ними. В
то же время давно известно [9], что при сближении за-
ряженных частиц на малые расстояния (характерные для
процессов коагуляции и распада капель) существенную
роль начинает играть поляризационное взаимодействие
между ними. В итоге при некоторых соотношениях
между размерами и зарядами одноименно заряженных
частиц они не отталкиваются, а притягиваются. Однако
этим эффектом, как правило, пренебрегали ввиду то-
го, что аналитичeские выражения, описывающие силу
и энергию электростатического взаимодействия заря-
женных частиц с учетом поляризационных эффектов,
содержат весьма громоздкие ряды, малоудобные для
практических расчетов. Появление в последние годы
пакетов математических программ для аналитического
счета сделало возможным количественный и качествен-
ный анализ электростатического взимодействия близко
расположенных заряженных сферических частиц. Этому
же способствовал и предложенный в [10] способ упроще-
ния вышеупомянутых плохо сходящихся рядов в точном
аналитическом выражении для энергии взимодействия
двух заряженных электропроводных шаров [9].

2. Пусть имеются два проводящих шара с радиусами R1

и R2 и зарядами q1 и q2, расположенных на расстоянии
l между центрами. В результате действия электрической
индукции заряд первого шара создает во втором электро-
статическое изображение Q11, которое в свою очередь
становится источником изображения q12 в первом шаре.
Таким образом, напряженность поля в произвольной
точке A между шарами на оси, соединяющей их центры,

создается бесконечным числом зарядов изображений,
формирующихся в обоих шарах. Если заряжен только
первый шар, а q2 = 0, то напряженность поля в точке A
представляется в виде [9]
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параметр β связан с расстоянием между центрами шаров
соотношением

cosh(β) =
r 2(1 + γ)2 − (1 + γ2)

2γ
.

Пусть теперь первый шар не заряжен q1 = 0, а второй
имеет заряд q2. Тогда для напряженности в точке A
имеем
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В случае, когда оба шара имеют различные заряды,
напряженность поля в точке A равна

EA = EA1 + EA2.

Интересующие нас потенциальную энергию взаимо-
действия шаров и силу, действующую на каждый из них,
можно выписать в виде [9,10]

W =
1 + γ

2α
α2c11 − 2αc12 + c22

c11c22 − c2
12

, α ≡ q2/q1, (1)

Fl = −
∂W
∂ l

, (2)

где ci j — емкостные коэффициенты, определенные в
единицах R1/k соотношениями
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Обезразмерим энергию взаимодействия (1) на
k|q1q2|/(R1 + R2) и получим

W =
1 + γ
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α2c11 − 2αc12 + c22

c11c22 − c2
12

. (3)

Сила взаимодействия F , обезразмеренная на вели-
чину силы кулоновского взаимодействия точечных за-
рядов q1 и q2, находящихся на расстоянии, равном
расстоянию между центрами соприкасающихся шаров
k|q1q2|/(R1 + R2)

2, может быть представлена в форме
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(4)
Производные от емкостных коэффициентов по β, обо-

значенные штрихами, определены соотношениями
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Для дальнейшего компьютерного анализа полученных
выражений энергии (3) и силы (4) используем под-
становку, предложенную в работе [10]: введем новую
переменную z ≡ exp(−β) и, полагая cosh(β) ≡ y,
получим
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3. На рис. 1 в пространстве параметров безразмерного
расстояния r ≡ l/(R1 + R2) и отношения зарядов
α ≡ q1/q2 приведена поверхность безразмерной энер-
гии W электростатического взаимодействия заряженных
проводящих шаров при фиксированном значении отно-
шения их радиусов γ = 0.3, рассчитанная по (3) с
учетом (5). Несложно видеть, что для одноименно заря-
женных шаров (α > 0) энергия взаимодействия прини-
мает как положительные, так и отрицательные значения,
тогда как для разноименно заряженных шаров (α < 0)
знак энергии взаимодействия остается неизменным. Это
обстоятельство прдеставляется очевидным, поскольку
энергия поляризационного взаимодействия заряженных
электропроводных тел всегда отрицательна независимо
от знаков их зарядов, так же как и энергия кулонов-
ского взаимодействия зарядов противоположного знака.
Энергия же кулоновского взаимодействия одноименно
заряженных тел положительна и при сложении с отри-
цательной энергией поляризационного взаимодействия,
быстро растущей с уменьшением расстояния между
телами, приводит к отрицательным значениям полной
энергии.
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Рис. 1. Зависимость безразмерной энергии электростатиче-
ского взаимодействия заряженных проводящих шаров W от
отношения их зарядов α и безразмерного расстояния между
их центрами r . γ = 0.3.

Рис. 2. Зависимость безразмерной силы F , действующей на
каждый из одноименно заряженных шаров, от безразмерного
расстояния между их центрами r и отношения их зарядов α.
γ = 0.3.

На рис. 2 в пространстве параметров r и α при
фиксированном отношении радиусов шаров γ = 0.3
показана поверхность безразмерной силы, действующей
на каждый из шаров. Видно, что в большей части исполь-
зованной при расчетах области значений параметров r
и α одноименно заряженные шары притягиваются, за
исключением небольшой области, ограниченной малыми
значениями отношений зарядов шаров и расстояний
между ними, в которой между одноименно заряжен-
ными шарами действуют силы отталкивания. Область,
в которой при малых расстояниях действуют силы
отталкивания, соответствует подробно рассмотренному
в [10] случаю, когда отношение зарядов шаров равно
отношению квадратов их радиусов (когда напряженности

поля собственного заряда у поверхности шаров равны),
в такой ситуации между одноименными зарядами силы
отталкивания действуют при как угодно малых расстоя-
ниях.

Сказанное по поводу рис. 2 иллюстрируется также
двумерными графиками рис. 3, a–c, где представлены
зависимости безразмерной силы F , действующей на
каждый шар, от отношения зарядов при γ = 0.3 и
различных значениях расстояния r . Из рис. 3, a следует,
что при очень малом расстоянии (r = 1.0001) между
одноименно заряженными шарами сила, действующая
на каждый из них, есть сила притяжения, причем ее
значения, уменьшающиеся с ростом α, весьма велики
при малых α: более чем на пять порядков превышает
силу кулоновского взаимодействия точечных зарядов q1
и q2, находящихся на расстоянии, равном расстоянию
между центрами шаров при соприкосновении (это вид-
но из способа обезразмеривания силы). На расстоянии
r = 1.01 (рис. 3, b) сила отталкивания, действующая
на шары с увеличением α, сначала убывает до нуля,
меняет знак и становится силой притяжения, достигает
максимума и с дальнейшим увеличением α убывает до

Рис. 3. Зависимость безразмерной силы F , действующей на
каждый из одноименно заряженных шаров, от отношения из
зарядов α при γ = 0.3; r : a — 1.0001, b — 1.01, c — 1.1.
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Рис. 4. Зависимость безразмерной энергии W от отношения
их зарядов α и отношения радиусов γ . r = 1.01.

Рис. 5. Поверхность, разделяющая области значений пара-
метров α, γ, r , в которых между одноименно заряженными
шарами действуют силы отталкивания и силы притяжения.

нуля, опять меняет знак и снова становится силой оттал-
кивания. При r = 1.1 (рис. 3, c) в использованной при
расчетах области значений параметров на одноименно
заряженные проводящие шары действует только сила
притяжения.

Большие значения силы притяжения, возникающие
между одноименно заряженными частицами при малых
расстояниях между ними (рис. 3, a), соответствуют боль-
шим значениям напряженности электростатического по-
ля и в реальной ситуации приведут к электрическому
пробою воздушного (или вакуумного) промежутка ме-
жду сближающимися одноименно заряженными части-
цами, сопровождающемуся перераспределением заряда
между ними. Направление переноса заряда при разряде
между одноименно заряженными частицами определяет-

ся направлением уменьшения электростатической энер-
гии системы при таком процессе. На рис. 4 приведена
зависимость безразмерной энергии электростатического
взаимодействия двух проводящих шаров W от отношения
их зарядов α и отношения радиусов γ . Имея в виду, что
самопроизвольно в замкнутой системе могут идти только
процессы, приводящие к уменьшению потенциальной
энергии системы (в рассматриваемой ситуации энергии
электростатического взаимодействия), из рис. 4 неслож-
но видеть, что при α > 0 и постоянном отношении
радиусов шаров (при γ = const) потенциальная энергия
будет уменьшаться только при увеличении отношения
зарядов α.

Если сближаются не твердые шары, а заряженные
капельки, то еще при меньших значениях напряженно-
сти, чем требуется для пробоя воздушного промежутка,
реализуется электростатическая неустойчивость поверх-
ности одной из капелек, сопровождающаяся выбросом
струйки жидкости в сторону соседней, как это наблю-
далось в экспериментах [11–15], что может привести к
коагуляции одноименно заряженных капель. Для анализа
направления переноса заряда и массы жидкости при
реализации электрогидродинамической неустойчивости
одноименно заряженных капель в униполярно заряжен-
ных жидкокапельных системах можно опять же восполь-
зоваться рис. 4, из которого видно, что потенциаль-
ная энергия замкнутой системы из двух шаров будет
уменьшаться при увеличении отношения радиусов α и
увеличении отношения радиусов γ , т. е. будет иметь
место тенденция α → 1, γ → 1, поскольку точка
α = 1, γ = 1 характеризуется наименьшим значением
потенциальной энергии на рис. 4.

На рис. 5 в пространстве параметров α, γ, r , опреде-
ляющих отношение зарядов, радиусов и безразмерное
расстояние, приведена поверхность (на которой сила,
определенная соотношением (4) обращается в нуль),
разделяющая области значений парметров, в которых
между одноименно заряженными шарами действуют си-
лы отталкивания (ниже приведенной поверхности) и
притяжения (выше приведенной поверхности).

Заключение

При сближении одноименно заряженных электропро-
водных частиц (капель) силы электроститческого оттал-
кивания сменяются на силы поляризационного притяже-
ния при малых расстояниях между частицами (каплями).
Напряженность электростатического поля между вер-
шинами сближающихся капель при малых расстояниях
между ними может стать достаточной для реализации
электрического пробоя воздушного (вакуумного) про-
межутка, в результате чего будет иметь место перенос
заряда между твердыми частицами, а между каплями,
кроме того, будет переноситься и жидкость вследствие
развития неустойчивости заряженной поверхности жид-
кости в окрестности вершин сближающихся капель.
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