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Рассчитана функция распределения времени релаксации F(τ ) в рамках метода случайного поля. Функция
F(τ ) выражена через функцию распределения случайного электрического поля f (E) с учетом полученной
в работе зависимости времени релаксации τ от электрического поля. Функция распределения f (E)
была рассчитана с использованием статистической теории в рамках метода случайного поля. Учтены
нелинейные вклады случайного поля и пространственные корреляционные эффекты между случайно
распределенными электрическими диполями. На основе расчетов, проведенных для смешанной сегнето-
стекольной фазы с сосуществованием ближнего и дальнего полярного порядка, показано, что нелинейные
вклады случайного поля приводят к асимметричной функции распределения времени релаксации, тогда как в
случае только линейных вкладов F(τ ) — симметричная функция. На основании сравнения рассчитанных
F(τ ) с эмпирическими функциями, извлеченными из известных законов для диэлектрического отклика
Кола–Кола (CC), Девидсона–Кола (DC), Кольрауха–Вильямса–Ватса (KWW) и Гавриляка–Негами (HN)
установлено, что эти законы соответствуют разупорядоченным системам с сосуществованием ближнего и
дальнего порядка. Различные формы F(τ ) определяются линейными (CC) либо нелинейными (DC, KWW,
HN) вкладами случайного поля.

Аномалии динамических свойств являются характер-
ной особенностью разупорядоченных сегнетоэлектри-
ков, полимеров и композитов.
В частности, сильная дисперсия динамической магнит-

ной или диэлектрической восприимчивости наблюдались
во многих спиновых или дипольных стеклах (см., на-
пример, [1] и ссылки в ней). Дисперсия обычно связы-
вается с существованием в разупорядоченных системах
широкого спектра времен релаксации, который может
быть извлечен из наблюдаемой частотной зависимости
восприимчивости [2]. Для этого обычно используется
модель суперпозиции нескольких релаксационных про-
цессов с различными временами релаксации, описыва-
емымх законом Дебая. В такой модели динамические
характеристики (частотная зависимость поляризации,
диэлектрической восприимчивости и т. п.) могут быть
рассчитаны путем усреднения с использованием функ-
ции распределения времен релаксации F(τ ) в предпо-
ложении параллельных (независимых) релаксационных
процессов. Ключевой вопрос такого подхода — вид
функции распределения времен релаксации. До настоя-
щего времени практически не было расчетов этой функ-
ции в рамках какой-либо физической модели и исполь-
зовалось несколько простых эмпирических форм F(τ ).
Одна из них была предложена Фрелихом [3], который
предположил, что F(τ ) равна некоторой постоянной по-
ложительной величине в некоторой области [τ0, τ1] вре-
мен релаксации и равна нулю вне этой области. Но такая
функция не позволила описать диэлектрический отклик,
который представляется более сложными, чем простой

закон Дебая, функциями, такими как Кола–Кола (CC),
Девидсона–Кола (DC), Гавриляка–Негами (HN) и дру-
гими законами, полученными эмпирически [4]. Было
показано, что для описания отличного от дебаевского
отклика необходимы различные сложные эмпирические
формы F(τ ) [5]. Очевидно, однако, что использование
функций распределения, извлеченных из наблюдаемого
диэлектрического отклика, не позволяет выяснить фи-
зическую природу аномалий отклика разупорядоченных
систем.
Недавно были выполнены расчеты линейного [6,7]

и нелинейного [8] по внешнему постоянному
электрическому полю диэлектрического отклика
сегнетоэлектрических релаксоров типа PbMg1/3Nb2/3O3

(PMN), PbSc1/2Nb1/2O3 (PSN), Pb1−xLaxZr0.35Ti0.65O3

(x = 0.7−0.9; PLZT).
Случайное электрическое поле, создаваемое из-за

беспорядка в замещении ионов вакансиями свинца,
кислорода и другими несовершенствами решетки, бы-
ло рассмотрено как основная причина особенностей
динамических свойств, поскольку случайное поле из-
меняет барьеры между различными ориентациями ди-
полей. В рамках этой модели были получены: закон
Фогеля–Фулчера в температурной зависимости времени
релаксации, протяжения экспонента во временной зави-
симости поляризации [6] и ряд интересных особенностей
в нелинейной восприимчивости [8].
В настоящей работе метод случайного поля был

применен к расчету функции распределения времен
релаксации. Рассмотрено влияние случайного электри-
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ческого поля на барьеры прямоугольной и параболиче-
ской формы. Функция распределения времен релаксации
была рассчитана с помощью функции распределения
случайного поля с учетом линейных [9] и нелинейных
вкладов, а также пространственных корреляционных
эффектов [10].

1. Связь между распределениями
случайного поля и времени
релаксации

1.1 О бщи е с о о т н оше н и я. Случайное электриче-
ское поле E является характерной особенностью раз-
упорядоченных систем. Наличие этого поля приводит к
тому, что все физические свойства, включая время ре-
лаксации, также становятся случайными величинами, и,
в частности, τ = τ (E). Детальный вид этой зависимости
будет рассмотрен далее. Распределение случайного элек-
трического и упругого полей было рассчитано в [9–11]
соответственно в рамках статистической теории. Зна-
ние функции распределения f (E) позволяет рассчитать
функцию распределения τ при известной связи τ и E
с использованием известных формул теории вероятно-
сти. В простейшем случае, когда τ (E) — однозначная
непрерывная функция E, теория вероятности дает [12]

F(τ ) = f (E(τ ))
∣∣∣∣dE(τ )

dτ

∣∣∣∣ , (1)

где E(τ ) — обратная функция, которая позволяет опре-
делить значение поля E, соответствующее заданному
значению τ .
В более общем случае, когда τ (E) — неоднознач-

ная функция E, т. е. одному значению τ соответствует
несколько различных значений E (E1, E2, . . ., En),
пространство значений E разделяется на n областей,
содержащих указанные точки E1, E2, . . ., En, в каждой
из которых функция τ (E) однозначна и непрерывна.
В результате во всем пространстве полей F(τ ) может
быть представлена как сумма выражений (1) в областях
монотонного поведения τ (E), а именно [12]

F(τ ) =
n∑

i=1

f (Ei (τ ))
∣∣∣∣dEi (τ )

dτ

∣∣∣∣ . (2)

Формула (2) представляет общее выражение функ-
ции распределения одной случайной величины через
функцию распределению другой величины для известной
связи между ними. В частности, уравнение (2) было ис-
пользовано для расчета функции распределения случай-
ного поля в случае существенного вклада нелинейных и
корреляционных эффектов [10].
1.2. В л и я н и е э л е к т р и ч е с к о г о п о л я н а

в р ем я р е л а к с а ц и и. Обычные сегнетоэлектрические
материалы типа PbTiO3, BaTiO3, обладающие дальним

полярным порядком, имеют единственное время релак-
сации, характеризующее скорость восстановления ма-
кроскопической поляризации после возмущения систе-
мы внешним воздействием.
Разупорядоченные системы, например релаксоры,

имеют широкий спектр времен релаксации, поскольку
их наиболее вероятные состояния — дипольное стекло
(имеющее лишь наноразмерные полярные кластеры, т. е.
ближний полярный порядок) и сегнето-стекольная фаза
с сосуществованием ближнего и дальнего порядков. По-
скольку в рассматриваемых разупорядоченных системах
полярный порядок обычно обусловлен выстраиванием
электрических диполей, их разориентация может быть
основным механизмом релаксации. Обычно температур-
ная зависимость вероятности разориентации диполей
описывается законом Аррениуса, так что скорость ре-
лаксации может быть записана в виде

1
τ

=
1
τ0

exp

(
−U

T

)
, (3)

где U — высота барьера между эквивалентными направ-
лениями диполя.
Можно думать, что в разных точках образца высота

барьера будет разной из-за изменения типа и числа
ионов, окружающих рассматриваемый диполь. Это изме-
нение окружения выражается через изменение локально-
го электрического поля, и может быть учтено функцией
распределения случайного поля.
Чтобы получить взаимосвязь времени релаксации τ

и случайного поля E, рассмотрим релаксационную дина-
мику диполя, имеющего две эквивалентные ориентации,
в случайном электрическом поле. Рассмотрение показа-
ло, что время релаксации зависит главным образом от
формы потенциала U(x), в котором движется диполь.
В отсутствие случайного поля (E = 0) потенциал
U(x) ≡ U0(x) является симметричным с максимумом
при x = 0, и U(x = 0) ≡ U соответствует высоте
барьера в обычном законе Аррениуса (3). В присутствии
случайного поля потенциал становится асимметричным
и может быть записан следующим образом:

U(x) = U0(x) ± eElocx. (4)

Функция U0(x) может быть представлена в виде
постоянного члена (прямоугольный барьер) либо в виде
суммы U и ряда по степеням x, вид которого определяет-
ся симметрией. Из рис. 1 видно, что для прямоугольного
барьера высота барьера является линейной функцией
поля. Можно показать, что для параболического барьера
изменение его высоты пропорционально квадрату поля.
В дальнейшем будем рассматривать барьер прямоуголь-
ной формы, так что закон Аррениуса преобразуется к
виду

1
τ

=
1
τ0

ex p

(
−U ± dEloc

T

)
, (5)

где d — дипольный момент.
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Рис. 1. Влияние электрического поля E на двухъямный по-
тенциал U(x) с прямоугольным барьером. E = 0 — сплошная
линия, E < 0 — штриховая линия, E > 0 — пунктирная линия.

Из соотношения (5) видно, что электрическое поле
уменьшает барьер для ориентации диполя вдоль поля
и увеличивает его для ориентации против поля.
Окончательный вид зависимости времен релаксации

от E может быть получен после усреднения (5) по воз-
можным ориентациям электрического диполя. Квантово-
статическое усреднение с гамильтонианом H = −dEloc

дает

〈τ 〉 = τ̄0
Sp exp(d∗E/T − H/T)

Sp exp(−H/T)
= τ̄0

ch(2d∗E/T)
ch(d∗E/T)

,

τ̄0 = τ0 exp

(
U
T

)
. (6)

В (6) мы учли,что dEloc = d∗E, где d∗ — эффективный
дипольный момент. Из (6) видно, что случайное поле
увеличивает время релаксации, т. е. препятствует реори-
ентации электрических диполей.

2. Распределение времен релаксации

2.1. О бщи е у р а в н е н и я. Формула (6) приводит
к следующему соотношению между электрическим по-
лем и безразмерным временем релаксации t ≡ 〈τ 〉

τ̄
> 1:

E(t) = kTarch

(
1
4
(t +

√
t2 + 8)

)
≡ kT f 0±(t), (7)

где знаки ± соответствуют двум ветвям функции

arch(x) = ln
(

x ±
√

x2 − 1
)
. (8)

Эти две ветви соответствуют двум значениям i = 1, 2
в формуле (2), из которой можно получить функцию
распределения времени релаксации, подставляя E(t)

в виде (7), (8) в функцию распределения электрических
полей. В простейшем случае, когда только электриче-
ские диполи являются источниками случайного поля,
эту функцию распределения можно записать в гауссовой
форме

f l (E) =
1√
2π1

exp

(
− (E − E0L)2

212

)
. (9)

Здесь

1 =

√
32π
15

r 3cn
d∗

ε0r 3c
, E0 =

4πnd∗

ε0
,

L — число когерентно-ориентированных диполей, n,
d∗, r c и ε0 — соответственно концентрация, эффек-
тивный момент диполя, радиус корреляции и стати-
ческая диэлектрическая проницаемость „материнской“
решетки [9]. Индекс l в (9) означает, что функция
распределения записана в линейном по E приближении.
Подставляя (9) и (7) в формулу (2), получаем следу-
ющее выражение для функции распределения времени
релаксации:

F(t) =
b1√
π

{∣∣∣∣d f 0+
dt

∣∣∣∣ exp[−b2(υ f 0+(t) − L(υ, z))2]

+
∣∣∣∣d f 0−

dt

∣∣∣∣ exp[−b2(υ f 0−(t) − L(υ, z))2]

}
, (10 a)

d f 0±
dt

= ± 1√
2

1 + t/
√

t2 + 8√
t2 + t

√
t2 + 8− 4

, (10 b)

где мы ввели безразмерные параметры, удобные для
численных расчетов,

b1 =
kT

2
√

nB
≡ υb2, b2 =

E

2
√

nB
=

1
2

√
15πz,

z = nr3c, υ =
kT
E0

, B =
16
15

πr 3c

(
d∗

ε0r 3c

)2

. (11)

2.2. Ф у н к ц и я р а с п р е д е л е н и я в р ем е н и
р е л а к с а ц и и в п р и б л иже н и и с р е д н е г о п о л я.
В параэлектрической и сегнетоэлектрической фазах все
свойства разупорядоченных сегнетоэлектриков, включая
распределение времени релаксации, могут быть рассчи-
таны в приближении среднего поля. В этом приближе-
нии функция распределения случайного поля представ-
ляется в виде δ-функции, а именно δmf(E) = δ(E − E0L)
(линейный случай) и δ(E−E0L(1+αE2

0L2)) (нелинейный
случай, α — константа нелинейности [10]). В сегне-
тоэлектрической фазе L 6= 0, в параэлектрической —
L = 0. Подстановка этих функций в формулу (1) дает
для линейного вклада случайного поля

Fmf(t) = δ(E(t) − E0L)
∣∣∣∣dE(t)

dt

∣∣∣∣ . (12)
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Учитывая, что f (x)δ(x − a) = f (a)δ(x − a) и δ( f (x))
=

∑
k

δ(x−xk)
| f ′(xk)| (см., например, [12]), где xk — действитель-

ные корни уравнения f (x)
∣∣
x=xk

= 0, можно переписать
уравнение (12) в виде

Fmf(t) = δ(t − tmf). (13)

Здесь tmf — единственный корень уравнения
E(t)−E0L = 0 для линейного случая. Формула (13) спра-
ведлива и в нелинейном случае, однако, время релакса-
ции в приближении среднего поля tmf определяется как
корень уравнения E(t)−E0L(1+αE2

0L2) = 0. В параэлек-
трической фазе (L = 0) tmf = 1, как видно из формул (7),
(8), т. е. τmf = τ̄0 = τ0 exp(U/kT). В сегнетоэлектриче-
ской фазе (L 6= 0) появляется дополнительная темпера-
турная зависимость времени релаксации. В частности,
при LE0/kT � 1 τmf = τ0 exp((U + LE0)/kT) (линейный
случай) и τmf = τ0 exp[(U + LE0(1 + αE2

0L2))/kT] (нели-
нейный случай, где параметр порядка L = L(T)). Отме-
тим, что зависящие от L члены в показателе экспоненты
отражают влияние среднего поля на высоту барьера.
2.3. Ч и с л е н ны е р а с ч е ты ф у н к ц и и р а с п р е -

д е л е н и я в р е м е н и р е л а к с а ц и и. Расчеты функции
распределения времени релаксации вне приближения
среднего поля, т. е. для состояния дипольного стекла ли-
бо смешанной сегнето-стекольной фазы, были выполне-
ны численно на основе уравние (10a) (линейный случай)

Рис. 2. Функция распределения времени релаксации для сла-
бых случайных полей (линейный случай). Параметры расчета:
υ = 0.3, z = 1 (1), z = 10 (2).

и уравнений (2), (7) (нелинейный случай). В послед-
нем случае в функции распределения случайных полей
были учтены нелинейные и корреляционные эффекты
аналогично работе [10]. Поскольку спектр времен ре-
лаксации в разупорядоченных системах очень широкий
(1 6 τ /τ̄0 = t < ∞), мы построили F(t) в масштабе ln t,
как принято в большинстве работ. По этой же причине
авторы не включали d f 0±/dt ∼ d ln t/dt в построенные
кривые, поскольку эта производная становится посто-
янной для достаточно больших значений t . Результаты
расчетов функции распределения времени релаксации
в линейном случае представлены на рис. 2. Чтобы
исключить из рассмотрения параэлектрическую фазу,
мы выбрали υ = T/Tcmf < 1 и рассмотрели два значения
концентрации диполей z = nr3c = 1 и 10 (кривые 1
и 2 соответственно). Величина z = 1 характерна для
смешанной сегнето-стекольной фазы, тогда как z = 10
соответствует достаточно высокой степени дальнего по-
рядка в системе. В этом случае функция распределения
должна приближаться к δ-функции, что иллюстрирует
рис. 2. Форма кривой 1 отражает гауссову форму (9)
функции распределения случайных полей f l (E). Для
иных форм f l (E) (например, лоренциан, хольцмаркиан
и другие, которые соответствуют различным источникам
случайных полей) форма F(t) в линейном случае должна
повторять форму f l (E), как следует из теории веро-
ятности. Поскольку все упомянутые формы f l (E) сим-
метричны, функция распределения времени релаксации
также должна быть симметричной в линейном случае.
Перейдем к рассмотрению нелинейного случая. Для

систем с центром инверсии в параэлектрической фазе
первый нелинейный по случайному полю член ∼ αE3,
как уже предполагалось в предыдущем разделе. Расчеты
показали, что знак и величина безразмерного коэффици-
ента нелинейности α0 ≡ αE2

0 сильно влияют на форму
и ширину F(t) (рис. 3, a для α0 > 0 и 3, b для α0 < 0).
Видно, что для α0 > 0 F(t) уширяется и сдвигается
в сторону больших t с ростом величины α0. Такое
поведение может быть связано с ростом высоты ба-
рьера благодаря нелинейному вкладу случайных полей.
Форма F(t) преобразуется от полностью симметричной
до слегка асимметричной с ростом α0. Например, для
α0 = 1 правое крыло F(t) имеет гауссову форму, тогда
как левое крыло затухает быстрее, чем для гауссовой
формы.
Существенно асимметричная форма оказалась специ-

фической чертой для α0 < 0. Из рис. 3, b видно, что
асимметрия растет с ростом значения |α0|. Сужение
F(t) и сдвиг положения максимума в сторону меньших
значений t с ростом |α0| может быть связано с уменьше-
нием величины барьера. В соответствии с величинами z
и υ кривые, изображенные на рис. 3, a,b, соответствует
смешанной сегнето-стекольной фазе с сосуществовани-
ем ближнего и дальнего порядка. Расчеты F(t) для
состояния дипольного стекла (z < zc, zc = ncr 3c, где
nc — критическая концентрация [13]) привели к очень
широкой кривой со слабым затуханием даже в масшта-
бе ln t .
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Рис. 3. Функция распределения времени релаксации для силь-
ных случайных полей (нелинейный случай) для положитель-
ного (a) и отрицательного (b) коэффициента нелинейности.
Параметры расчета: υ = 0.5, z = 2, α0 = 1, 0.5, 0.1
(соответственно кривые 1–3 (a)); υ = 0.3, z = 1, α0 = −0.01,
−0.1, −0.3 (соответственно кривые 1–3 (b)).

3. Сравнение рассчитанных
и полученных эмпирически
функций распределения времени
релаксации

Функция распределения времени релаксации обычно
получается эмпирически на основе наблюдаемых частот-
ных зависимостей диэлектрического отклика. Для упо-
рядоченных систем диэлектрический отклик описывает-
ся законом Дебая с единственным временем релакса-
ции. Для описания наблюдаемого динамического откли-
ка разупорядоченных сегнетоэлектриков, полимеров и
композитов, было предложено несколько эмпирических
функций, представляющих обобщение закона Дебая (см.
например, [4,5]). Среди этих функций наиболее известны
следующие:

ε∗(ω) − ε∞
ε0 − ε∞

=




(1 + (iωτCC)1−κ)−1, (14 a)
(1 + iωτDC)−β, (14 b)
(1 + (iωτHN)γ)−δ . (14 c)

Формулы (14a)–(14c) представляют соответственно
функции Кола–Кола (0 6 κ < 1), Давидсона–Кола
(0 < β 6 1) и Гавриляка–Негами (0 < γ 6 1, 0 < δ 6 1).
Все эти функции записаны в пространстве частоты,

тогда как в пространстве времени функция затуха-
ния (которая имеет вид exp(−t/τ ) для закона Дебая)
обычно записывается в виде протяженной экспоненты,
соответствующей релаксационной функции Кольрауха–
Вильямса–Ватса (KWW), а именно

8(t) = exp

(
− t
τWW

)α

, 0 < α 6 1. (15)

Численный расчет Фурье-образа функции (15), выпол-
ненный в [4], показал, что при специальном соотноше-
нии параметров, а именно γδ = α1.23, функция (15)
приводит к закону HN (см. (14 c)).
Эмпирические законы (14), (15) многие годы приме-

нялись для описания медленных релаксационных про-
цессов в обычных стеклах, полимерах, композитах,
разупорядоченных сегнетоэлектриках и др. Данные, по-
лученные различными методами, включая диэлектри-
ческую спектроскопию, ядерный магнитный резонанс,
квазиупругое рассеяние нейтронов и т. д., были успешно
„сшиты“ формулами (14), (15). Предполагалось, что эти
формулы могут быть получены из дебаевской функции
1/(1 + iωτ ) либо exp(−t/τ ) при учете функции распре-
деления времени релаксации, так что

ε∗(ω) − ε∞
ε0 − ε∞

=

∞∫
0

1
1 + iωτ

F(τ )d(ln τ ), (16 a)

exp

(
− t
τWW

)α

=

∞∫
0

exp
(
− t
τ

)
F(τ )d(ln τ ). (16 b)
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Рис. 4. Функции распределения времени релаксации для
дебаевского (D), Кола–Кола (CC), Девидсона–Кола (DC)
и Кольрауха–Вильямса–Ватса (KWW) законов [5].

Выражения (16) позволяют извлечь функцию распре-
деления времени релаксации для всех эмпирических
законов (14). Полученные таким образом в [5] функции
распределения времени релаксации представлены на
рис. 4 для законов CC (κ = 0.2), DC (β = 0.6),
KWW (α = 0.42). Там же вертикальной прямой (вместо
δ-функции) показана функция распределения, соответ-
ствующая обычному закону Дебая. Укажем, что благо-
даря упомянутому выше соотношению между законами
KWW и HN форма F(τ ) для HN подобна F(τ ) для
KWW функции (рис. 4).
Чтобы прояснить физические механизмы, приводящие

к существенно разному поведению функции распреде-
ления времени релаксации для разных эмпирических
законов (14), сравним F(τ ), приведенные на рис. 4,
с результатами расчетов, представленными на рис. 2, 3.
Сравнение кривых на рис. 3 и 4 показывает, что кривые 2
и 3 на рис. 3, b подобны соответственно кривым KWW
и DC на рис. 4. Совпадение величины τCC и дебаевского
времени релаксации τD, а также существенное отличие
ширин F(τ ) для этих законов (рис. 4) следует из
результатов расчетов, представленных на рис. 2, так
как с ростом концентрации случайно распределенных
электрических диполей кривая 2 должна превратиться

в δ-функцию. Симметричная функция распределения,
соответствующая CC закону на рис. 4, соответствует
представленным на рис. 2 симметричным функциям,
рассчитанных в линейном по случайным полям при-
ближении, которое справедливо при достаточно малой
концентрации источников случайных полей. Поскольку
рассчитанные кривые на рис. 2 и 3 соответствуют сме-
шанной сегнето-стекольной фазе с сосуществованием
ближнего и дальнего полярного порядка, можно заклю-
чить, что это сосуществование (а также малое случайное
поле — CC закон) либо достаточно большое случайное
поле (и вклад нелинейных эффектов с отрицательным
коэффициентом нелинейности — KWW, DC, HN за-
коны) являются физическими механизмами указанных
выше эмпирических законов. Отметим, что нелинейные
эффекты с отрицательным коэффициентом нелинейно-
сти уменьшают степень упорядоченности системы, и
она становится „более разупорядоченной“, как это было
показано ранее [10]. В этих условиях случайное электри-
ческое поле и связанное с ним распределение времени
релаксации играют определяющую роль в особенностях
физических свойств разупорядоченных материалов.
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