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Рассматривается термооптическое возбуждение звука в жидкости гармони-
чески модулированным по интенсивности лазерным излучением со случайным
распределением интенсивности в сечении пучка. Процессы считаются статисти-
чески однородными. Предполагается, что пространственный спектр флуктуаций
интенсивности в лазерном пучке описывается степенным (фрактальным) зако-
ном. Обсуждаются возможности оптико-акустической диагностики фрактальной
структуры излучения лазера с неустойчивым резонатором.

В последние годы значительное внимание уделяется исследованию
хаотической генерации лазеров. Авторы недавно опубликованной ра-
боты [1], например, исследовали сценарии развития и характеристики
хаотической генерации в неустойчивом резонаторе быстропроточного
лазера с пространственно неоднородной накачкой. В [2] рассмотрена
схема оптического информационного хаоса на базе синхронно работа-
ющих в хаотическом режиме лазеров с использованием хаотической
накачки.

Важными характеристиками нелинейных динамических систем слу-
жат скейлинг и корреляционная или фрактальная размерности [3]. В [4]
указано на возможное существование скейлинга излучения гармоник
в лазерной плазме при действии мощной накачки. В [5] показано,
что модовая структура излучения лазера с неустойчивым резонатором
является фрактальной. Установлено, что фрактальная размерность рас-
пределения интенсивности излучения лазера с апертурой в виде узкой
щели имеет величину D = 1.6. Для круговой апертуры фрактальная
размерность оказалась равной D = 1.3.
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Представляет определенный интерес выяснить, существует ли воз-
можность оптико-акустической диагностики фрактальной структуры
излучения лазера с неустойчивым резонатором. В этой связи ниже
рассматривается термооптическое возбуждение звука в жидкости гар-
монически модулированным по интенсивности лазерным излучением со
случайным фрактальным пространственным распределением флуктуа-
ций интенсивности в сечении лазерного пучка. Заметим, что влияние
пространственных и временны́х флуктуаций интенсивности лазерного
излучения на возбуждение звука в жидкости рассматривалось ранее в [6],
однако характер распределения не конкретизировался.

Предположим, что лазерный луч, распространяющийся из верхнего
полупространства (атмосферы) в положительном направлении оси z
прямоугольной системы координат (x, y, z), падает на свободную по-
верхность жидкости, занимающую нижнее полупространство z > 0.
В результате поглощения лазерного излучения в жидкости образуются
тепловые источники звука. Уравнение лазерной термооптической гене-
рации звука имеет вид [7]

(∆ + k2)µ = i
κmω
Cp

AµI(x, y) exp(−µz). (1)

Здесь p — звуковое давление; κ, Cp и µ — коэффициент объем-
ного теплового расширения, удельная теплоемкость и коэффициент
поглощения оптического излучения в жидкости соответственно; A —
коэффициент прохождения света через границу жидкости (в дальнейшем
предполагается, что A = 1); m — индекс модуляции; I(x, y) — рас-
пределение интенсивности в лазерном пучке на поверхности жидкости;
k = ω/c, c — скорость звука жидкости. Временно́й фактор exp(−iωt)
здесь и далее опускаем.

Решение уравнения (1) можно написать сразу в виде [7]

p(r) = i
κωm
Cp

µ

∫
Ω

I(x′, y′) exp(−µz′)p̃(x′, y′, z′/x, y, z)dx′dy′dz′, (2)

где p(r ′/r) — решение краевой задачи о дифракции поля точечного
источника, расположенного в точке r , где необходимо определить поле
p(r). Будем рассматривать поле p(r) в зоне Фраунгофера. В этом случае
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p̃(r ′/r) можно представить в виде

p̃(r ′/r) =
exp(ikr)

4πr

{
exp [−i(αx′ + βy′ + γz′)]

− exp [−i(αx′ + βy′ − γz′)]
}
, (3)

где α2 + β2 + γ2 = k2, r = (x2 + y2 + z2)1/2.
Будем считать распределение интенсивности в пучке случайной

функцией, так что I(x, y) = I0 f (x, y), где 〈 f (x, y)〉 = 0, а случайные
процессы — статистически однородными.

С учетом сказанного, подставляя (3) в (2) и интегрируя по z, можно
написать для среднего квадрата звукового давления 〈|p(r)|2〉 следующее
выражение:

〈|p(r)|2〉 =
κ2ω2m2

C2
p

1
4π2r2

µ2γ2

(µ2 + γ2)2
I2
0σ

×

∫
ξ

∫
η

B(ξ, η) exp[−i(αξ + βη)]dξdη, (4)

где B(ξ, η) = 〈 f (x′, y′) f (x′′, y′′)〉 — нормированная функция корреля-
ции флуктуаций интенсивности лазерного излучения, ξ = |x′ − x′′|,
η = |y′ − y′′| и σ — площадь лазерного пятна на поверхности жид-
кости. Интегрирование по ξ и η распространяется на область действия
лазерного излучения на поверхности жидкости. Однако, если B(ξ, η)
быстро убывает на размерах сечения лазерного пучка и B(∞) = 0,
интегрирование может быть распространено на интервал от−∞ до +∞.

Свойства статистических фракталов часто характеризуют структур-
ными (корреляционными) функциями и их спектрами. Их особенность
состоит в том, что они описываются степенными законами. Это вытекает
из масштабной инвариантности фрактальных структур [8].

Для волновых задач важной характеристикой статистических фрак-
талов является степенной спектр флуктуаций, который имеет вид

G(q) ∼ qδ, (5)
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где q — волновое число пространственных флуктуаций, а показатель δ
для объектов с фрактальной поверхностью определяется выражением

δ = D− 2d, (6)

где D — фрактальная размерность, а d — размерность пространства
вложения.

Определим средний квадрат звукового давления, когда апертура
лазера имеет вид узкой щели в направлении x. В этом случае можно
написать

B(ξ, η) = B1(ξ)B2(η), (7)

где B2(η) ≈ 1, так как в поперечном направлении распределение флук-
туаций интенсивности лазерного излучения можно считать полностью
коррелированным. Нормированную функцию корреляции в продольном
направлении представим в виде [9]

B(ξ) =
1

2ν−1Γ(ν)

(
ξ

ξ0

)ν
Kν

(
ξ

ξ0

)
, (8)

где Γ(ν) — гамма-функция, Kν(ξ/ξ0) — функция Макдональда, ξ0 —
радиус корреляции флуктуаций интенсивности лазерного излучения в
продольном направлении. Отметим, что B(0) = 1 и B(∞) = 0, а
B(ξ)ξ<ξ0 ∼ (ξ/ξ0)

ν , т. е. корреляционная функция имеет степенной вид
и с этой точки зрения может быть использована для описания фрак-
тальной структуры флуктуаций интенсивности нестабильного лазерного
излучения.

Подставляя (7) и (8) в (4), после интегрирования получаем

〈|p(r)|2〉 =
κ2ω2m2

C2
p

1
4π2r2

µ2γ2

(µ2 + γ2)2
I0ση0G(α), (9)

где η0 — поперечный размер лазерного пятна на поверхности жидкости,
G(α) — спектральная плотность флуктуаций интенсивности лазерного
излучения

G(α) =
Γ(ν + 1

2)
√
π Γ(ν)

ξ0

(1 + α2ξ2
0 )ν+ 1

2

. (10)

При αξ0 > 1 спектральная плотность G(α) имеет степенной (фракталь-
ный) вид

G(α)αξ0>1 ∼ α
−(2ν+1). (11)
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Теперь рассмотрим случай круговой апертуры. Выражение для сред-
него квадрата флуктуаций звукового давления (4) можно представить в
виде

〈|p(r)|2〉 =
κ2ω2m2

C2
p

1
4π2r2

µ2γ2

(µ2 + γ2)2
I0πa2G(k⊥), (12)

где

G(k⊥) =

+∞∫
−∞

B(ρ) exp(−ik⊥ρ)dρ, (13)

k⊥ — компонента волнового вектора k в горизонтальной плоскости,
k2
⊥ = α2 +β2, ρ = |ρ′−ρ′′|, a — радиус лазерного пучка на поверхности

жидкости.
Корреляционную функцию B(ρ) напишем в виде (8), заменив ξ на ρ

и ξ0 на ρ0, где ρ0 — радиус корреляции флуктуаций лазерного излучения.
Для спектральной плотности (13) имеем

G(k⊥) =
Γ(ν + 1)
√
π Γ(ν)

ρ2
0

(1 + k2
⊥ρ

2
0)ν+1

. (14)

При k⊥ρ0 > 1 получаем

G(k⊥) ∼ k−2(ν+1)
⊥ . (15)

Для расчета акустического поля в жидкости необходимо в каждом из
рассмотренных случаев определить конкретное значение параметра ν .
Величина размерности пространства вложения для условий численного
эксперимента [5] равна d = 2. Из выражений (5), (6), (11) и
(15) имеем: ν = 0.7 для апертуры в виде щели и ν = 0.35 для
круговой апертуры, если воспользоваться соответственно фрактальными
размерностями D = 1.6 и D = 1.3, полученными в численном
эксперименте [5].

Из анализа выражений (9)–(11) и (12)–(15) можно видеть, что
существует возможность оптико-акустической диагностики фрактальной
структуры излучения лазера с нестабильным резонатором. В самом
деле, для среднего квадрата звукового давления в жидкости в точке
наблюдения в плоскости x0z при условии µ � k и k sin θξ0 > 1, и
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kl � 1 или k sin θρ0 > 1 и ka� 1, где l — длина щелевой апертуры и
a — радиус лазерного пятна на поверхности жидкости, имеем

〈|p(r)|2〉 ∼ C · qδ ∼ kδ, (16)

где C — константа, определяемая параметрами задачи.
Для δ получаем

δ =
lg〈|p(r)|2〉

lgk
. (17)

Изменяя частоту модуляции излучения, получаем зависимость
δ = ϕ(k) или соответственно D ∼ ϕ(k).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант № 99–
02–16334.
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