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На примере простейшей модели сегнетоэлектрика проведен расчет темпе-
ратурной зависимости теплоемкости и времени релаксации для всех значений
температур, включая критическую точку. В настоящей работе описание фа-
зового перехода второго рода базируется на основе кинетического уравнения
для функции распределения значений внутреннего параметра, предложенного
Ю.Л. Климонтовичем [1–3]. Проведено сравнение результатов расчета тепло-
емкости по теории Ландау и на основе распределения Больцмана, являющегося
равновесным решением кинетического уравнения. К скачку теплоемкости, име-
ющемуся в теории Ландау, в результате рассмотрения добавился пик в области
температуры перехода. Теплоемкость и время релаксации являются непрерыв-
ными функциями во всей области температур, включая критическую точку.
Расчеты проведены как аналитически, так и численно, проведено сравнение с
оценками, ранее полученными Ю.Л. Климонтовичем в рамках этого подхода.

1. Введение

В работах [1–3] для описания фазового перехода второго рода в
сегнетоэлектрике предложено использовать следующее кинетическое
уравнение для функции распределения значений внутреннего пара-
метра x:

∂ f (x, R, t)
∂t

=
∂

∂x

[
Dx
∂ f
∂x

+
1

mγ
∂he f f(x, af )

∂x
f

]
+ D

∂2 f
∂R2

, (1)
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где введено обозначение для эффективной потенциальной энергии не-
линейного осциллятора:

he f f =
mω2

0x2

2

[
(1− af ) +

bx2

2

]
. (2)

Уравнение (1) описывает поведение среды осцилляторов, распреде-
ленной в пространстве (переменная R), положение которых описывается
внутренним параметром x, имеющим, например, смысл расстояния
между ионами в одноионной модели кристалла [4]. Дипольное вза-
имодействие между осцилляторами учитывается через эффективное
поле Лоренца (параметр af в (2)). Фазовый переход описывается
феноменологической зависимостью параметра af от температуры

1− af =
T − Tc

Tc
. (3)

Равновесным решением уравнения (1) является распределение
Больцмана

f (x) = exp

(
φ − he f f(x)

kT

)
. (4)

В силу того что учет взаимодействия между различными осцилля-
торами осуществляется только через параметр af эффективного поля
Лоренца, подсчет термодинамических величин не составляет труда —
общая свободная энергия кристалла представляется в виде

F = Nφ. (5)

В статьях [2,3] проведена оценка температурного хода теплоемкости
исходя из этих положений. В этой работе проводится вычисление
теплоемкости, основанное на выражении (5) в точном виде для всего
диапазона температур.

Кроме анализа равновесного состояния, решая кинетическое урав-
нение (1), мы можем найти и величины, характеризующие кинетику
фазового перехода. Решение уравнения производится в нашей работе
численно. Как результат, мы получаем зависимость времени релаксации
от температуры и сравниваем с оценками, полученными в [3].
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2. Вычисление термодинамических функций

Прежде всего, перепишем выражение для he f f в более удобной
форме, введя следующие параметры:

a = 1− af ; ξ =
x
xT

; x2
T =

kT

mω2
0

; xT = xTc

√
T/Tc; ε = x2

Tb. (6)

Тогда выражение для he f f принимает вид

he f f = kT
ξ2

2

(
a +

ε

2
ξ2
)
. (7)

Свободная энергия системы осцилляторов записывается следующим
образом:

F = −kTNln z, (8)

где

z = xT

∫
exp

(
−
ξ2

2

(
a +

ε

2
ξ2
))

dξ. (9)

Таким образом, зная статсумму (9), мы имеем возможность найти
все термодинамические функции системы. В частности, теплоемкость

C = −T
∂2F
∂T2

. (10)

Интеграл (9) выражается через функции Вебера

z = xTcΓ

(
1
2

)(
2T
εcTc

)1/4

exp

(
a2Tc

8εcT

)
u

(
0, a

√
Tc

2εcT

)
. (11)

Произведя дифференцирование (11), согласно (10), мы получаем
теплоемкость как функцию температуры. Не выписывая соответствую-
щей формулы, представим результат вычислений графически для разных
параметров нелинейности εc (рис. 1).

Как мы видим, поведение теплоемкости является регулярным во всем
диапазоне температур и представляет собой комбинацию классической
”ступеньки” Ландау, возникающей при переходе температуры через
Tc, и пика в этой области. Максимум теплоемкости смещен от Tc в
сторону меньших температур, что можно показать непосредственным
дифференцированием (11) при T = Tc.
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Рис. 1. Температурная зависимость теплоемкости от температуры вблизи
критической точки (Tc = 1).

Данный результат является следствием того, что мы учитываем
флуктуации микроскопического дипольного момента (который является
параметром порядка в теории Ландау), так как дисперсия введенной
функции распределения не зависит от числа частиц и дает вклад в
статсумму при любых температурах, в отличие от теории Ландау, где
все расчеты строятся на максимально вероятных значениях параметра
порядка.

3. Решение кинетического уравнения

Для получения всех характеристик фазового перехода, описывае-
мого кинетическим уравнением, необходимо получить его решение —
функцию распределения, которая, в случае выбора неравновесного
начального распределения, является зависящей от времени функцией.
Так как получить аналитическое решение данного уравнения в общем
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виде невозможно, решение задачи было проведено численно. Попытки
построить разностную схему, являющуюся устойчивой, для данного
уравнения к успеху не привели. Было принято решение поступить
нетрадиционным способом — с помощью перехода к рассмотрению
системы точек, описываемой некоторыми уравнениями Ланжевена. Для
того чтобы функция распределения этих точек была искомой функ-
цией распределения, необхоимо и достаточно, чтобы рассматриваемое
кинетическое уравнение являлось уравнением Фоккера–Планка для
модельной системы точек. Таким образом, встает задача построения
уравнений Ланжевена по уравнению Фоккера–Планка. Записав кинети-
ческое уравнение (1) в дивергентном виде:

∂ f
∂t

= −div(J), (12)

где

Jx = −Dx
∂ f
∂x
−

1
mγ

∂he f f

∂x
f , JR = −DR

∂ f
∂R
,

можно написать уравнения Ланжевена, соответствующие (12):
dx
dt

= −
1

mγ
∂h
∂x

+
dwx

dt

dR
dt

=
dwR

dt
,

где wx, wR — гауссовы процессы,

E
(

(wα(t)− wα(t0))
2
)

= 2Dα(t − t0). (13)

Получить решение системы уравнений Ланжевена для двух коорди-
нат численным методом также нетрудно: согласно уравнениям, можно
получить координаты всех точек на плоскости через небольшой проме-
жуток времени, найдя соответствующие приращения координат, кото-
рые на каждом шаге определяются с помощью уравнений Ланжевена.
При этом используется генератор случайной величины, подчиняющейся
распределнию Гаусса с необходимой дисперсией.

Преимущество данного метода заключается в том, что отпадают
проблемы с устойчивостью: алгоритм остается корректным практически
при любом шаге — является абсолютно устойчивым. Недостаток —
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для получения достаточно гладкой функции распределения необходимо
рассматривать движение большого числа точек, что является достаточно
трудоемкой вычислительной процедурой; рост точности вычисления
функции распределения пропорционален корню из количества точек,
тогда как время вычисления прямо пропорционально ему, что являет-
ся существенным недостатком. Однако решающим фактором является
именно первый момент: метод позволяет решать уравнение, а для
вычисления большинства параметров негладкость функции распреде-
ления несущественна (например, для вычисления средней энергии или
дисперсии).

4. Расчет времени релаксации

Имея возможность решать уравнение (1), мы можем найти время
релаксации в системе, описываемой уравнением (1). Определим время
релаксации как характерное время, при котором начальное неравно-
весное распределение переходит в равновесное (начальное отклонение
невелико). В качестве параметра, характеризующего распределение,
выберем второй момент. Тогда дисперсия распределения в зависимости
от времени хорошо аппроксимируется экспоненциальной функцией.
Показатель экспоненты и есть обратное время релаксации.

Для теоретической оценки времени релаксации воспользуемся само-
согласованным приближением для второго момента функции распреде-
ления, предложенным Ю.Л. Климонтовичем в [3]. Для этого домножим
(1) на x2 и проинтегрируем по dx. Интегрируя по частям, получаем для
E = 〈x2〉 с учетом приближения 〈x4〉 ⇒ E2 следующее уравнение:

∂E(R, t)
∂t

= 2Dx − 2Γ(1 − af + bE)E + DR
∂2E
∂R2

. (14)

Его стационарное и однородное решение определяется из уравнения:

E2 +
1− af

b
E =

Dx

Γb
. (15)

С помощью уравнения (16) с соответствующим источником Ланжевена
δyE(k, t) находим в линейном приближении уравнение для компонент
Фурье-флуктуации δE(k, t):

∂δE(k, t)
∂t

+
δE(k, t)
τE

= δyE(k, t), (16)
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Рис. 2. Зависимость времени релаксации 〈x2〉 от температуры (εc = 0.0005).

где время релаксации τE :

1
τE

= 2Γ

(
T − Tc

Tc
+ 2bE

)
+ DRk2 (17)

(E определяется решением уравнения (15)).
Проделанные напрямую, согласно вышеописанному алгоритму, чи-

сленные расчеты времени релаксации хорошо согласуются с приведен-
ными теоретическими оценками. Для получения временно́й зависимости
δE(t) за основу принималось однородное стационарное состояние (так
что k = 0 в (17)) и подвергалось возмущению посредством изменения
температуры T → T + δT . Таким образом, бывшее равновесное
состояние таковым уже не являлось и эволюционировало с течением
времени к новому, соответствующему температуре T+δT , стационарно-
му состоянию. Результаты расчетов приведены на графике (рис. 2). Как
мы видим, пик времени релаксации смещен от Tc в сторону более низких
температур, а вдали от критической точки время релаксации падает по
закону Кюри.
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5. Заключение

В работе произведен точный расчет температурного хода теплоем-
кости в рамках подхода, предложенного Ю.Л. Климонтовичем. При этом
вид эффективного гамильтониана, который и является причиной наличия
фазового перехода в системе, принципиально остался тем же самым,
что и в теории Ландау [5], что допускает возможность использования
данной модели не только при рассмотрении сегнетоэлектриков, но и
как базовой при общем рассмотрении фазовых переходов второго рода.
Например, температурная зависимость теплоемкости, подобная полу-
ченной нами, наблюдается экспериментально в магнетиках, например
в Fe72Pt28 Invar [6], и рассчитывается на основании другой модели для
Cr2O3 [7].

В рамках данного подхода меняется смысл параметра порядка —
в нашем рассмотрении им является расстояние между максимумами
функции распределения. Он по-прежнему характеризует изменение сим-
метрии системы (у функции распределения появляется два максимума
при переходе через критическую и точку вместо одного), однако система
не обязана испытывать спонтанную поляризованность (или намагни-
ченность для магнетиков) — первый момент стационарной функции
распределения по-прежнему остается равным нулю.

Использование кинетического уравнения (1) позволяет описать так-
же и кинетические свойства фазового перехода. Путем его численного
решения была получена зависимость времени релаксации от температу-
ры. Время релаксации в системе фактически подчиняется закону Кюри
в некотором удалении от критической точки и имеет конечное значение
при T = Tc.

Полученные результаты показывают возможность описания свойств
фазового перехода во всей области температур, включая критическую
точку.
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