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Вычисление электрической емкости системы проводов
круглого и эллиптического сечения и в виде пластин
в присутствии проводящей плоскости
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Гродненский государственный университет им. Я. Купалы,
230023 Гродно, Белоруссия

(Поcтупило в Редакцию 27 марта 1998 г. В окончательной редакции 30 января 1999 г.)

Предлагается метод вычисления электрических емкостей системы параллельных бесконечно длинных
проводов круглого и эллиптического сечения и в виде пластин в присутствии проводящей плоскости.
Метод основан на точном построении потенциала электростатического поля. Указан алгоритм получения
приближенных расчетных формул. Рассмотрены некоторые частные случаи.

В справочнике [1] приведены приближенные расчет-
ные формулы для вычисления электрических емкостей
на единицу длины одно-, двух- и трехпроводных линий
параллельных бесконечно длинных проводов круглого
сечения в присутствии проводящей плоскости. В насто-
ящей работе эта задача решается для любого конечного
числа проводов круглого и эллиптического сечения, и в
виде пластин.

Рассматриваемая электростатическая система являет-
ся плоскопараллельной, поэтому в дальнейшем плос-
кость, перпендикулярная осям проводов, принимается за
координатную плоскость xOy, а вместо проводов и плос-
кости рассматриваются окружности, эллипсы, отрезки
прямых и прямая, по которым плоскость xOyпересекает
систему проводов.

Все величины с линейными размерами считаются
безразмерными, т. е. рассматриваются по отношению к
некоторой выбранной единице масштаба. Пусть в полу-
плоскости x < 0 имеется N1 окружностей Γ j радиусов
Rj с центрами в точках Oj , j = 1,N1 и N2 (N1 + N2 = N)
эллипсов Γ j с центрами в точках Oj , J = N1 + 1, N,
причем часть эллипсов (или все) может вырождаться в
отрезки прямых. Окружности и эллипсы расположены
внешним образом по отношению друг к другу и не имеют
общих точек ни между собой, ни с осью ординат X = 0.

Математически задача определения потенциала ϕ
электростатического поля состоит в нахождении в полу-
плоскости x< 0 и вне Γ j , j = 1,N (область G) решения
уравнения Лапласа

∆ϕ = 0, (1)

ограниченного на бесконечности и удовлетворяющего
граничным условиям

ϕ
∣∣∣
x=0

= 0, ϕ
∣∣∣
Γ j

= f j , j = 1,N, (2), (3)

где f j равны нулю или единице в зависимости от вычи-
сляемой емкости.

Для решения задачи обозначим зеркальные отобра-
жения кривых Γ j относительно прямой x = 0 через
Γ̄ j , Ōj — образцы центров Oj . Свяжем с каждой

окружностью Γ j , Γ̄ j , j = 1,N1, локальные декартовые
xjOjyj , x̄j Ōj ȳj и полярные (ρ j , Θ j), (ρ̄ j , Θ̄ j) координаты,
а с каждым эллипсом Γ j , Γ̄ j , j = N1 + 1,N — локальные
декартовые xjOjyj , x̄j Ōj ȳj и эллиптические (µ j , ϑ j), (µ̄ j ,
ϑ̄ j) координаты [2], так что в связанных с окружностью
Γ j полярных координатах ее уравнение будет

ρ j = Rj , j = 1,N1,

а в связанных с эллипсом Γ j эллиптических координатах
его уравнение

µ j = µ0
j , µ0

j = const, j = N1 + 1,N.

В частности, если некоторые µ0
k = 0, то эллипс

превращается в отрезок прямой длины hk. В дальнейшем
учитывается, что полярные оси сонаправлены с осью Ox,
оси Ōj ȳj являются зеркальными отображениями осей
Ojyj , а оси Ōj x̄j выбираются так, чтобы системы коорди-
нат x̄j Ōj ȳj были правыми.

Потенциал ϕ поля будем искать в виде

ϕ(M) = A +
N∑

j=1

(
Aj ln

1
ρ j

+ Āj ln
1
ρ̄ j

)

+

N1∑
j=1

∞∑
k=1

[(
aj

k cos kΘ j + bj
k sin kΘ j

)
ρ−k

j

+
(
āj

k cos kΘ̄ j + b̄j
k sin kΘ̄ j

)
ρ̄−k

j

]
+

N∑
j=N1+1

∞∑
k=1

[(
aj

k cos kϑ j + bj
k sin kϑ j

)
exp(−kµ j)

+
(
āj

k cos kϑ̄ j + b̄j
k sin kϑ̄ j

)
exp(−kµ̄ j)

]
, (4)

где M ∈ G — любая точка; (ρ j , Θ j), (ρ̄ j , Θ̄ j) —
ее координаты в полярных системах с полюсами Oj ,
Ōj , j = 1,N1; (µ j , ϑ j), (µ̄ j , ϑ̄ j) — ее координаты в
эллиптических системах координат с центрами Oj , Ōj ,
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j = N1 + 1,N; коэффициенты подлежат определению из
граничных условий и условия на бесконечности.

Подчеркнем, что если в (4) (и в дальнейшем) в сумме
по j верхний индекс меньше нижнего (что будет, если
нет окружностей: N1 = 0, или нет эллипсов: N2 = 0,
N = N1), то соответствующая сумма принимается рав-
ной нулю. В дальнейшем также считаются равными нулю
величины с индексами, если начальное значение индекса
меньше конечного; например, As = 0, если s = 1, 0.

Для ограниченности функции (4) на бесконечности и
удовлетворения условию (2) достаточно положить

A = 0, Āj = −Aj , āj
k = −(1)k+1aj

k,

b̄j
k = (−1)kbj

k, j = 1,N, k = 1, 2, . . . .

Для определения оставшихся коэффициентов Aj , aj
k, bj

k
выразим с помощью теорем сложения для разделенных
решений уравнения Лапласа в полярных [3], эллипти-
ческих [4] системах, где учтено, что оси декартовых
координат не обязательно параллельны, и введены но-
вые обозначения и полярных, и эллиптических [2]; все
переменные в (4) в локальных координатах, связанных
с Γs, s = 1,N. Применим условия (3) и приравняем в
получившихся равенствах коэффициенты при функциях
cos и sin от соответствующих аргументов. В результате
получим бесконечную систему линейных алгебраических
уравнений.

1) Для иллюстрации этой схемы проведем выкладки
более подробно в случае одного эллипса. Для произволь-
но расположенных декартовых координат с различными
началами формулы (14) и (15) из [4] запишем в виде

exp(−kµ1) cos kϑ1 =
∞∑
ν=0

εν

[
Ac(k)

ν (µ21, ϑ21; h2/h1, α21)

× ch νµ2 cos νϑ2 + As(k)
ν (µ21, ϑ21; h2/h1, α21)

× sh νµ2 sin νϑ2

]
, µ2 < µ21,

exp(−kµ1) sin kϑ1 =
∞∑
ν=0

εν

[
As(k)

ν (µ21, ϑ21; h2/h1, α21)

× chνµ2 cos νϑ2 − Ac(k)
ν (µ21, ϑ21; h2/h1, α21)

× shνµ2 sin νϑ2

]
, µ2 < µ21, (5)

где

Ac(k)
ν (µ, ϑ; h, α)

= (−1)k
∞∑

n=0

∞∑
r=0

k(n + 2r + k− 1)!(n + ν + 2r + k− 1)!
h2r+kn!(n + ν)!r !(k + r)!(2r + k− 1)!

× exp
[
−(2n + ν + 2r + k)µ

]
× cos

[
(2n + ν + 2r + k)ϑ + (2r + k)α

]
,

As(k)
ν (. . . ) получается из Ac(k)

ν (. . . ) заменой функции
cos на sin; (µi , ϑi) — координаты произвольной точки
в i-й эллиптической системе координат, связанной с
соответствующей декартовой системой формулами

xi =
1
2

hi chµi cosϑi, yi =
1
2

hi shµi sinϑi ; i = 1, 2,

µ21, ϑ21 — координаты старого начала O1 в новой систе-
ме; α21 — угол между осями O1x1 и O2x2, отсчитываемый
от оси O1x1 против часовой стрелки; ε0 = 1, εν = 2 для
ν > 0.

Потенциал (4) имеет вид

ϕ(M) = A1

(
ln

1
ρ1
− ln

1
ρ1

)

+
∞∑

k=1

[(
a1

k cos kϑ1 + b1
k sin kϑ1

)
exp(−kµ1)

+ (−1)k+1
(
a1

k cos kϑ̄1 − b1
k sin kϑ̄1

)
exp(−kµ̄1)

]
. (6)

Для удовлетворения граничному условию на эллипсе
Γ1 выразим с помощью формулы (6) из [4]

ln
1
ρ1

= ln
4
h2
− µ21 + 2

∞∑
ν=1

1
ν

(
chνµ2 cos νϑ21 cos νϑ2

+ sh νµ2 sin νϑ2

)
exp(−νµ21),

формул (5) и функции источника в эллиптических коор-
динатах [5]

ln
1
ρ1

= ln
4
h1
− µ1 + 2

∞∑
ν=1

1
ν

exp(−νµ1) cos ν
π

2
cos νϑ1,

все переменные в (6) — через µ1, ϑ1. В результате полу-
чим (с учетом принятых обозначений, которые пояснены
ниже)

ϕ(M) = A1

[
−µ1 + 2

∞∑
ν=1

1
ν

exp(−νµ1) cos
νπ

2
cos νϑ1

+ µ̄11 − 2
∞∑
ν=1

1
ν

(chνµ1 cos νϑ̄11 cosνϑ1

+ shνµ1 sin νϑ̄11 sin νϑ1) exp(−νµ̄11)
]

+
∞∑
ν=1

(
a1
ν cos νϑ1 + b1

ν sin νϑ1
)

exp(−νµ1)

−
∞∑

k=1

(−1)ka1
k

∞∑
ν=0

εν

[
Ac(k)

ν (µ̄11, ϑ̄11; 1, ᾱ11) chνµ1 cos νϑ1

+ As(k)
ν (µ̄11, ϑ̄11; 1, ᾱ11) sh νµ1 sin νϑ1

]
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+
∞∑

k=1

(−1)kb1
k

∞∑
ν=0

εν

[
As(k)

ν (µ̄11, ϑ̄11; 1, ᾱ11) chνµ1 cos νϑ1

− Ac(k)
ν (µ̄11, ϑ̄11; 1, ᾱ11) sh νµ1 sin νϑ1

]
.

Отсюда, удовлетворяя граничному условию
ϕ(M)

∣∣
Γ1

= ϕ(M)
∣∣
µ1=µ0

1
= 1, в силу единственности

разложения в ряд Фурье, получим следующую
бесконечную систему линейных алгебраических
уравнений:

A1(µ̄11 − µ
0
1)−

1
2

∞∑
k=1

(
ξ1

0k A1
k − ω̃0k B1

k

)
= 1,

ε1
νA1 + A1

ν −
∞∑

k=1

(
ξ1
νk A1

k − ω̃νk B1
k

)
= 0,

ε̃1
νA1+B1

ν−
∞∑

k=1

(
ξ̃1
νk A1

k + ω1
νk B1

k

)
= 0; ν = 1, 2, . . . , (7)

которая получается при N1 = 0, N2 = 1 из приведенной
ниже системы для произвольных N1 и N2; там же опре-
делены новые переменные и коэффициенты системы.

2) Проделав аналогочные выкладки в общем случае,
получим следующую систему:

−As ln qs+
N∑

j=1, j 6=s

Aj ln
ρ̄s j

ρs j

+
∞∑

k=1

[
−As

kq
k
s +

N1∑
j=1, j 6=s

(
σ

s j
0kA

j
k + τ̃

s j
0kBj

k

)

+
N∑

j=N1+1

(
α

s j
0kA

j
k + β̃

s j
0kB

j
k

)]
= fs.

Aq(µ̄qq− µ
0
q) +

N∑
j=1, j 6=q

Aj(µ̄q j − µq j)

+
1
2

∞∑
k=1

[ N1∑
j=1

(
γq j

0kAj
k + δ̃q j

0kBj
k

)
− ξq

0kA
q
k + ω̃q

0kB
q
k

+
N∑

j=N1+1, j 6=q

(
ηq j

0kAj
k + ζ̃ q j

0kBj
k

)]
= fq,

−
1
ν

qνsAs+
N∑

j=1, j 6=s

σs j
ν Aj + As

ν

+
∞∑

k=1

[
−Lνkq

ν+k
s As

k +

N1∑
j=1, j 6=s

(
σ

s j
νkA

j
k + τ̃

s j
νkB

j
k

)

+
N∑

j=N1+1

(
αs j
νkA

j
k + β̃s j

νkB
j
k

)]
= 0,

N∑
j=1, j 6=s

σ̃s j
ν Aj + Bs

ν +
∞∑

k=1

[
−Lνkq

ν+k
s Bs

k

+

N1∑
j=1, j 6=s

(
σ̃

s j
νkA

j
k − τ

s j
νkB

j
k

)

+
N∑

j=N1+1

(
α̃s j
νkA

j
k − β

s j
νkB

j
k

)]
= 0,

εq
νAq +

N∑
j=1, j 6=q

τ q j
ν Aj + Aq

ν

+
∞∑

k=1

[ N1∑
j=1

(
γ

q j
νkA

j
k + δ̃

q j
νkB

j
k

)
− ξq

νkA
q
k + ω̃

q
νkB

q
k

+
N∑

j=N1+1, j 6=q

(
η

q j
νkA

j
k + ζ̃

q j
νkBj

k

)]
= 0,

ε̃q
νAq +

N∑
j=1, j 6=q

τ̃ q j
ν Aj + Bq

ν

+
∞∑

k=1

[ N1∑
j=1

(
γ̃q j
νkA

j
k − δ

q j
νkB

j
k

)
− ξ̃q

νkA
q
k − ω

q
νkB

q
k

+
N∑

j=N1+1, j 6=q

(
η̃

q j
νkA

j
k − ζ

q j
νkBj

k

)]
= 0;

s = 1,N1; q = N1 + 1,N; ν = 1, 2, . . . , (8)

где

As
ν = as

νR
−ν
s , Bs

ν = bs
νR
−ν
s ; s = 1,N1,

Aq
ν = aq

ν exp(−νµ0
q), Bq

ν = bq
ν exp(−νµ0

q); q = N1 + 1,N;

qs =
Rs

2ls
, Lνk =

(ν + k− 1)!
ν !(k− 1)!

,

ls — расстояние от точки Os до прямой x = 0;

εq
ν =

2
ν

[
exp(−νµ0

q) cos ν
π

2
−exp(−νµ̄qq) chνµ0

q cos νϑ̄qq

]
,

ε̃q
ν = −

2
ν

exp(−νµ̄qq) sh νµ0
q sin νϑ̄qq,

σs j
ν =

1
ν

[(
Rs

ρs j

)ν
cos νΘs j −

(
Rs

ρs j

)ν
cos νΘ̄s j

]
,

σs j
ν =

1
νk

[
(−1)k

(
Rs

ρs j

)ν (Rj

ρs j

)k

cos(ν + k)Θs j

−

(
Rs

ρ̄s j

)ν ( Rj

ρ̄s j

)k

cos(ν + k)Θ̄s j

]
,
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τ s j
νk получается из σs j

νk заменой знака − между слагаемы-
ми на +,

τ q j
ν =

2
ν

[
exp(−νµq j) cos νϑq j

− exp(−νµ̄q j) cos νϑ̄q j

]
ch νµ0

q;

σ̃s j
ν , σ̃

s j
νk, τ̃

s j
νk, τ̃ q j

ν получаются из соответствуующих
величин без волны заменой cos на sin, ch, на sh

α
s j
νk = Rνs

[
Lc(k)

ν (ρs j,Θs j; hj , αs j)

− (−1)kLc(k)
ν (ρ̄s j, Θ̄s j; hj , ᾱs j)

]
exp kµ0

j ;

β
s j
νk получается из αs j

νk заменой знака − между слагае-
мыми на +; α̃s j

νk, β̃
s j
νk получаются из соответствующих

величин без волны заменой Lc(k)
ν (. . . ) на Ls(k)

ν (. . . );
функции Lc(k)

ν (. . . ), Ls(k)
ν (. . . ), Dc(k)

ν (. . . ), Ds(k)
ν (. . . )

определены в [2];

γ
q j
νk = 2Rk

j

[
Dc(k)

ν (µs j, ϑq j; hq, αq j)

− (−1)kDc(k)
ν (µ̄q j, ϑ̄q j; hq, ᾱq j)

]
ch νµ0

q,

δq j
νk = 2Rk

j

[
Dc(k)

ν (µq j, ϑq j; hq, αq j)

+ (−1)kDc(k)
ν (µ̄q j, ϑ̄q j; hq, ᾱq j)

]
sh νµ0

q,

η
q j
νk = 2

[
Ac(k)

ν (µq j, ϑq j; hq/hj , αq j)

+ (−1)kAc(k)
ν (µ̄q j, ϑ̄q j; hq/hj , ᾱq j)

]
exp kµ0

j chνµ0
q,

ζ q j
νk = 2

[
Ac(k)

ν (µq j, ϑq j; hq/hj , αq j)

+ (−1)kAc(k)
ν (µ̄q j, ϑ̄q j; hq/hj , ᾱq j)

]
exp kµ0

j sh νµ0
q,

ξq
νk = 2(−1)k exp kµ0

q ch νµ0
qAc(k)

ν (µ̄qq, ϑ̄qq; 1, ᾱqq),

ω
q
νk = 2(−1)k exp kµ0

q shνµ0
qAc(k)

ν (µ̄qq, ϑ̄qq; 1, ᾱqq),

γ̃
q j
νk, δ̃q j

νk, η̃q j
νk, ζ̃ q j

νk, ξ̃q
νk, ω̃q

νk получаются из соответству-

ющих величин без волны, если заменить Xc(k)
ν (. . . ) на

Xs(k)
ν (. . . ) и поменять местами ch и sh; (ρs j,Θ)s j),

(ρ̄s j, Θ̄s j) — координаты точек Oj , Ōj в полярных ко-
ординатах с полюсом Os; (µq j, ϑq j), (µ̄q j, ϑ̄q j) — ко-
ординаты этих же точек в эллиптических координатах
с центром Oq; αpr, ᾱpr — углы между осью Opxp

и соответственно осями Orxr , Ōr x̄r , отсчитываемые от
последних против часовой стрелки; p, r = 1,N.

Так как окружности и эллипсы не имеют общих точек
ни между собой, ни с прямой x = 0, то система (8)
обладает вполне непрерывной формой [6] и в силу
единственности решения рассматриваемой задачи имеет
единственное решение, принадлежащее пространству l2,

которое может быть найдено методом редукции. Из (4)
вытекает, что∫

Γ j

∂ϕ

∂n
dl = 2πAj ; j = 1,N, (9)

т. е. для вычисления любой емкости достаточно знать
только коэффициенты Aj , j = 1,N. Коэффициенты
и свободные члены усеченной системы (минимальной
размерности)

−As ln qs +
N∑

j=1, j 6=s

Aj ln
ρ̄s j

ρs j
= fs,

Aq(µ̄qq− µ
0
q) +

N∑
j=1, j 6=q

Aj(µ̄q j − µq j) = fq; s = 1,N1;

q = N1 + 1,N (10)

полностью и однозначно определяют размеры и вза-
имное расположение проводов и граничные условия.
Система (10) дает возможность определить все коэф-
фициенты Aj , поэтому естественно ее использовать для
приближенного вычисления электрических емкостей.

Подчеркнем, что если s = 1, 0, то (10) не содержит
первого уравнения; если же a = N1 + 1,N1 — второго.

3) Рассмотрим некоторые частные случаи.
а) N1 = 1, N2 = 0. В этом случае система (10) примет

вид
−A1 ln q1 = 1,

тогда
Cl ≈ 2πε/(2l1/R1),

что согласуется c [1,(4)–(1)] с учетом свойства емкос-
ти [1,(B-18)].

Если же N1 = 0, N2 = 1, то система (10) примет вид

A1(µ̄11 − µ
0
1) = 1,

тогда
Cl ≈ 2πε

/
(µ̄11 − µ

0
1),

что согласуется с [7,(13)] с учетом того же свойства
емкости. Для вычисления µ̄11 можно использовать ука-
занный в [7] способ.

б) N1 = 1, N2 = 1. Система (10) примет вид

−A1 ln q1 + A2 ln(ρ̄12/ρ12) = f1,

A1(µ̄21 − µ21) + A2(µ̄22 − µ
0
2) = f2. (11)

При f1 = 1, f2 = 0 (или наоборот) получим

C12 = C21 ≈ πε
[
µ21 − µ̄21 + ln)ρ12/ρ̄12)

]/
∆ (12)

(так как с помощью системы (11) получаем C12 6= C21,
то здесь взято их среднее арифметическое значение).

Журнал технической физики, 2000, том 70, вып. 2



Вычисление электрической емкости системы проводов круглого и эллиптического сечения... 5

При f1 = 1, f2 = 1 получим

C10 ≈ 2πε
[
ln(ρ̄12/ρ12)−

(
µ̄22 − µ

0
2

)]/
∆, (13)

C20 ≈ 2πε
[
ln q1 + (µ̄21 − µ21)

]/
∆, (14)

где

∆ = (µ̄21 − µ21) ln(ρ̄12/ρ12) + (µ̄22 − µ
0
2) ln q1.

В частности, если центр окружности находится (в
системе xOy) в точке O1(−l1, 0), центр эллипса с полу-
осями a, b — в точке O1(−l2, 0), l2 > l1, большая ось эл-
липса перпендикулярна прямой x = 0, то (c =

√
a2 − b2)

µ21 = Arch
l2 − l1

c
, µ̄21 = Arch

l1 + l2
c

,

µ̄22 = Arch
2l2
c
, µ0

2 = Arch
a
c
,

ρ12 = l2 − l1, ρ̄12 = l1 + l2.

Для вычисления погрешности формул (12)–(14) про-
водился численный эксперимент, состоящий в решении
методом редукции системы (8) и сравнении ”точного”
значения емкости с приближенным. Система (8) в этом
случае распадается на две: однородную для B1

ν и B2
ν с

нулевым решением и неоднородную для A1, A2, A1
ν , A2

ν ,
ν = 1, 2, . . . . В таблице приведены некоторые резуль-
таты вычислений в этом частном случае для эллипса с
полуосями a = 5, b = 3 и окружности радиуса R1 = 5 в
зависимости от l1 и l2.

Значение C12/(2πε) Относительная

l1 l2 ”точное” приближенное ошибка, %

15.5 36.5 0.207196 0.203787 1.6452
15.5 46.5 0.129713 0.132149 −1.8774
25.5 46.5 0.222773 0.214002 3.9374
25.5 56.5 0.143918 0.143126 0.5500
25.5 66.5 0.107671 0.108142 −0.4381
35.5 56.5 0.232711 0.222177 4.5269
35.5 66.5 0.153371 0.151506 1.2160
35.5 76.5 0.116508 0.116210 0.2554
35.5 86.5 0.094395 0.094538 −0.1518

Отметим, что размерность усеченной системы для по-
лучения ”точного” решения сильно зависит от взаимного
расположения проводов и плоскости. Для получения
приведенных в таблице значений с шестью верными
знаками после точки достаточно взять десять уравнений,
с тремя — пять. Если, например, l1 = 6, l2 = 17, то
уже для получения значения с шестью верными знаками
после точки нужно взять 38 уравнений.

На рисунке показаны эквипотенциальные линии поля.
В силу симметрии линии изображены только для y ≥ 0.
Вычисления проведены для a = 3, b = 2, R1 = 2, l1 = 5,
l2 = 16.

Для любых N1 и N2 с помощью определителей
легко написать приближенную расчетную формулу
для вычисления любой емкости аналогично форму-
лам [1, (6)–(21)].

Предложенный метод точного и приближенного вы-
числения электрических емкостей можно использовать
в научной и практической деятельности инженерам и
научным работникам различных специальностей.
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