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Рассмотрена задача о волноводах, связанных через малые отверстия. Методом
согласования асимптотических разложений решений найдена асимптотика по
малому параметру — диаметру отверстия собственного значения, стремящегося
к нижней границе непрерывного спектра. Аналогичная асимптотика получена в
случае нескольких отверстий связи.

Задача изучения свойств спектра связанных волноводов привлекла
внимание физиков и математиков довольно давно. В последнее время
возникла новая волна интереса, вызванная развитием наноэлектроники.
Дело в том, что описание многих мезоскопических квантовых систем
сводится к анализу транспортных свойств электронной волны в кван-
товом волноводе [1–4]. В данной работе рассматривается система двух
волноводов, связанных через одно и несколько малых отверстий. В [5]
показано существование собственного значения, стремящегося к нижней
границе непрерывного спектра при сужении отверстия, и получены
вариационные оценки для него. Вопрос же о его асимптотике оставался
открытым. Он и решается в данной статье.

Пусть Ω± — двумерные волноводы с границами {(x1, x2) : x2 = 0,
x2 = ±d±}, соединенные окном {(x1, x2) : x2 = 0,−a < x1 < a}.
Рассмотрим случай d+ > d−. Пусть λa = k2

a — искомое собственное
значение. Для отыскания его асимптотики используем схему согласова-
ния асимптотических разложений, предложенную в [6,7], но мы ищем
асимптотический ряд в несколько другой форме:
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При этом асимптотические ряды для соответствующей собственной
функции

ψa(x) =
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где St — сфера радиуса t с центром в центре отверстия,
vji ∈ W1

2,loc(Ω
+ ∪ Ω−), Pm — некоторые полиномы от Dy (Dy —

производная по переменной y). G± есть функции Грина волноводов
Ω±, производные которых имеют асимптотики (при d+ > d−):

Dj
yG

+(x, 0, k) = sin
πx2

d+
Di

x

(
sin

πx2

d+

) ∣∣∣∣
x2=0

(
π2

d2
+

− k2
a

)−1/2

+ Φ j(x, k) ln r

+ g+
j (x, k) +

[ j
2 ]∑

i=0

j−2i−1∑
t=0

b( j)
it (k)r− j+2(i+t) sin( j − 2i)Θ,

Dj
yG
−(x, 0, k) = Φ j(x, k) ln r + g−j (x, k)

+

[ j/2]∑
i=0

j−2i−1∑
t=0

b( j)
it (k)r− j+2(i+t) sin( j−2i)Θ,

где (r,Θ) — полярные координаты, члены b( j)
it (k), Φ j(x, k), g±j (x, k)

аналитичны по k в некоторой окрестности точки π/d+, Φ j ∈ C∞(R2) и
нечетна по переменной x2, g±j ∈ C∞(Ω±).

Проведя процедуру согласования асимптотических разложений, по-
лучаем главный член асимптотики λa по a в виде
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a4 + o(a4), d+ = d− = d.
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Аналогичным образом можно рассмотреть случай n отверстий связи
ширины 2aωi , i = 1, 2, . . . , n. Здесь асимптотика основного состояния,
близкого к границе непрерывного спектра, имеет вид:
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+
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+
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)2

a4 + o(a4), d+ > d−,
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Здесь cωi — гармоническая емкость отрезка ωi (i-го окна связи) в R2. От-
метим, что полученный результат объясняет появление в вариационных
оценках [8] в качестве меры малости отверстий связи суммы квадратов
длин отверстий.
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