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Для сферической наногетеросистемы β-HgS /β-CdS /β-HgS выполнен расчет матрицы рассеяния электрона
для сферически симметричных состояний. Найдены и проанализированы положение энергетических уровней
и время жизни электрона в соответствующих состояниях в зависимости от геометрических параметров
системы.

Интерес к ”искусственным атомам” — наногетероси-
стемам сложных сферических (и других) форм — обус-
ловлен как возможностями их практического примене-
ния [1–2] (прецизионные по частоте лазеры, работающие
при высоких температурах), так и возможностями иссле-
дования новых фундаментальных физических явлений.

Не так давно методом ионного замещения под дав-
лением были экспериментально созданы сферически
симметричные наногетеросистемы β-CdS /β-HgS / H2O и
β-CdS /β-HgS /β-CdS / H2O [3–4]. В этих же работах
экспериментально и теоретически исследовался спектр
электронов и экситонов в зависимости от геометриче-
ских параметров системы. Теория электронного (дыроч-
ного) спектрa в сложных сферических наногетероси-
стемах в приближении эффективной массы без учета
взаимодействия с фононами представлена в работе [5].
В работах [6] учитывалось влияние поляризационных фо-
нонов (ограниченных и интерфейсных) на электронный,
а в работе [7] — на экситонный спектры в сложных
квантовых ямах.

Во всех этих и других работах соответствующая на-
ногетеросистема явно или неявно предполагалась та-
кой, что она помещена во внешнюю массивную среду,
потенциал которой является наибольшим барьером для
электрона или дырки. В результате в области энергий
меньших высоты барьера внешней среды образуются свя-
занные стационарные состояния электрона ”искусствен-
ного атома”, а в области энергий выше потенциального
барьера — непрерывный спектр.

Насколько нам известно, пока не исследован спектр
электрона в сферических наногетеросистемах другого
типа, а именно таких, в которых внешняя среда является
потенциальной ямой по отношению к сферической кван-
товой яме, отделенной от внешней среды потенциальным
барьером. Из физических соображений ясно, что в такой
наногетеросистеме должны возникать квазистационар-
ные состояния электронов и дырок с конечным временем
жизни этих квазичастиц. Поскольку экспериментальное
создание подобных систем не вызывает принципиальных
затруднений, а они могут иметь интересные практиче-
ские применения, то представляет интерес исследовать
электронные состояния в одной из таких систем.

В предлагаемой работе мы исследуем сферически-
симметричные квазистационарные состояния электрона
в наногетеросистеме β-HgS /β-CdS /β-HgS, так как эта
система, по-видимому, может быть создана экспери-
ментально тем же методом ионного замещения, если
внешний шар β-HgS сделать столь толстым, чтобы его
можно было рассматривать как внешнюю среду.

Будем изучать электронный спектр сферической на-
ногетеросистемы, представляющей собой ядро β-HgS
(квантовая яма) и слой β-CdS (потенциальный барьер),
помещенные в массивную среду β-HgS. Геометрическая
схема и потенциальная энергия электрона изображены
на рис. 1. Потенциальная энергия электрона зависит
лишь от расстояния до центра системы, поэтому уравне-
ние Шредингера удобно решать в сферической системе
координат с началом в центре гетеросистемы, где

U(r) =

{
0, r ≤ R0, r ≥ R1

U, R0 < r < R1

. (1)

Эффективная масса электрона в каждой среде известна,
и для системы в целом она может быть записана в виде

m(r) =

{
m0, r ≤ R0, r ≥ R1

m1, R0 < r < R1

. (2)

Уравнение Шредингера для электрона в рассматривае-
мой системе будет следующим:{

~2

2
∇

1
m(r)
∇−U(r)

}
Ψ(r) = EΨ(r). (3)

С учетом сферической симметрии решение этого урав-
нения ищется в виде

Ψ(r) = R(r)Ylm(θ, ϕ), (4)

где Ylm(θ, ϕ) — сферические функции, а радиальные
функции R(r), связанные с функциями X(r) соотноше-
нием

R(r) = rX(r), (5)

приводят к уравнению Бесселевого типа. В результате
для сферически симметричных состояний (l = 0) одно
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Рис. 1. Геометрическая схема и потенциал сложной сфериче-
ской наногетеросистемы β-HgS /β-CdS /β-HgS.

из решений имеет вид

X(+)
k (r) =


aeikr + be−ikr , r ≤ R0

αeχr + βe−χr , R0 < r < R1

eikr , r ≥ R1

, (6)

где

χ =

√
χ2

0 −
m1

m0
k2, χ0 =

√
2m1U
~

, k =

√
2m0E
~

.

Коэффициенты α, β, a, b определяются из условий не-
прерывности волновой функции и плотности потока
вероятности на границах областей

α = e−R1(χ−ik) ∆m+ g+
1

2m0R1χ
, β = −eR1(χ+ik) ∆m+ g−1

2m0R1χ
,

a = e(χ+ik)ρ e−2ρχ(∆m+g+
1 )(−∆m+g+

0 )−(∆m+g−0 )(−∆m+g−1 )

4im0m1R0R1kχ ,

b = −eik(R0+R1)ρ e−2ρχ(∆m+g+
1 )(−∆m+g−0 )−(∆m+g+

1 )(−∆m+g−0 )

4im0m1R0R1kχ ,

(7)
где

ρ = R1 − R0, ∆m = m0 −m1,

g+
0 = (m0χ + ikm1)R0, g+

1 = (m0χ + ikm1)R1,

g−0 = (m0χ − ikm1)R0, g−1 = (m0χ − ikm1)R1.

Другое независимое решение X(−)
k (r) получается ком-

плексным сопряжением

X(−)
k (r) = X(+)∗

k (r), (8)

поэтому общее решение имеет вид

Xk(r) =

√
2
π

S(k)−1/2 1
2i

[
−X(−)

k (r) + S(k)X(+)
k (r)

]
, (9)

где S(k) — матрица рассеивания.

Аналитический расчет S-матрицы выполняется точно
согласно модифицированной (на случай m1 6= m0) общей
теории [8]. Результат следующий:

S(k) = e−2ikR1
g−1 + ∆m

g+
1 + ∆m

e−2χρ +
g+

1 −∆m

g−1 +∆m
ξ(k)

e−2χρ +
g−1 −∆m

g+
1 +∆m

ξ(k)
, (10)

где

ξ(k) =
m1kR0 ctg(kR0) + m0R0χ + ∆m
m1kR0 ctg(kR0)−m0R0χ + ∆m

. (11)

Полюса S-матрицы в нижней комплексной полуплос-
кости (k = k1 − ik2) определяют спектр энергий (En)
и время жизни (τn) электрона в квазистационарных
состояниях. Эти величины можно вычислить численны-
ми методами. В связи с большой разницей в порядках
величин k1 и k2 (6–10 порядков) точность вычисления
величины τn может быть недостаточной, особенно при
больших значениях ширины и высоты потенциального
барьера. Поэтому проанализируем выражение (10). В
случае, когда χρ � 1 (барьер достаточно широкий
и высокий), слагаемым exp(−2χρ) можно пренебречь
везде, кроме точки k = kn, где ξ(k) = 0. Следовательно,
(10) будет иметь вид функции

S(k) = e−2ikR1
m0χ − (m0 −m1)/R0 + ikm1

m0χ − (m0 −m1)/R1 − ikm1
, (12)

не имеющий полюсов. Таким образом, полюса S-матрицы
возможны только в окрестности точек k = kn. Значение
kn, являющееся решением дисперсионного уравнения

m1kR0 ctg (kR0) + m0R0χ + ∆m = 0, (13)

определяет энергии стационарных состояний электрона
в предельном случае ρ → ∞. Для определения анали-
тических выражений приближенных значений k1 и k2 в
уравнении

e−2χρ +
g−1 −∆m

g+
1 + ∆m

ξ(k) = 0, (14)

которое определяет полюса S-матрицы (8), разложим
ξ(k) в ряд по степеням (k − kn), сохраняя линейное
слагаемое

ξ(k) =
(k− kn)

2kn
(1 + R0χn)

×

(
m1k2

n

m0χ2
n

+
m0 −m1

m1R0χn
+

m0

m1

)
, (15)

где χn =
√
χ2

0 −
m1
m0

k2
n.

Подставляя теперь (15) в (14), получим прибли-
женные значения k1 и k2, а следовательно, и энергии
квазистационарных состояний

En =
2~2

m0
(k2

1 − k2
2) ≈

2~2

m0
k2

n, (16)
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Рис. 2. Зависимости En (штриховые линии) и τn (сплошные
линии) от ширины потенциального барьера nCdS = ρ/aCdS.

Рис. 3. Зависимости En (штриховые линии) и τn (сплошные
линии) от ширины потенциальной ямы nHgS = R0/aHgS.

и времена жизни электрона в этих состояниях

τn =
m0

2~2k1k2
≈
~e2χnρ

16En

×

[
m2

1k2
n+

(
m0χn+

∆m
R1

)2](
m2

0χ
2
n+m2

1k2
n+m0∆m

χn

R1

)
(χnR0+1)

m2
1χ

3
nkn

. (17)

Конкретный расчет характеристик электронного
спектра выполняется для наногетеросистемы
β-HgS /β-CdS /β-HgS с параметрами m0 = 0.036me,
m1 = 0.2me, U = 1.2 eV, aHgS = 5.851 Å, aCdS = 5.818 Å.
Результаты расчета зависимостей En и τn первых трех
уровней от ширины барьера (β-CdS) при фиксированной
ширине ямы β-HgS R0 = 15aHgS приведены на рис. 2.
Расчет выполняется как согласно точной формуле
(10), так и по приближенным формулам (16)–(17).
Отклонение в полученных результатах не превышает
1% даже при минимальной ширине барьера. Как
видно из рисунка, все уровни энергий практически не
зависят от ширины барьера, а время жизни электрона
в этих состояниях экспоненциально увеличивается с
увеличением ρ.

На рис. 3 приведены зависимости En и τn от ширины
ямы R0 при фиксированной ширине барьера ρ = 5aCdS.
Из рис. 3 видно, что с увеличением ρ все уровни
энергии смещаются по квадратичному закону в область
меньших энергий, а время жизни электрона в этих со-
стояниях быстро увеличивается с увеличением ширины
ямы. Последнее понятно из физических соображений,
так как увеличение ширины ямы понижает энерегети-
ческий уровень, чем увеличивает ”мощность” барьера,
т. е. препятствует выходу электрона в область свободного
пространства из связанного состояния, увеличивая тем
самым время жизни в этом состоянии.

Таким образом, можно заключить, что в сферических
наногетеросистемах с квазистационарными состояниями
время жизни электрона очень чувствительно к геометри-
ческим характеристикам наносистемы.
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