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Температурная зависимость концентрации электронов на донорных уровнях и в зоне проводимости
невырожденного некомпенсированного полупроводника CdF2 : Y рассчитана в рамках „простой“ теории
полупроводников и „новой“ поляронной теории Мясникова и Мясниковой. На основании сравнения
результатов расчета с имеющимися экспериментальными данными сделан вывод о том, что „новая“ теория
неприменима к описанию рассмотренного случая невырожденного полупроводника.
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1. В работе [1] для анализа данных по эффекту
Холла в полупроводниковых кристаллах CdF2 в об-
ласти температур T = 150−300 K привлекалась „но-
вая“ поляронная теория Мясникова и Мясниковой [2].
Проведенные расчеты привели к чрезвычайно низкой
концентрации свободных носителей, что не согласуется
с имеющимися экспериментальными данными [3–6] и
требует подробного рассмотрения. В настоящей работе
проверена справедливость новой теории для описания
известных экспериментальных данных работы [5], где
была измерена температурная зависимость концентра-
ций нейтральных доноров и свободных носителей в
зоне проводимости некомпенсированного полупровод-
ника CdF2 : Y. К описанию тех же экспериментальных
данных мы также привлекали „простое“ приближение
невырожденной параболической зоны проводимости и
сравнили полученные результаты.

2. CdF2 — кристаллы флюорита Cd, легированные
трехвалентными редкоземельными ионами, а также Y3+,
Sc3+ и некоторыми другими ионами, после аддитив-
ного восстановления — прокалки в парах щелочных
металлов — приобретают свойства полупроводников
n-типа [7]. До процессов окрашивания в выращенном
кристалле трехвалентные примесные ионы замещают
ионы Cd2+ катионной подрешетки, а их избыточный
положительный заряд +1 компенсируется тем же чис-
лом дополнительных междоузельных ионов F−, обра-
зующих статистически распределенные дефекты в ани-
онной подрешетке. Аддитивное восстановление приво-
дит к удалению из решетки части (или всех) ионов-
компенсаторов F−, вместо которых в кристалл через по-
верхность инжектируются „подвижные“ электроны (бо-
лее точно поляроны, см. далее). Они могут захватывать-
ся примесными катионами Me3+ на водородоподобную
орбиту с радиусом ∼ 7 Å [8] с образованием нейтраль-
ного донора Me3+ + e. Энергия термической ионизации
электрона (связанного полярона) с донорного уровня
в зону проводимости равна 0.1 eV [3–5]. Ионизация
доноров может быть вызвана также ИК светом в области

мощной фотоионизационной ИК полосы поглощения,
простирающейся от ∼ 700 до ∼ 10000 cm−1 [5].

В преимущественно ионном по характеру связи кри-
сталле CdF2 константа взаимодействия электронов зоны
проводимости с продольными оптическими фононами
довольно велика и равна α ≈ 3.3 [3]. Отсюда следует,
что подвижными (и связанными на донорных уровнях)
носителями заряда в кристалле являются поляроны [8].
Из величины α и энергии продольного оптического фо-
нона в CdF2 ~ω0 ≈ 0.05 eV [5] можно оценить энергию
связи (свободного) полярона. В приближении сильной
связи EPol = 0.19 eV, в случае слабой связи эта вели-
чина примерно на 10% меньше [1]. В работе [3] на
основании данных по измерению коэффициента Холла,
холловской подвижности и термоэдс в области темпера-
тур T = 60−375 K была определена эффективная масса
свободного полярона в зоне проводимости mP = 0.9m0,
где m0 — масса свободного электрона. Отсюда была
вычислена эффективная масса „голого“ электрона в зоне
проводимости, до „включения“ электрон-фононного вза-
имодействия mC = 0.45 m0. В работе [3] эффективное
число состояний в зоне проводимости вычислялось по
необычной формуле теории полупроводников [9]

NC =
1

π2~3

∞∫
0

p2 exp

(
−β p2

2mP

)
dp = 2

(
mPkBT
2π~2

)3/2

, (1)

где β = 1
kBT , kB — постоянная Больцмана, p — импульс

носителя (полярона) с эффективной массой mP в пара-

болической зоне проводимости с энергией E(p) = p2

2mP
.

3. Мы проверили справедливость этого приближения
для описания известных экспериментальных данных ра-
боты [5], где была измерена температурная зависимость
концентраций нейтральных доноров nSh(T) и свободных
носителей в зоне проводимости nC(T) некомпенсиро-
ванного полупроводника CdF2 : Y. Величина nSh опреде-
лялась по интенсивности фотоионизационной ИК поло-
сы поглощения, а nC — по измерению коэффициента
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Рис. 1. Температурная зависимость относительной концен-
трации носителей в зоне проводимости nC и на донорных
уровнях nSh в некомпенсированном полупроводнике CdF2 : Y.
Точки — экспериментальные данные работы [5] по изме-
рению эффекта Холла (Hall) и измерению интенсивности
ИК поглощения (IR): nC(Hall)/n6 (1), 1− nC(Hall)/n6 (2),
nSh(IR)/n6 (3), 1− nSh(IR)/n6 (4). Сплошные линии — расчет
по формулам (1)–(4) в простом приближении зоны прово-
димости, заселяемой носителями с эффективной массой mP,
равной: 0.45m0 (5), 0.9m0 (6), 1.35m0 (7). Энергия уровня
ESh = −0.1 eV, EC = 0 eV. Для кривых 6 энергия уровня Ферми
изменяется от EF = −0.07 eV при T = 170 K до EF = −0.16 eV
при T = 470 K.

Холла. Эти данные представлены точками на рис. 1.
Линиями изображены расчетные зависимости. Видно,
что наиболее удовлетворительное согласие эксперимен-
тальных и расчетных зависимостей достигается при том
же значении эффективной массы свободного носителя
(полярона) mP = 0.9m0, что и в работе [3]. В проведен-
ных расчетах предполагалось, что подвижные электро-
ны кристалла в концентрации n6 распределены между
донорными уровнями (NSh — полная концентрация до-
норов) и зоной проводимости. Для некомпенсированного
полупроводника очевидно n6 = NSh. Для невырожденной
зоны проводимости и при двукратном вырождении по
спину для электронов на одноэлектронных уровнях до-
норов концентрация нейтральных доноров и электронов
в зоне проводимости равны [9]

nSh =
NSh

1 + 1
2 exp[β(ESh − µ)]

, (2)

nC =
NC

1 + exp[β(EC − µ)]
≈ NC exp[β(µ − EC)], (3)

где ESh и EC — энергии донорного уровня и дна зо-
ны проводимости соответственно, а эффективное число
электронных состояний в зоне проводимости определя-
ется уравнением (1).

С учетом приведенных соотношений при заданной
температуре положение уровня Ферми µ определяется

на основе решения уравнения баланса

nSh(T) + nC(T) = n6, (4)

где суммарная концентрация подвижных электронов
в исследованном кристалле n6 = 1.3 · 1018 cm−3 [5] не
зависит от температуры.

4. В новой поляронной теории Мясникова и Мяс-
никовой [2] в отличие от общепринятых представле-
ний (см., например, [8]) постулируется, что средняя
скорость полярона u не может превышать минималь-
ной фазовой и одновременно максимальной группо-
вой скорости продольных оптических фононов. (Как
правило, u∼ 106 cm−1. Эта же оценка справедлива и
для CdF2 [1]). Это условие приводит к сильному огра-
ничению предельно допустимого импульса полярона
p1 = mCu и чрезвычайно низкому эффективному числу
состояний в поляронной зоне проводимости (см. да-
лее). При этом предельная концентрация поляронов в
кристалле (с учетом вырождения по спину) n0 = 2

V0
,

где V0 ∼ 1020 cm−3 — это объем кристалла, занимаемый
одним поляроном. С локализацией полярона в объеме V0

связана неопределенность в величине его импульса, а
именно

p0 = ~
(

6π2

V0

)1/3

. (5)

Выше поляронной зоны по энергии на величину EPol

располагается электронная зона проводимости, в кото-
рой размещаются „голые“ электроны с массой mC. Все
носители с импульсами 0 < p < p1 могут находиться
только в поляронной зоне, а с большими значениями
импульса p > p1 — только в электронной зоне. Однако
область импульсов p1 > p > p0 становится свободной
для „холодных“ электронов только при наличии вакант-
ных мест в поляронной зоне, например при термической
активации поляронов в вышележащую электронную зо-
ну проводимости. „Горячие“ электроны с импульсами
p> p0 могут беспрепятственно располагаться в элек-
тронной зоне. Концентрация холодных носителей (сум-
марно поляронов и холодных электронов) nCold, поляро-
нов nPol, холодных nC_Cold и горячих nC_Hot электронов
описывается уравнениями1

nC_Hot =
1

π2~3

∞∫
p0

p2

1 + exp
[
β
(
EC + p2

2mC
− µ

)]dp, (6)

nCold = nPol + nC_Cold =
Aexp(βµ)

V0
[
1 + 1

2 Aexp(βµ)
] , (7)

nPol = nCold
V0

π2~3A

p1∫
0

p2 exp

[
−β
(

EPol +
p2

2mP

)]
dp, (8)

nC_Cold = nCold
V0

π2~3A

p0∫
p1

p2 exp

[
−β
(

EC +
p2

2mC

)]
dp, (9)

1 В оригинальных работах [2] численные коэффициенты в урав-
нениях вида (6)–(10) для концентрации носителей не учитывают
двукратное вырождение носителей по спину.
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Уровни энергии, эффективные числа состояний и концентрация носителей в полупроводнике CdF2 : Y при T = 300 K, рассчитанные
в рамках обычной теории полупроводников [9] и новой поляронной теории [2]

Традиционная теория Новая поляронная теория [2]

Уровни
Энергия Число Концентрация

Уровни
Энергия Число Концентрация

уровней, eV состояний, cm−3 носителей, cm−3 уровней, eV состояний, cm−3 носителей, cm−3

Электронная
− − − − зона 0.19 7.4 · 1018 6.8 · 1015

проводимости

Зона Поляронная
проводимости 0 2.1 · 1019 4.3 · 1017 зона 0 2.0 · 1015 2.8 · 1015

(поляроны) проводимости

Мелкие −0.1 1.3 · 1018 8.7 · 1017 Мелкие −0.1 1.3 · 1018 1.29 · 1018

доноры доноры

П р и м е ч а н и е . За уровень отсчета принято дно зоны проводимости поляронов. При расчете использовались параметры: ESh = −0.1 eV,
EPol = 0 eV, EC = 0.19 eV, mPol = 0.9m0, mC = 0.45m0, u = 106 cm/s.

где

A =
V0

π2~3

{ p1∫
0

p2 exp

[
−β
(

EPol +
p2

2mP

)]
dp

+

p0∫
p1

p2 exp

[
−β
(

EC +
p2

2mC

)]
dp

}
. (10)

Если все параметры в уравнениях (2), (6)–(10) опре-
делены, положение уровня Ферми µ находится на основе
решения уравнения баланса

nSh(T) + nPol(T) + nC_Cold(T) + nC_Hot(T) = n6. (11)

Решения уравнений новой поляронной теории для
полупроводника CdF2 : Y при указанных значениях па-
раметров вместе с экспериментальными данными рабо-
ты [5] приведены на рис. 2. Видно, что расчеты в рамках
новой поляронной теории не согласуются с эксперимен-
том, причем даже искусственная вариация параметров
теории в широких пределах не приводит к какому-либо
удовлетворительному согласию с экспериментальными
данными. Далее обсудим возможные причины такого
очевидного несоответствия.

5. Легко видеть, что уравнения (6)–(10) существенно
упрощаются в случае, когда концентрация свободных
носителей много меньше предельной концентрации по-
ляронов: nCold + nC_Hot � n0. Прежде всего заметим, что
для невырожденного полупроводника Aexp(βµ)� 1, и
поэтому nCold = A

V0
exp(βµ). Введем далее по аналогии с

выражением (1) для NC эффективные числа состояний в
поляронной зоне и зоне свободных электронов, „холод-
ных“ и „горячих“

NPol =
1

π2~3

p1∫
0

p2 exp

(
−β p2

2mP

)
dp≈ p3

1

3π2~3
, (12)

NC_Cold =
1

π2~3

p0∫
p1

p2 exp

(
−β p2

2mC

)
dp, (13)

NC_Hot =
1

π2~3

∞∫
p0

p2 exp

(
−β p2

2mC

)
dp. (14)

При оценке этих чисел необходимо учитывать, что
p1 � p0. Кроме того, в рассматриваемой области тем-

ператур, близких к комнатной,
p2

1
2mP
� kBT � p2

0
2mC

. По-

этому (NPol,NC_Hot)� NC_Cold и суммарное число состо-
яний „холодных“ и „горячих“ носителей в электронной
зоне проводимости может быть вычислено по аналогии

Рис. 2. Температурная зависимость относительной концен-
трации носителей в поляронной и электронной зонах про-
водимости nPol, nC_Cold, nC_Hot и на донорных уровнях nSh

в CdF2 : Y. Точки — экспериментальные данные работы [5].
Их обозначения те же, что и на рис. 1. Сплошные ли-
нии — расчет по формулам (2), (6)–(11) в новой поляронной
теории [2]: nSn(T)/n6 (a), nPol(T)/n6 (b), nC_Cold(T)/n6 (c),
nC_Hot(T)/n6 (d). При расчете использовались парамет-
ры: ESh = −0.1 eV, EPol = 0 eV, EC = 0.19 eV, mPol = 0.9m0,
mC = 0.45m0, u = 106 cm/s. (Рассчитанное положение уровня
Ферми изменяется от EF = −0.008 eV при T = 170 K до
EF = −0.020 eV при T = 470 K).
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с уравнением (1)

NC_All = NC_Cold + NC_Hot =
1

π2~3

∞∫
p1

p2 exp

(
−β p2

2mC

)
dp

≈ 2

(
mCkBT
2π~2

)3/2

. (15)

Концентрации носителей в поляронной и электронной
зонах проводимости описываются уравнениями

nPol = NPol exp[β(µ − EPol)], (16)

nC_Cold = NC_Cold exp[β(µ − EC)], (17)

nC_Hot = NC_Hot exp[β(µ − EC)], (18)

nC_All = NC_All exp[β(µ − EC)]. (19)

Отсюда следует, что при повышении температу-
ры происходит перераспределение „холодных“ но-
сителей между поляронной и электронной зона-
ми проводимости. При низких температурах, когда
NPol exp[β(EC − EPol)] > NC_All, в основном заселена по-
ляронная зона. При повышении температуры, когда это
неравенство обращается, носители преимущественно
располагаются в электронной зоне. Интересно сравнить
эффективные числа состояний и концентрации носи-
телей, рассчитанные в традиционной и новой модели
(см. таблицу). Видно, что в новой теории чрезвычайно
низко эффективное число состояний в поляронной зоне
из-за малой величины предельного импульса поляронов
p1 = mCu, что заложено в основание этой теории [2].
В электронной зоне число состояний нормально высо-
кое, но эта зона приподнята по энергии относительно
поляронной зоны и соответственно донорных уровней
на добавочную величину EC − EPol. Поэтому в новой
поляронной теории концентрация свободных носите-
лей оказывается существенно меньше, чем в простом
приближении, которое согласуется с экспериментом
(ср. рис. 1 и 2).

6. Таким образом, „новая“ поляронная теория [2], по-
видимому, не согласуется с экспериментальными данны-
ми по исследованию статистики электронов в невыро-
жденных полупроводниках. Возможно, она применима
только для вырожденных полупроводников. Однако в
настоящее время границы применимости не ясны.

Автор благодарит А.И. Рыскина и А.С. Щеулина за
полезные обсуждения.
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