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Рассматривается вопрос об устойчивости стационарных волн в нелинейных
активных средах с высокочастотными потерями без дисперсии. Показано, что в
такой среде могут существовать волны, длины которых не меньше некоторой
минимальной длины λmin. Все стационарные волны являются неустойчивыми
по отношению к малым возмущениям их профиля, однако с увеличением длины
волны увеличивается ее время жизни и для волн с большими длинами λ время
их жизни может быть достаточно велико, так что эти волны могут в некотором
смысле считаться устойчивыми.

Возможность существования стационарных волн (т. е. таких волн,
профиль которых не изменяется с течением времени) в нелинейных
активных средах известна давно. Более того, стационарные решения
соответствующих нелинейных дифференциальных уравнений в частных
производных — это, пожалуй, наиболее просто получаемые решения,
поскольку за счет независимости решений от времени удается перейти
(для одномерных задач) от уравнений в частных производных к обык-
новенным дифференциальным уравнениям (см., например, [1–4]).

В то же самое время один из наиважнейших вопросов, относящихся к
стационарным волнам, не может быть разрешен в рамках стационарного
решения, а именно вопрос об устойчивости этих самых стационар-
ных волн. Действительно, вполне возможны случаи, когда исходные
дифференциальные уравнения допускают стационарные решения, ко-
торые, однако, могут быть неустойчивыми по отношению к малым
возмущениям, и, следовательно, в реальных системах стационарные
волны существовать не будут. Таким образом, чтобы сделать вывод
об устойчивости (или неустойчивости) стационарных волн, необходимо
провести дополнительное исследование [5,6].
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Рис. 1. Длинная линия — модель нелинейной активной среды без дисперсии.

В рамках настоящей работы рассмотрена одна из самых простых
нелинейных активных сред с высокочастотными потерями без диспе-
рсии, моделью которой может служить длинная линия, изображенная
на рис. 1. Если предположить, что нелинейность в линии мала, то
уравнение, описывающее процессы, происходящие в такой среде, в
рамках одноволнового приближения [7] будет иметь вид [8]:

∂u
∂t

+ V0
∂u
∂x
− ν

∂2u
∂x2

= µ f (u), (1)

где u — безразмерное напряжение, t — безразмерное время, V0 —
скорость распространения волн в линейной среде без потерь, ν —
параметр высокочастотной диссипации, µ — параметр нелинейности,
f (u) — функция нелинейности (безразмерная характеристика активного
нелинейного элемента), которая должна ограничивать нарастание коле-
баний и которая, как правило, выбирается в виде f (u) = (1 − u2)u.
Вводя новые переменные ξ = (x − Vot)

√
µ/ν, τ = µt и полагая, что

u = u(ξ, τ ), перейдем от уравнения (1) к уравнению

∂u
∂τ
−
∂2u
∂ξ2

= µ f (u). (2)

Известно, что уравнение (1) допускает решение в виде периодиче-
ских стационарных бегущих волн, распространяющихся со скоростью
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V = V0 [8]. Однако вопрос, устойчивы ли данные периодические ста-
ционарные волны, остается открытым. Получить ответ на него можно,
например, из непосредственного численного решения уравнения (2) с
соответствующими граничными и начальными условиями:

u(0, τ ) = u(D, τ ), uξ(0, τ ) = uξ(D, τ ), u(ξ, 0) = ϕ(ξ), (3)

где D — безразмерная длина волны, ϕ(ξ) — начальное распределение.
Фактически, мы переходим к рассмотрению динамики системы длиной
D, описываемой уравнением (2), замкнутой в кольцо [9].

Существует, однако, еще один способ, с помощью которого можно
было бы выяснить характер устойчивости периодических стационарных
волн. Заменим функцию f (u) = (1 − u2)u кусочно-линейной функцией
f (u) = −u +

∣∣u + 1
2

∣∣ − ∣∣u− 1
2

∣∣. Разумеется, в этом случае будет
рассматриваться несколько иная активная нелинейная среда с высо-
кочастотными потерями, нежели та, о которой говорилось выше, но
резких существенных отличий в данном случае, на первый взгляд, быть
не должно. Кусочно-линейный вид функции f (u) позволяет, в свою
очередь, воспользоваться тем обстоятельством, что рассматриваемая
система становится линейной на соответствующих отрезках, и это
может помочь при анализе происходящих в системе процессов (см.,
например, [10]).

Профиль стационарной волны, распространяющейся в среде, опи-
сываемой уравнением (2) с граничными и начальными условиями (3),
будет определяться, как

u0(ξ)=



1
2
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)
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1
2

(
2 + th S

2 sh(ξ − L)

−ch(ξ − L)
)
, L < ξ 6 L + S,

1
2

(
cos(ξ − L− S)

− ctg L
2 sin(ξ − L− S)

)
, L + S< ξ 6 2L + S,

1
2

(
ch(ξ − 2L− S)

−thS
2 sh(ξ − 2L− S)− 2

)
, 2L + S< ξ 6 2L + 2S,

(4)
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где значения величин L и S связаны между собой соотношениями1

ctg
L
2

= th
S
2

(5)

и
2(L + S) = D. (6)

Из формул (4), (5) можно видеть, что в рассматриваемой среде, опи-
сываемой уравнением (2), могут существовать стационарные волны
с длиной волны λ > 2π. (Соответственно в среде, описывае-
мой уравнением (1), минимальная длина стационарной волны будет
λmin = 2π

√
ν/µ при S = 0, когда для любого значения x выполняется

условие |u(x, t) 6 1/2|). Нетрудно заметить, что значение величины L
монотонно уменьшается от π с увеличением S от нуля.

Можно показать, что стационарные волны в рассматриваемой си-
стеме оказываются неустойчивыми: если |u(ξ, τ )| < 1/2 для любого
ξ , то существует аналитическое выражение, описывающее эволюцию
системы:

u(ξ, τ ) = a0 exp(τ ) +
∞∑

n=1

an cos
(2πn

D
ξ
)
× exp

((
1−

4π2n2

D2

)
τ

)

+
∞∑

n=1

bn sin

(
2πn
D
ξ

)
× exp

((
1−

4π2n2

D2

)
τ

)
, (7)

где коэффициенты an и bn определяются начальным распределением
ϕ(ξ). Из полученного решения (7) отчетливо видно, что все подобные
волны оказываются неустойчивыми из-за существующих компонент a0 и
ak, bk, 0 < k < n. С другой стороны, для волн, на профиле которых су-
ществуют характерные точки ξ i

1/2(τ ), в которых u (ξ i
1/2(τ ), τ ) = ±1/2,

вопрос об устойчивости этих волн сводится к вопросу об устойчивости
этих характерных точек и может показать, что для таких точек имеет

1 Точнее говоря, вместо (6) следовало бы использовать 2(L + S) = D/n, где
n = 1, 2, . . . , nmax, такое, что D/n > 2π. Однако мы будем рассматривать только те
случаи, когда в кольце укладывается ровно одна длина стационарной волны. Понятно,
что случай, когда в кольце укладывается несколько длин волн, может быть сведен к
предыдущему уменьшением длины кольца в соответствующее число раз.
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место соотношение

d
dτ

(
∆ξ i

1/2(τ )
)
≈ ∆ξ i

1/2(τ ), (8)

где δξ i
1/2(τ ) = ξ i

1/2(τ ) − ξ i
1/2 — смещение характерной точки ξ i

1/2(τ )

относительно характерной точки стационарной волны ξ i
1/2 в момент

времени τ . Видно, что отклонение будет нарастать, и следовательно,
такие стационарные волны также оказываются неустойчивыми.

Заметим, что локальные возмущения стационарной волны нарастают
во времени для тех участков профиля волны, в которых |u(ξ, τ )| < 1/2.
В то же время локальные возмущения для участков профиля вол-
ны |u(ξ, τ )| > 1/2, как нетрудно видеть, затухают. Таким образом,
интенсивность нарастания возмущений профиля стационарной волны
будет определяться соотношением длин ”устойчивых” и ”неустойчивых”
участков профиля волны. Поскольку с увеличением длины стационарной
волны λ отношение длин ”устойчивых” участков к ”неустойчивым”
S/L в силу соотношений (5), (6) неограниченно нарастает, то следует
ожидать, что процесс разрушения профиля стационарной волны будет
происходить тем медленнее, чем больше длина этой волны. Для ко-
личественного описания этого обстоятельства введем в рассмотрение
величину τl , которую будем называть ”временем жизни” стационарной
волны. Под временем жизни стационарной волны длиной λ будем
понимать интервал времени, за который удельное возмущение профиля
стационарной волны

δ(τ ) =
1
λ

ξ∗+λ∫
ξ∗

∣∣u(ξ, τ )− u0(ξ)
∣∣dξ (9)

возрастает в два раза, т. е. δ(τl) = 2δ(0), при δ(0) → 0 и
u(ξ, τ ) − u0(ξ) = const. Понятно, что с увеличением длины стаци-
онарной волны возрастает и ее время жизни τl и теоретически оно
может быть достаточно большим, чтобы на конечном интервале времени
стационарная волна сохраняла свой профиль с некоторой наперед
заданной точностью. В этом смысле стационарные волны с большими
длинами λ могут считаться устойчивыми.
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Рис. 2. Зависимость времени жизни τl стационарной волны от ее длины λ:
1 — среда с кусочно-линейной, 2 — с кубической функцией f (u).

Результаты численного моделирования2 подтверждают выводы, кото-
рые были получены на основе анализа уравнения 2 с кусочно-линейной
функцией f (u). В кольце длиной больше 2π возможно существование
в течение некоторого периода времени волн, близких по профилю
к стационарным. На рис. 2 приведены зависимости времени жизни
стационарных волн, рассчитанные по формуле (9) от их длины λ для
(4) с кусочно-линейной и кубической функциями f (u). Из приводимых

2 Было проведено непосредственное численное моделирование уравнения (2) с гранич-
ными и начальным условиями (3) как для функции f (u) = −u +

∣∣u + 1
2

∣∣ − ∣∣u− 1
2

∣∣,
так и для функции f (u) = (1 − u2)u. В качестве разностной схемы была выбрана
шеститочечная классическая схема Кранка–Николсона [11] с весом w = 1/2. Решение
системы нелинейных уравнений осуществлялось гибридным методом: внешние итерации
проводились по Зейделю, внутренние — по Ньютону [12]. В качестве параметров схемы
были выбраны шаг по координате hξ=0.01, шаг по времени hτ = 0.0025.
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Рис. 3. Разрушение стационарной волны длиной D/3 и установление в среде с
кусочно-линейной функцией f (u) стационарной волны длиной D, которая имеет
большее время жизни τl .

Рис. 4. Разрушение стационарной волны длиной D/3 и установление в среде с
кубической функцией f (u) стационарной волны длиной D.
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рисунков отчетливо видно, что в обоих случаях с увеличением длин
волн неограниченно нарастает время их жизни, поэтому в некотором
смысле волны с большими λ являются устойчивыми. В результате того,
что время жизни увеличивается с ростом длины волны, в кольце, в
котором могут существовать несколько волн с разными длинами λ,
происходит переход от стационарных волн с меньшими длинами к
волнам с большими длинами, как это показано на рис. 3, 4.

В заключение выражаем искреннюю признательность чл.-корр. РАН,
профессору Д.И. Трубецкову за постоянное внимание и содействие, а
также канд. физ.-мат. наук В.Г. Анфиногентову и аспиранту А.Е. Храмову
за ряд ценных советов и критические замечания.
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