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Рассматривается задача распространения пространственного солитона в системе туннельно-связанных
оптических волноводов. Коэффициент туннельной связи предполагается модулированным в поперечном
направлении. Изучена адиабатическая динамика для случая периодической модуляции коэффициента тун-
нельной связи. Найдены стационарные точки для параметров пучка. Вычислен эффективный потенциал
в модели эквивалентной частицы для центра пучка. Получено условие для резонансного излучения волн
солитоном.

Введение

Системы туннельно-связанных нелинейных оптиче-
ских волноводов вызывают интерес в связи с возможны-
ми приложениями в качестве оптических ответвителей,
элементов оптических логических устройств и т. п. [1,2].
Такие конфигурации могут быть получены, например,
с помощью приготовления полосковых волноводов на
подложке, состоящей из GaxAl1−xAs [3]. Этот материал
имеет положительную керровскую нелинейность при
выборе частоты волны ниже половины ширины запре-
щенной зоны. Важной особенностью является тот факт,
что в них возможны солитонные режимы распростра-
нения мощных оптических пучков — пространственные
оптические солитоны [4,5]. Достоинством таких систем
является также то, что в них можно получить силь-
ные нелинейные эффекты, используя слабые нелинейные
материалы в отдельных волноводах. Для приложений
представляет интерес разработка методов управления
параметрами пространственных солитонов в этих си-
стемах. В работе [6] предлагается использовать в этих
целях вариацию величины коэффициента туннельной
связи между волноводами. С помощью вариационного
подхода и континуального приближения авторам удалось
исследовать влияние линейного и квадратичного измене-
ния коэффициента туннельной связи. Критическим для
их подхода является вопрос о выборе пробной функ-
ции. Поскольку континуальное приближение приводит к
возмущенному нелинейному уравнению Шредингера, то
последовательный подход заключается в использовании
метода обратной задачи в теории солитонов.

В данной работе мы изучим влияние периодическо-
го изменения коэффициента туннельной связи на рас-
пространение пространственного солитона в пачке не-
линейных планарных волноводов. Исследование будет
проведено на основе применения теории возмущений,
основанной на методе обратной задачи. Проблема имеет
ряд особенностей по сравнению с рассмотренной в [6],

в частности, в нашем случае появляется резонансное
излучение волн пространственным солитоном.

Описание модели

Система уравнений, описывающая распространение
волны в бесконечной системе туннельно-связанных не-
линейных планарных волноводов имеет вид [6,7]

−iunz = vn,n+1/2un+1 + vn−1/2,nun−1 + |un|
2un. (1)

Здесь ū(z, n) есть обезразмеренная электрическая на-
пряженность поля волны, vn,m есть коэффициент связи
между волноводами. Приближенное выражение для vn,m

имеет вид [8]

vn,m ∼ exp[−γ(n−m)].

Для описания эволюции волны в системе волноводов
используем континуальное приближение. Оно приме-
нимо для изучения изменений волны, происходящих
в масштабах, существенно бо́льших расстояния между
центрами волноводов h [9]. Тогда возможно использовать
разложение в ряд Тейлора для un, vn,m

un±1 = u(x)± hux +
h2

2
uxx + . . . ,

vn,n±1/2 = v(x)±
h
2

vx +
h2

8
vxx + . . . .

Подставляя эти выражения в (1), мы получим для
u(z, x) уравнение

−iuz = 2vu+ h2

(
vuxx + vxux +

1
4

vxxu

)
+ |u|2u. (2)

Далее будем изучать случай периодической модуля-
ции параметра туннельной связи вдоль направления x,
v = 1 + ε sin(ax). Полагая далее h = 1 и переходя к
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новым переменным y = x/(
√

2 ), z = 2t, α =
√

2a, мы
получаем окончательно уравнение

iut + uyy = 2|u|2u = εR(u, y) =

− ε sin(αy)uyy− εα sin(αy)uy

+
1
4
εα2 sin(αy)u− 4ε sin(αy)u. (3)

В результате задача сводится к исследованию нелиней-
ного уравнения Шредингера с периодическим возмуще-
нием. Как следует из уравнения [2], возмущение является
консервативным — существует сохраняющийся интеграл
энергии

N =

∞∫
−∞

|u|2dx = const.

Отметим, что недавно влияние локальной неоднород-
ности показателя преломления в пачке волноводов на
динамику пространственного солитона в рамках конти-
нуального приближения и метода обратной задачи для
солитонов анализировалось в работе [10]. Соответ-
ствующее возмущение в правой части (3) имеет вид
R(u, x) = εδ(x)u. Численное моделирование подтвер-
дило хорошее описание динамики пучка в рамках такого
подхода.

Адиабатическая динамика
пространственного солитона в системе
связанных волноводов

Рассмотрим эволюцию одиночного пространственного
солитона, распространяющегося в системе туннельно-
связанных волноводов. Когда модуляция отсутствует, т. е.
при v = 0, солитонное решение может быть записано в
виде

us = 2iη sech[2η(y− ζ)] exp
(
−2iξy− 4i(η2 − ξ2)t

)
.

Здесь η — амплитуда солитона, ζ — координата центра
ζ = −4ξt, ξ = −v/4, где v — скорость солито-
на. Отметим, что скорость солитона есть в размерных
переменных угол ψ распространения пучка в пачке
волноводов ψ = arcsin(ξ/2). В данном разделе из-
учим влияние крупномасштабных и мелкомасштабных
модуляций коэффициента туннельной связи на динамику
пространственного солитона.

а) К р у п н о м а с ш т а б н ы е м о д у л я ц и и
к о э ф ф и ц и е н т а т у н н е л ь н о й с в я з и .
Используя теорию возмущений [11,12], получаем, что
амплитуда солитона сохраняется η = const. Это явля-
ется отражением отмеченного нами ранее факта, что
для уравнений (2), (3) существует интеграл движения

N =
∞∫
−∞
|u|2dx. Для скорости солитона и координаты его

центра получаем систему уравнений

dξ
dt

=
πα2ε

2η sin h(πα/4η)
cos(αζ)

(
η2

3
+ξ2+

α2

48
−1

)
, (4)

dζ
dt

= −4ξ

[
1 +

παε sin(αζ)

4η sin h(πα/4η)

]
. (5)

При малых скоростях солитона ξ � 1, ξ2 � η2

(”тяжелый” солитон) система (4), (5) эквивалентна
задаче движения частицы единичной массы в поле пе-
риодического потенциала u(ζ)

u(ζ) =
2παε sin(αζ)

η sin h(πα/4η)

(
η2

3
+
α2

48
− 1

)
. (6)

В общем случае эффективный потенциал зависит от
скорости солитона ξ . В физике имеются примеры
потенциалов, зависящих от скорости. Так, зависящие от
скорости эффективные потенциалы использовались при
описании взаимодействий нуклонов в ядрах.

Обсудим роль масштабов в задаче. Имеются два ха-
рактерных масштаба: период модуляции параметра тун-
нельной связи λ = 2π/α и размер солитона l = 1/2η.
Амплитуда эффективного потенциала сильно зависит от
величины отношения l/λ. При l/λ � 1 эффективный
потенциал равен

u(ζ) ≈
8
3
ε sin(αζ)η2 + 0(l2/λ2).

В этом пределе эффективный потенциал слабо зависит
от величины отношения масштабов и пропорционален
квадрату амплитуды солитона.

При l/λ � 1 имеем

u(ζ) ≈
πεα3

48η
exp(−πα/4η) sin(αζ).

Видно, что для солитонов с шириной больше периода
модуляции амплитуда эффективного потенциала экспо-
ненциально мала. Имеется коридор значений параметров
в окрестности α ∼ ε−1/3, в котором амплитуда потенци-
ала . 1.

Найти общие решения системы (4), (5) затрудни-
тельно. Проанализируем поведение системы в фазовой
плоскости. Для этого найдем стационарные точки для
системы (4), (5). Перепишем систему уравнений в виде

dξ
dt

= Acos(αζ)(ξ2 − B), (7)

dζ
dt

= −4ξ[1 + C sin(αζ)], (8)

где

A =
επα2

2η sin h(πα/4η)
,

B = −

(
1
3
η2 +

α2

48
− 1

)
, C =

A
2α
.
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Фазовый портрет системы (4), (5) при ε = 0.1, 2η = 1, α = 1.

Отметим, что A,B,C являются убывающими функци-
ями α. Тогда условия для стационарных точек можно
записать в виде

ξ = 0, αζ = π/2 + nπ; ξ = ±
√

B,

αζ = − arcsin(1/c)(−1)n, n = 1, 2, . . . . (9)

С помощью анализа линеаризованной системы (4), (5)
можно показать, что точки αζ = π/2+2nπ стабильны, а
точки αζ = −π/2 + 2nπ нестабильны. Фазовый портрет
системы приведен на рисунке. В силу периодичности
фазовых траекторий мы ограничились рисунком для
значений −π < αζ < 3π/2. Видны области конеч-
ного движения эффективной частицы, соответствующие
колебаниям пространственного солитона как целого в
системе туннельно-связанных волноводов, и области не-
ограниченного движения, соответствующие растущему
отклонению пучка. Отметим, что здесь проявляются
эффекты двух типов. Первый связан с линейным пе-
риодическим потенциалом, второй — с периодической
модуляцией дисперсии. При больших ξ доминирует дис-
персионное возмущение в R(u) → v(x)uxx ∼ ξ2v(x)u,
что видно на фазовом портрете — область 1. При
малых скоростях ξ мы имеем осцилляции солитона
около дна каждой из ям периодического потенциала —
область 2. Особый интерес представляет линия 3, где
скорость солитона не меняется ξ = ±

√
B. Здесь влияние

дисперсионных и потенциальных возмущений на дви-
жение пространственного солитона уравновешивается.
Учитывая, что скорость солитона ξ связана с углом
распространения пучка в пачке волноводов, приходим
к заключению, что варьирование константы туннельной
связи между волноводами приводит к периодическим
изменениям величины места выхода солитонного пучка
из пачки волноводов. Последний эффект может иметь
приложения для разработки оптических устройств на
основе пространственных оптических солитонов.

б) М е л к о м а с ш т а б н ы е м о д у л я ц и и
к о э ф ф и ц и е н т а т у н н е л ь н о й
с в я з и . Для описания предела, когда α � η,
необходимо использование другого подхода, а именно
того или иного варианта метода усреднения по быстрым
изменениям v(y). Применим здесь метод, предложенный
в работе [13]. Предлагается получить уравнение для
медленно меняющейся части волнового поля, используя
разложение

u = U + Acos(αy) + Bsin(αy) + Ccos(2αy)

+ D sin(2αy) + . . . , (10)

где функции U,A,B,C и D предполагаются медленно
меняющимися в масштабе ∼ 1/α.

Выписывая уравнения для этих функций и используя
асимптотические разложения по I/α, можно получить
замкнутое уравнение для U(y, t). Полагая ε < 1/α,
α � 1, получаем

iut + uyy + 2|u|2u =−
ε2α2

16
u

−
ε2

16

(
2iut − 6uyy + 24|u|2u

)
. (11)

Таким образом, динамика пучка в системе туннельно-
связанных волноводов описывается перенормированным
нелинейным уравнением Шредингера. Первый член в
правой части уравнения описывает изменение фазы со-
литона, остальные — изменение ширины солитона. Из
(11) следует, что солитон уширяется

d′ = d0

√
1 + ε2/8
1− 3ε2/8

. (12)

Адиабатическая динамика солитона, изученная в дан-
ном разделе, справедлива при условии, когда можно пре-
небречь эффектами излучения. Обсудим вкратце влияние
эффектов излучения волн пространственным солитоном.

Как показывает анализ, основанный на решении урав-
нений для коэффициента Иоста ассоциированной линей-
ной спектральной задачи b(λ), где λ — спектральный
параметр [14] (λ = 2k, k — волновое число), возникает
излучение волн солитоном. Излучение сконцентрирова-
но около двух спектральных точек

λ1,2 = −ξ ±
√
αξ − η2. (13)

Групповая скорость излученных волн равна
v = −4λ1,2. Максимум излучения наблюдается
при выполнении условия

α/2 −
√
αξ − η2 � 1. (14)

При малых по сравнению со скоростью ξ и частотой
модуляции α амплитудах солитона η находим, что излу-
чение максимально при выполнении условия

α = vs. (15)
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Видно, что резонансное излучение происходит, когда
частота модуляции равна скорости солитона. В силу
сильной связи излучения с солитоном происходит разру-
шение солитона при распространении в пачке волново-
дов. Точно такое же условие, как (15), было получено из
качественных соображений в работе [15] при описании
численных экспериментов по распространению солитона
нелинейного уравнения Шредингера в периодически-
неоднородной среде. Учитывая, что скорость солитона
есть фактически угол распространения пучка в системе
волноводов, находим, что должно быть интенсивное из-
лучение при углах распространения

ψc = arcsin(α/8). (16)

При этих значениях параметров наши результаты
должны быть скорректированы. В частности, интенсив-
ное излучение приведет к появлению радиационного
затухания солитона и его торможению. Полный анализ
проблемы излучения волн пространственным солитоном
в системе волноводов и вычисление длины радиационно-
го распада солитона будет проведено отдельно.

Заключение

В работе исследовано распространение простран-
ственного солитона в системе туннельно-связанных вол-
новодов с периодически меняющимся коэффициентом
туннельной связи. Проблема изучается в рамках длин-
новолнового приближения. Задача сводится тогда к ис-
следованию распространения солитона НУШ с периоди-
ческим дисперсионным и потенциальным возмущением.
Изучена адиабатическая динамика солитона. Показано,
что движение центра солитона описывается движением
частицы единичной массы в зависящем от скорости и
периодическом по координате солитона эффективном
потенциале. Найдены стационарные точки для солитона.
Показано, что предсказываемые эффекты могут быть
применены для управления параметрами пучка в системе
волноводов.

Исследовано также влияние мелкомасштабных моду-
ляций коэффициента туннельной связи на распростра-
нение пространственного солитона. С помощью мето-
да усреднения для нелинейных уравнений в частных
производных выведено перенормированное нелинейное
уравнение Шредингера для пучка и нaйдено изменение
параметров солитона.

Проанализированы эффекты излучения волн простран-
ственным солитоном. Найдено условие резонансного из-
лучения волн солитоном и вычислен угол распростране-
ния, при котором пространственный солитон резонансно
разрушается.

Автор признателен Б.А. Умарову и Е.Н. Цою за полез-
ные обсуждения.

Данная работа частично финансировалась Фондом
фундаментальных исследований при АН РУ (грант № 18-
96).
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