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Аморфно-кристаллические композиты (кристаллиты
в аморфной матрице, аморфные частицы в кристал-
лической матрице, аморфные пленки на кристалличе-
ских подложках, кристаллические пленки на аморфных
подложках и др.) являются предметом интенсивных
экспериментальных и теоретических исследований, что
обусловлено широким кругом их использования в совре-
менных высоких технологиях (см., например, [1–9]). Фи-
зические и механические свойства таких композитов су-
щественным образом зависят от структуры межфазных
границ раздела между кристаллическим и аморфным
материалами. Роль границ „кристалл–стекло“ исключи-
тельно высока в физических процессах, происходящих
в нанокомпозитах [9], где значительная доля общего
объема материала занята межфазными границами. Все
это обусловливает значимый интерес к исследованию
особенностей структуры и поведения межфазных границ
„кристалл–стекло“.

В технологических процессах получения аморфно-
кристаллических композитов, в частности, аморфных
нанопленок на кристаллических подложках, часто стал-
киваются с таким явлением, как отслаивание фаз (заро-
ждение и рост несплошностей на межфазных границах),
которое серьезно нарушает функциональные свойства
композитов. Одним из важнейших факторов, влияющих
на возможность отслаивания, является геометрическое
несоответствие между фазами на границе между ни-
ми. Поскольку границы „кристалл–стекло“ образованы

сильно отличающимися друг от друга кристаллической
и аморфной фазами, значительное несоответствие явля-
ется отличительной чертой таких границ. Как следствие,
они характеризуются высокой плотностью дефектов
несоответствия.

В работах [10,11] предложено описание ориентацион-
ного несоответствия между аморфной и кристалличе-
ской фазами с помощью дисклинаций несоответствия.
Недавно этот подход был развит и использован для
оценки энергии границы раздела „кристалл–стекло“ [12].
В настоящей работе используются результаты рабо-
ты [12] для оценки критической толщины аморфной
нанопленки (пленки наноскопической толщины), при
превышении которой начинается ее отслаивание от
подложки.

1. Модель межфазной границы
в аморфно-кристаллических
композитах

Модель межфазной границы „кристалл–стекло“ по-
дробно изложена в работе [12]. Поэтому здесь ограни-
чимся сжатым изложением основных положений моде-
ли, которые необходимы для предмета настоящей рабо-
ты — исследования процессов отслаивания аморфных
нанопленок от кристаллических подложек.
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Такие особенности структуры металлических и ко-
валентных стекол, как отсутствие дальнего трансля-
ционного порядка, существование ближнего ориента-
ционного порядка, однородность структуры на средне-
масштабном уровне и локальные искажения структу-
ры, эффективно описываются в рамках дисклинацион-
ных моделей [13–15]. Последние представляют стекла
как сплошные среды с беспорядочно распределенными
дисклинационными дефектами, нарушающими дальний
ориентационный порядок и ответственными за локаль-
ные искажения структуры. При этом выделяют два
типа дисклинационных дефектов [14]: непрерывно рас-
пределенные дисклинации отрицательной мощности и
изолированные дисклинации с большой положительной
мощностью. Непрерывно распределенные дисклинации
отвечают за непрерывную кривизну структуры сте-
кол [14], а изолированные дисклинации компенсируют
эту кривизну. Такое дисклинационное представление
аморфной фазы в виде сплошной среды, содержащей
дисклинационные дефекты, удобно для теоретического
описания упругих полей и процессов пластической де-
формации в аморфных структурах [12,14,15].

На основе дисклинационных моделей [13–15] аморф-
ной структуры в работе [12] было предложено следу-
ющее описание границ „кристалл–стекло“ в аморфно-
кристаллических композитах. Соглано закону сохране-
ния дисклинационного заряда [14,15], линии дисклина-
ций не могут заканчиваться внутри сплошной среды:
они обязаны либо выходить на свободную поверхность,
либо образовывать петли. Поэтому линии дисклинаций,
которые выходят на межфазную границу, не обрываются
на ней, а продолжаются в ее плоскости. Дисклина-
ционные сегменты, лежащие в плоскости межфазной
границы, приводят к возникновению ориентационного
несоответствия между аморфной и кристаллической
фазами (подробнее см. [12]), а сами дисклинационные
сегменты трактуются как дефекты несоответствия [12].

Следуя [12], при рассмотрении аморфно-кристал-
лического композита будем использовать следующие
упрощающие предположения.

1) Обе фазы являются упругоизотропными средами с
одинаковыми значениями модуля сдвига µ и коэффици-
ента Пуассона ν .

2) Аморфная фаза содержит прямые клиновые дискли-
нации, нормальные к поверхности раздела „кристалл–
стекло“ (рис. 1).

3) Клиновые дисклинации, расположенные в аморф-
ной фазе, подразделяются на две категории [13–15]:
дисклинации с отрицательной мощностью ω0 ≈ −0.5
и непрерывно распределенные дисклинации с беско-
нечно малой положительной мощностью dω (рис. 1).
Дисклинации мощностью dω (обозначаемые в дальней-
шем как dω-дисклинации) непрерывно распределены в
цилиндрической области наноскопического радиуса Rs,
ось которой совпадает с линией дисклинации мощно-
стью ω0 (рис. 1), и обеспечивают полное экранирова-
ние полей напряжений, создаваемых этой дисклинацией.

Рис. 1. Клиновая дисклинация большой мощности ω0 (сплош-
ная жирная линия), окруженная непрерывно распределенными
клиновыми дисклинациями мощностью dω в аморфной пленке
на кристаллической подложке. Некоторые из dω-дисклинаций
показаны прямыми тонкими линиями. Дисклинации ω0 и dω
соединены сегментами дисклинаций кручения (штриховые) в
плоскости границы „кристалл–стекло“. Клиновые дисклинации
и дисклинации кручения образуют 5-образные полупетли.
В цилиндрической области радиуса Rs осуществляется полное
экранирование полей напряжений дисклинаций ω0 и dω.

Суммарная мощность отрицательной дисклинации ω0 и
положительных дисклинаций dω равна нулю.

4) Дисклинации мощностью ω0 однородно распределе-
ны в аморфной фазе со средней плотностью ∼ R−2

s . Как
следствие дисклинационный ансамбль аморфной фазы
вблизи границы „кристалл–стекло“ может быть разбит
на экранированные конфигурации, содержащиеся внутри
наномасштабных цилиндрических областей, которые в
первом приближении не перекрываются и занимают
практически весь аморфный материал.

Для удобства расчетов каждая дисклинация мощно-
стью ω0 представляется в виде ансамбля отрицатель-
ных дисклинаций бесконечно малой мощности −dω,
линии которых совпадают с линией этой дисклинации.
При этом суммарная мощность дисклинаций мощно-
стью −dω равна ω0. Таким образом, суммарная мощ-
ность отрицательных (−dω) и положительных (dω)
дисклинаций равна нулю, а средние плотности их рас-
пределений равны. Поэтому отрицательные дисклинации
мощностью ω0 и ансамбль окружающих их положи-
тельных дисклинаций мощностью dω представимы в
виде ансамбля диполей дисклинаций dω и −dω. При
этом дисклинации dω смещены относительно оси ци-
линдрической области, занимаемой дисклинациями, а
дисклинации −dω расположены на оси цилиндра.

Как уже упоминалось ранее, введенные таким об-
разом дисклинационные диполи должны продолжаться
в плоскости межфазной границы „кристалл–стекло“.
Поскольку внутри аморфной фазы предполагается на-
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личие клиновых дисклинаций, перпендикулярных меж-
фазной границе, дисклинационные сегменты, лежащие
в плоскости границы (дисклинации несоответствия),
являются дисклинациями кручения. Будем полагать,
что исходный ансамбль прямолинейных клиновых дис-
клинаций аморфной фазы замыкается дисклинациями
кручения (штриховые линии на рис. 1) в 5-образные
полупетли. В работе [12] показано, что введенные та-
ким образом дефекты имеют не только дисклинаци-
онную, но и дислокационную составляющую, т. е. де-
фектная конфигурация внутри цилиндрической области
в аморфной фазе вблизи межфазной границы пред-
ставляет собой непрерывное распределение 5-образных
дисклинационно-дислокационных полупетель (дислока-
ций Вольтерра). В следующем разделе используем из-
ложенную здесь модель межфазной границы „кристалл–
стекло“ и результаты работы [12] для расчета условий
отслаивания аморфных нанопленок от кристаллических
подложек.

2. Критерий отслаивания аморфной
и кристаллической фаз

Для простоты рассмотрим сначала аморфно-кристал-
лический композит, состоящий из двух полубесконеч-
ных фаз (аморфной и кристаллической) с одинаковым
средним расстоянием a0 между атомами в плоскости
межфазной границы. Для оценки условий отслаивания
аморфной и кристаллической областей материала срав-
ним энергию такого композита с суммарной энергией
отслоившихся друг от друга аморфной и кристалли-
ческой фаз. При этом аморфно-кристаллический ком-
позит будем характеризовать распределениями дискли-
национно-дислокационных полупетель, а аморфный ма-
териал, отслоившийся от кристалла, будем описывать
распределениями двуосных дисклинационных диполей,
перпендикулярных свободной поверхности этого ма-
териала (рис. 2, a). Запишем выражения для энергий
системы „кристалл–стекло“ до и после отслаивания
контактирующих фаз.

Запишем сначала выражение для энергии (на единицу
площади поверхности) wA+B аморфно-кристаллического
композита. Энергия wA+B представима в виде

wA+B = w0 + γi + γAB, (1)

где w0 — поверхностная плотность энергии W0, запа-
саемой распределением дисклинационных диполей (по
объему цилиндра радиуса Rs) во фрагменте некоторо-
го объема бесконечного аморфного материала, γi —
поверхностная плотность энергии Wi межфазной гра-
ницы, обусловленная замыканием дисклинационных ди-
полей в полупетли, γAB — химическая энергия грани-
цы A (кристалл)–B (стекло). Величина γi , входящая в
формулу (1), определяется выражением [12]

γi =
Wi

πR2
s

=
Dω2

0Rs

144π

{
(1 + 4ν)A + 2B + (1− 4ν)C

}
, (2)

где D = µ/[2π(1 − ν)], A≈ 2.76, B ≈ 0.72, C ≈ 0.44.

Рис. 2. Отслаивание аморфной пленки от кристаллической
подложки по всей площади межфазной границы (a) или на
участке межфазной границы (b). Линиями показаны дискли-
нации аморфной фазы, обрывающиеся на образовавшейся в
результате отслаивания свободной поверхности или замыкаю-
щиеся в полупетли на межфазной границе. Цилиндрические
экранированные конфигурации условно изображены тройка-
ми дисклинаций (жирные линии соответствуют центральной
ω0-дисклинации).

Запишем выражения для удельных энергий (на едини-
цу площади поверхности) wA и wB отслоившихся друг
от друга аморфной и кристаллической фаз. Удельная
энергия wA кристалла, отслоившегося от аморфного
слоя, включает в себя лишь его химическую поверх-
ностную энергию γA(wA = γA). Удельная энергия wB

полубесконечного аморфного слоя, отслоившегося от
кристалла, представима в виде wB = w0 + γs + γB . Здесь
γB — химическая поверхностная энергия, а γs — до-
полнительный отрицательный вклад свободной поверх-
ности в упругую энергию распределения дисклинацион-
ных диполей (на единицу площади этой поверхности).
Удельная энергия γs для полубесконечного аморфно-
го слоя является аналогом удельной энергии γi для
аморфно-кристаллического композита, только в отличие
от последней энергия γs обусловливается не замыканием
дисклинационных диполей в полупетли, а их выходом на
свободную поверхность.

Будем считать, что отслаивание аморфного и кристал-
лического слоев возможно, если оно приводит к умень-
шению энергии системы, т. е. если wA + wB − wA+B < 0.
Учитывая записанные выше выражения для wA, wB и
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wA+B, критерий отслаивания можно переписать в виде

1γ < γc, (3)

где 1γ = γA + γB − γAB — разность между суммарной
химической поверхностной энергией кристаллического
и аморфного слоев и химической энергией границы их
раздела, а γc = γi − γs.

Здесь следует особо отметить, что предложенная
модель описывает процесс отслаивания несколько упро-
щенно. Действительно, формула (3) представляет собой
критерий отслаивания пленки от подложки целиком,
т. е. сразу по всей площади границы раздела (рис. 2, a).
В реальности же отслаивание происходит на некотором
участке межфазной границы с образованием трещины
конечных размеров, как показано на рис. 2,b. При опи-
сании зарождения такой трещины дополнительно необ-
ходимо учитывать эффект концентрации напряжений у
краев трещины, а в случае сжатой пленки конечной
толщины еще и энергию, связанную с изгибом пленки
из-за ее „выпучивания“ над трещиной (рис. 2, b). Учет
этих факторов является достаточно сложной задачей,
выходящей за рамки нашей работы, поэтому мы огра-
ничимся упрощенным описанием процесса отслаивания
пленки как целого на основе критерия (3).

Удельную энергию γs можно определить соотношени-
ем γs = Ws/(πR2

s), где Ws — дополнительный упругий
вклад в энергию одного распределения диполей клино-
вых дисклинаций, описывающих аморфную структуру
материала (по цилиндрической области радиуса Rs),
обусловленный наличием свободной поверхности. Энер-
гия Ws, расчитанная в Приложении, задается следующей
формулой:

Ws = −ν
2Dω2

0R3
s

18
(A− 2B + C). (4)

Параметры A, B и C здесь имеют те же значения, что и в
формуле (2). Отсюда удельная энергия γs записывается
как

γs = −ν
2Dω2

0Rs

18π
(A− 2B + C). (5)

Теперь, учитывая выражения (2) и (5) для γi и γs, по-
лучаем следующее выражение для удельной энергии γc,
входящей в критерий отслаивания (3)

γc =
Dω2

0Rs

144π
q(ν), (6)

где

q(ν) = A + 2B + C + 4ν(A−C) + 8ν2(A− 2B + C)

≈ 4.64 + 9.28ν + 14.08ν2. (7)

Все записанные выше удельные энергии (γc, γi и γs)
существенным образом зависят от параметра Rs —
радиуса экранирования полей напряжений дисклина-
ций. С физической точки зрения Rs можно тракто-
вать как характерный масштаб структурных неодно-
родностей в аморфных металлических сплавах [16].

В книге [15] и работе [17] приведены следующие
оценки: Rs ≈ 5a0 (где a0 — среднее межатомное рас-
стояние), ω0 = −2 arcsin(1/

√
3) ≈ −70.5◦ для аморфных

металлов и Rs ≈ 5a0, ω0 ≈ −0.5 для аморфных спла-
вов. Тогда при ν = 0.3 получаем следующие оценки
для γc : γc/(µa0) = 0.54 · 10−2 в случае ω0 ≈ −0.5, и
γc/(µa0) = 3.31 · 10−2 при ω0 ≈ −70.5◦ .

Рассмотрим теперь случай, когда аморфно-кристал-
лический композит состоит из полубесконечной кри-
сталлической подложки и аморфной нанопленки тол-
щины h� Rs. В этом случае как в аморфно-кристал-
лическом композите, так и в аморфной нанопленке, от-
слоившейся от подложки, появляется (новая) свободная
поверхность. (Новую) свободную поверхность аморфной
фазы можно рассматривать как источник дополнитель-
ных напряжений, необходимых для удовлетворения на
ней граничных условий. Поскольку мы предполагаем,
что h� Rs, взаимодействием (новой) свободной поверх-
ности с границей раздела в аморфно-кристаллическом
композите и со второй свободной поверхностью в
аморфной нанопленке, отслоившейся от кристалличе-
ской подложки, можно пренебречь. Тогда наличие (но-
вой) свободной поверхности изменяет энергии аморфно-
кристаллического композита и аморфной нанопленки,
отслоившейся от подложки, на одну и ту же величину
γs + γB (где, как и ранее, γs и γB — удельные упругая
и химическая поверхностные энергии). Следовательно,
конечная толщина аморфной нанопленки не изменяет
условие ее отслаивания.

Пусть теперь среднее межатомное расстояние ag в
аморфной нанопленке толщины h отличается от рас-
стояния ac между атомами полубесконечной кристал-
лической подложки в плоскости межфазной границы.
Поскольку аморфная фаза моделируется как кристалл,
содержащий дисклинационные дефекты, а дисклина-
ции не изменяют объем материала [15] (а значит, и
среднее межатомное расстояние), границу „кристалл–
стекло“ можно описывать как границу кристаллов
с различными параметрами кристаллической решет-
ки ac и ag. Такая граница характеризуется дилата-
ционным несоответствием [18] f = (ac − ag)/ag, ко-
торое создает в нанопленке однородные упругие де-
формации ε

f
xx = ε

f
yy = f и соответствующие им упру-

гие напряжения (напряжения дилатационного несоответ-
ствия) σ f

xx = σ
f

yy = 4πD(1 + ν) f . Напряжения σ
f

i j изме-
няют энергию аморфно-кристаллического композита на
величину 1W f = W f + W1− f , где W f — собственная
энергия напряжений дилатационного несоответствия, а
W1− f — энергия их вазимодействия с полем напряже-
ний σ̃i j распределения дисклинационно-дислокационных
петель, моделирующих структуру аморфной фазы в
аморфно-кристаллическом композите.

Расчет W1− f с помощью выражений [12] для
σ̃i j приводит к следующему результату: W1− f = 0.
Следовательно, приращение энергии 1W f аморфно-
кристаллического композита, вызванное напряжения-
ми σ

f
i j , равно W f . Поверхностная плотность w f энер-

гии W f определяется выражением w f = 4πD(1 + ν) f 2h.
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Рис. 3. Зависимости критической толщины hc аморф-
ной пленки, при превышении которой начинается ее от-
слаивание от кристаллической подложки, от дилатацион-
ного несоответствия f для ν = 0.3, Rs = 5a0, ω0 = −0.5;
1γ/(µa0) = 0.6 · 10−2, 10−2, 2 · 10−2 и 5 · 10−2 (кривые 1–4
соответственно).

Таким образом, поверхностная плотность энергии
аморфно-кристаллического композита при наличии ди-
латационного несоответствия увеличивается на величи-
ну w f . Условие отслаивания аморфной нанопленки тогда
получается аналогично неравенству (2) и имеет вид
1γ < γc + 4πD(1 + ν) f 2h. Как следует из последнего
неравенства, при 1γ < γc отслаивание может проис-
ходить при любой толщине h аморфной нанопленки.
При 1γ > γc отслаивание энергетически выгодно при
превышении толщиной нанопленки h критического зна-
чения hc(h > hc). Из последнего соотношения, условия
1γ < γc + 4πD(1 + ν) f 2h и формулы (6) получаем кри-
тическую толщину аморфной пленки

hc =
144π1γ − Dω2

0Rsq(ν)
576π2D(1 + ν) f 2

. (8)

На рис. 3 представлены зависимости критической
толщины hc от дилатационного несоответствия f для
различных значений 1γ/(µa0) и следующих значений
параметров: ν = 0.3, Rs = 5a0, ω0 = −0.5. (Выше для
таких же значений параметров была получена следу-
ющая оценка для γc : γc/(µa0) = 0.54 · 10−2. Поэтому
при построении зависимостей на рис. 3 использовались
значения 1γ/(µaa) > 0.54 · 10−2). Из рис. 3 следует,
что критическая толщина hc уменьшается с ростом
дилатационного несоответствия f и / или уменьшения
параметра 1γ .

Формула (8) может быть использована при описании
взаимосвязи материальных и структурных характери-
стик аморфной пленки с ее макроскопическим механи-
ческим поведением (сопротивлением отслаиванию). Эти
структурные характеристики (дисклинационная мощ-
ность ω0, дилатационное несоответствие f , радиус экра-
нирования Rs полей напряжений дисклинаций), влияю-
щие согласно формуле (8) на критическую толщину hc,

чувствительны к выбору материалов подложки и аморф-
ной нанопленки, а также к параметрам технологических
процессов изготовления и обработки нанокомпозитов
„кристалл–аморфная нанопленка“. Так, выбор подложки
позволяет варьировать дилатационное несоответствие.
Если пленка и подложка имеют разные коэффициенты
термического расширения, несоответствие можно также
регулировать, изменяя температуру подложки. Техноло-
гии изготовления аморфных пленок позволяют влиять
на структурные параметры ω0 и Rs и сцепление аморф-
ных пленок с кристаллическими подложками. В рамках
дисклинационного описания аморфных сред величина Rs

близка к характерному масшатбу длины, на котором
в экспериментах по дифракции нейтронов [16] на-
блюдаются короткодействующие поля напряжений [17].
Современные экспериментальные методики, однако, не
позволяют измерить дисклинационную мощность ω0.
Поэтому ее приходится оценивать при помощи резуль-
татов компьютерных моделей и теоретического анализа
аморфных структур.

3. Заключение

На основе модели [12] межфазной границы разде-
ла в двухфазном аморфно-кристаллическом композите,
описываемой как полукогерентная граница с высокой
плотностью дисклинаций несоответствия, был проведен
теоретический анализ условий отслаивания аморфной
пленки от кристаллической подложки. Получено вы-
ражение (8), определяющее критическую толщину hc

пленки, при превышении которой отслаивание стано-
вится энергетически выгодным. Указнное выражение
связывает толщину пленки с дилатационным несоответ-
ствием и характеристиками дисклинационного ансамбля
пленки (дисклинационной мощностью ω0 и радиусом
экранирования Rs полей напряжений дисклинаций). По-
лученные результаты могут быть использованы для
развития технологий производства аморфных пленок на
кристаллических подложках с высокими адгезивными
свойствами, а также для оценки стабильности структуры
и служебных свойств аморфно-кристаллических нано-
композитов.

Приложение. Вклад свободной
поверхности в энергию распределения
дисклинационных диполей

Получим выражение для энергии Ws — вклада сво-
бодной поверхности в энергию одного распределения
диполей клиновых дисклинаций. Для расчета энергии Ws

необходимо получить выражения для поля напряжений
σi j , создаваемых распределением дисклинационных ди-
полей, перпендикулярных плоской свободной поверхно-
сти z = 0. Поле напряжений σi j можно получить непо-
средственным интегрированием выражений [15,19,20]
для полей напряжений изолированных дисклинационных
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диполей, перпендикулярных свободной поверхности. Од-
нако воспользуемся другим, более простым способом
вычислений и рассчитаем σi j с помощью выражений
для поля напряжений σ∞i j , создаваемых распределением
дисклинационных диполей в бесконечной среде [12] (си-
стема координат здесь и далее связана с цилиндрической
областью, как показано на рис. 1):

σ∞r r =− Dω0

4

×
{

(r̃ 2 − 4 ln r̃ )2(1− r̃ ) +
1
r̃ 2
2(r̃ − 1)

}
, (П.1)

σ∞ϕϕ =− Dω0

4

×
{

(3r̃ 2−4 ln r̃ −4)2(1− r̃ )− 1
r̃ 2
2(r̃ −1)

}
, (П.2)

σ∞z z = −νDω0(r̃ 2 − 2 ln r̃ − 1)2(1 − r̃ ), (П.3)

σ∞rϕ = σ∞rz = σ∞zϕ = 0, (П.4)

где r̃ = r /Rs, 2(t) — функция Хевисайда, равная 1 при
t > 0 и нулю при t < 0.

Для расчета σi j представим это поле напряжений в
виде σi j = σ∞i j + σ s

i j , где σ s
i j — дополнительное поле

напряжений, необходимое для удовлетворения гранич-
ных условий на свободной поверхности z = 0. В русле
общего метода [19] будем искать σ s

i j как поле напря-
жений, создаваемое в бесконечной среде виртуальными
круговыми призматическими дислокационными петля-
ми, распределенными по поверхности z = 0. Пусть эти
дислокационные петли имеют общий центр r = 0 (сов-
падающий с осью цилиндирческой области радиуса Rs),
различные радиусы a и одинаковые векторы Бюргерса
b = bez . Тогда напряжение σ s

i j представимо в виде

σ s
i j (r, z) =

∞∫
0

ρ(a)σ l
i j (r, z, a)da, (П.5)

где ρ(a) — плотность распределения петель, а
σ l

i j (r, z, a) — поле напряжений виртуальной дисло-
кационной петли радиуса a. Напряжения σ l

i j даются
следующими выражениями [19,21]:

σ l
r r = −M

[
1− 2ν

r
J(1, 1; 0) +

|z|
a2

J(1, 0; 2)

− 1
a

J(1, 0; 1)− |z|
ar

J(1, 1; 1)
]
, (П.6)

σ l
ϕϕ =−M

[
2ν − 1

r
J(1, 1; 0)

− 2ν
a

J(1, 0; 1) +
|z|
ar

J(1, 1; 1)
]
, (П.7)

σ l
z z = M

[
1
a

J(1, 0; 1) +
|z|
a2

J(1, 0; 2)
]
, (П.8)

σ l
rz = M

z
a2

J(1, 1; 2), (П.9)

σ l
rϕ = σ l

zϕ = 0, (П.10)

где M = µb/[2(1− ν)], а J(m, n; p) =
∞∫
0

Jm(t)Jn
(

r
a t
)

t p

× exp
(
− |z|a t

)
dt — интегралы Лифшица–Ханкеля [22],

Jν(t) — функции Бесселя. В дальнейшем будем исполь-
зовать другую форму записи этих интегралов, получа-
емую из последнего выражения заменой переменной

t = κa: J(m, n; p) = ap+1
∞∫
0

Jm(κa)Jn(κr )κp exp(−κ|z|)dκ .

Граничные условия на свободной поверхности z = 0
имеют вид: σ s

rz(r, z = 0) = −σ∞rz (r ), σ s
z z(r, z = 0) =

= −σ∞z z (r ). Как следует из формул (П.4), (П.5) и (П.9),
первое из этих условий автоматически удовлетворяется
при любых значениях r . Подставляя выражения (П.3),
(П.5) и (П.8) во второе граничное условие и меняя
порядок интегрирования, получаем

∞∫
0

H1(κ)J0(κr )κdκ =
νDω0

M
(r̃ 2 − 2 ln r̃ − 1)2(1 − r̃ ),

(П.11)

где H1(κ) =
∞∫
0
ρ(a)J1(κa)ada — преобразование Ханке-

ля [23] функции ρ(a) с ядром J1(κa). Формула (П.11)
представляет собой интегральное уравнение относитель-
но функции H1(κ). Выражение в левой части этого
уравнения представляет собой преобразование Ханке-

ля [23] H0(r ) =
∞∫
0

H1(κ)J0(κr )κdκ функции H1(κ) с

ядром J0(κr ). Обратное преобразование имеет вид [23]

H1(k) =
∞∫
0

H0(r )J0(kr)rdr , т. е. совпадает с прямым пре-

образованием Ханкеля функции H0(r ). Таким образом,
применяя к обеим частям равенства (П.11) преобразова-
ние Ханкеля с ядром J0(kr), получаем

H1(k) =
νDω0R2

s

3M
[ f 1(kRs)− f 2(kRs)], (П.12)

где

f 1(t) = −2[tJ1(t) + J2(t)]
t2

+ 21F2(1/2; 1, 3/2;−t2/4),

(П.13)

f 2(t) =
2
[
t
(
J0(t)− 3

)
+ (t2 + 4)J1(t)

]
t3

+
t2

12 1F2(3/2; 5/2, 3;−t2/4), (П.14)

а 1F2(a1; b1, b2; p) — обобщенные гипергеометрические
ряды [23].
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Для расчета напряжений σ s
i j подставим выражение для

интегралов J(m, n; p) и формулы (П.6)–(П.10) в форму-
лу (П.5) и изменим в получившихся выражениях для
напряжений σ s

i j порядок интегрирования. Подставляя в

эти выражения равенство H1(κ) =
∞∫
0
ρ(a)J1(κa)ada и

формулу (П.12), получаем следующие формулы для σ s
i j :

σ s
rr = −νDω0

3

∞∫
0

[ f 1(k)− f 2(k)]e−k|z̃|kdk

×
{

(k|z̃| − 1)J0(kr̃ )− [k|z̃| − (1− 2ν)]
J1(kr̃ )

kr̃

}
, (П.15)

σ s
ϕϕ = −νDω0

3

∞∫
0

[ f 1(k)− f 2(k)]e−k|z̃|kdk

×
{

2νJ0(kr̃ )− [k|z̃| − (1− 2ν)]
J1(kr̃ )

kr̃

}
, (П.16)

σ s
z z = − νDω0

3

∞∫
0

[ f 1(k)− f 2(k)]J0(kr̃ )(k|z̃|+1)e−k|z̃|kdk,

(П.17)

σ s
rz = −νDω0

3
z̃

∞∫
0

[ f 1(k)− f 2(k)]J1(kr̃ )e−k|z̃|k2dk,

(П.18)

σ s
rϕ = σ s

zϕ = 0, (П.19)

где z̃ = z/Rs.
Полное поле напряжений σi j , создаваемое распре-

делением двуосных дисклинационных диполей, перпен-
дикулярных свободной поверхности, равно сумме по-
лей напряжений σ∞i j и σ s

i j , определяемых формула-
ми (П.1)−(П.4) и (П.15)–(П.19) соответственно.

Теперь энергия W0 + Ws распределения дисклина-
ционных диполей, перпендикулярных свободной по-
верхности, рассчитывается по формуле [24] W0 + Ws

= − 1
2

∫
Vg

σi j β
∗
j i dV, где β∗j i — суммарная пластическая

дисторсия, создаваемая ансамблем дисклинационных ди-
полей, а Vg — объем аморфного материала. Учитывая,
что σi j = σ∞i j + σ s

i j , а W0 = −(1/2)
∫
Vg

σ∞i j β
∗
j i dV [12], по-

лучаем

Ws = −1
2

∫
Vg

σ s
i j β
∗
j i dV. (П.20)

В цилиндрической системе координат (r, ϕ, z) пла-
стическая дисторсия β∗j i имеет единственную нену-
левую компоненту [12] β∗ϕϕ = [ω0(r̃ 3 − 3r̃ + 2)/(6π r̃ )]
×2(1− r̃ )2(z̃).

Подстановка в (П.20) последнего выражения для β∗ϕϕ
и формулы (П.16) для σ s

ϕϕ и интегрирование получивше-
гося выражения приводит нас к формуле (4).
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