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Исследована температурная эволюция внутрищелевых состояний, расположенных в щели с переносом
заряда между валентной зоной и зоной проводимости и обусловленных эффектом спинового полярона,
в режиме сильных электронных корреляций в t−t′−t′′−J-модели недопированных антиферромагнитных
купратов. Влияние температуры учитывалось посредством температурной перенормировки концентрации
магнонов, которая была вычислена в модели Гейзенберга с учетом слабых межплоскостного обмена и
внутриплоскостной спиновой анизотропии, а также путем введения лоренциана с зависящей от темпера-
туры полушириной в виде, соответствующем концепции маргинальной Ферми-жидкости. При увеличении
температуры спектральный вес внутрищелевого состояния, пропорциональный концентрации магнонов,
увеличивается, что приводит к увеличению интенсивности соответствующего ему пика спектральной
функции во всех точках зоны Бриллюэна. В точках (π/2, π/2) и (π, 0) имеет место сближение основного
пика и сателлитного пика, связанного с внутрищелевой зоной, а в точках (0, 0) и (π, π) — их удаление друг
от друга.
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1. Введение

Ключевым вопросом теории высокотемпературной
сверхпроводимости (ВТСП) является эволюция зонной
структуры с допированием от антиферромагнитного
(АФМ) диэлектрика до парамагнетика и сверхпровод-
ника. Одной из интересных особенностей электронной
структуры АФМ-фазы купратов является формирова-
ние так называемых внутрищелевых состояний („in-gap
states“), расположенных в щели с переносом заряда
между валентной зоной и зоной проводимости.

Появление внутрищелевых состояний в слабодопи-
рованных купратах было обнаружено эксперименталь-
но [1–3], а также выявлено теоретически [4–7] при
расчете малых кластеров в t−J-модели, модели Хаб-
барда и трехзонной p−d-модели. Пиннинг химического
потенциала с допированием, наблюдавшийся в экспери-
ментальной работе [8], также служит косвенным под-
тверждением существования внутрищелевых состояний.
Расчет зонной структуры CuO2-слоя в рамках многозон-
ной p−d-модели [9] в обобщенном методе сильной связи
(GTB-метод [10]) с явным учетом сильных электронных
корреляций показал, что внутрищелевое состояние в
недопированных купратах имеет нулевой спектральный
вес, а при допировании оно приобретает дисперсию
и конечный спектральный вес, пропорциональный кон-
центрации дырок [11,12]. Во всех моделях сильно кор-
релированных систем движение дырки на фоне АФМ-
порядка перенормируется за счет спиновых флуктуаций,

что и составляет сущность эффекта спинового полярона.
Учет этого эффекта в низкоэнергетической модели для
купратов p-типа привел авторов [13] к выводу, что
именно взаимодействие дырки со спиновыми флуктуа-
циями приводит к формированию внутрищелевой зоны.
Притом даже для недопированных купратов, таких как
La2CuO4 (LSCO), Sr2CuO2Cl2 (SCOC) и Ca2CuO2Cl2
(CCOC), внутрищелевые состояния проявляются в виде
небольшого низкоэнергетического сателлита, который
может быть обнаружен в ARPES-экспериментах. Как
наиболее интересные для эксперимента указаны точки
(π, 0) и (π/2, π/2) зоны Бриллюэна, поскольку именно
в этих точках сателлитный пик ближе всего распо-
ложен к основному спектральному пику, формирую-
щему потолок валентной зоны. Также было показано,
что в купратах существуют два вклада в спектраль-
ный вес внутрищелевой зоны: среднеполевой вклад,
пропорциональный допированию x, и вклад спиновых
флуктуаций, пропорциональный концентрации магнонов
2n(T). Последняя величина зависит от температуры,
что может привести к температурной зависимости ин-
тенсивности сателлитного спектрального пика. Именно
исследованию влияния температуры на формирование
внутрищелевых состояний в недопированных купратах
посвящена настоящая работа. Концентрация магнонов
была вычислена в модели Гейзенберга с учетом сла-
бых межплоскостного обмена и внутриплоскостной спи-
новой анизотропии. Эта модель является эффектив-
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ной низкоэнергетической моделью в недопированном
случае.

2. Дисперсия и спектральные функции
внутрищелевых состояний

Наиболее общей моделью слоистых купратов яв-
ляется многозонная p−d-модель [9], которая помимо
dx2−y2 -орбиталей меди и px,y-орбиталей плоскостно-
го кислорода включает таже d3z2−r 2 -орбитали меди и
pz-орбитали апического кислорода. Полученные в рам-
ках этой модели в обобщенном методе сильной связи
законы дисперсии квазичастиц, их спектральные плот-
ности и эволюция химического потенциала с допиро-
ванием как в p- [11,12], так и в n-типе [14] находятся
в хорошем согласии с экспериментальными данными.
Сформулированный недавно метод LDA + GTB [15], сов-
мещающий в себе ab initio LDA-вычисления парамет-
ров многозонной p−d-модели и явный учет сильных
электронных корреляций в GTB-методе, позволил по-
лучить эффективную низкоэнергетическую модель для
купратов с полученными из первых принципов пара-
метрами. Для n-типа эффективной моделью является
t−t′−t′′−J∗-модель (t−t′−t′′−J-модель с учетом трех-
центровых слагаемых), а для соединений p-типа со слож-
ной структурой потолка валентной зоны — синглет-
триплетная t−t′−t′′−J∗-модель [16].

Поскольку в настоящей работе рассматриваются недо-
пированные купраты и область малых энергий возбужде-
ний (∼ 2J), влияние синглет-триплетной гибридизации
на потолок валентной зоны исчезающе мало. Потому
далее будем исследовать спин-поляронный эффект в
t−t′−t′′−J-модели с гамильтонианом

Ht−J = (ε1 − µ)
∑
f ,σ

Xσσ
f +

∑
f 6=g,σ

t f gXσ 0
f X0σ

g

+
∑
f 6=g

J f g

(
S f Sg −

1
4

nf ng

)
.

Здесь t f g — интеграл перескока между узлами f и g,
J f g — обменный интеграл, Xpq

f = |pf 〉〈qf | — оператор
Хаббарда (|pf 〉, |qf 〉 — состояния на узле f ), S f —
оператор спина, nf — оператор числа частиц, (ε1 − µ) —
разница одноэлектронной энергии и химического потен-
циала.

Операторы спина и числа частиц выражаются через
X-операторы Хаббарда

S+
f = Xσσ

f , S−f = Xσσ
f ,

Sz
f =

1
2

(
Xσσ

f − Xσ σ
f

)
, nf σ =

∑
σ

Xσσ
f .

В рамках обобщенного метода сильной связи элек-
трон в сильно коррелированной системе описывается
как суперпозиция квазичастиц, связанных с возбужде-
ниями между многоэлектронными n- и n + 1-дырочными

Рис. 1. Гильбертово пространство модели Хаббарда. Стрелка-
ми показаны квазичастичные возбуждения в верхней хаббар-
довской зоне.

термами элементарной ячейки, в качестве которой мы
рассматриваем CuO6-кластер. На рис. 1 показаны две
квазичастицы β1, β2, формирующие потолок валентной
зоны в АФМ-фазе (в парамагнитной фазе уровни в
однодырочном секторе со спином вверх и вниз вы-
рождены, а потому имеет место только одна квази-
частица β1 = β2). Спектральный вес этих квазичастиц
в приближении среднего поля определяется числами
заполнения начального и конечного состояний, т. е. фак-
торами заполнения одночастичных состояний nAσ и nBσ ,
где A и B нумеруют АФМ-подрешетки, nS — числа
заполнения нижнего двухчастичного состояния (синглет
|S〉 симметрии 1A1g). Факторы заполнения nm = 〈Xmm〉
вычисляются самосогласованно с помощью уравнения
на химический потенциал. Учитывая, что в приближении
Хаббард-I для концентрации дырок nh = 1 + x при ну-
левой температуре nA↑ = nB↓ = (1− x), nA↓ = nB↑ = 0,
nS = x, имеем для спектрального веса квазичастиц на
подрешетке A

FA(β1) = nS + nA↑ = 1, FA(β2) = nS + nA↓ = x.

Отсюда видно, что именно β2 формирует зависящую от
допирования внутрищелевую зону.

Для выхода за рамки приближения Хаббард-I необхо-
димо вычислять однопетлевые поправки к собственной
энергии [17]. В ферромагнитном и АФМ-состояниях
основной вклад при низких температурах T � J вно-
сят спин-волновые возбуждения (спин-поляронный эф-
фект) [18]. В соответствии с работой [18] основной
эффект спиновых возбуждений заключается в спин-
волновой перенормировке чисел заполнения, а именно,
мы должны иметь

nA↑ = (1− x)(1 − ns f), nA↓ = (1− x)ns f , nS = x, (1)

где ns f = n(T)− n(0), n(0) и n(T) — концентрации
магнонов при нулевой и конечной температурах соот-
ветственно. Вообще величина ns f связана с уменьшени-
ем подрешеточной намагниченности за счет спиновых
флуктуаций

〈Sz
A〉 = (1− x)

[
1/2−

(
n(0) + ns f

)]
. (2)
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Спектральный вес квазичастиц на подрешетке A с уче-
том (2) равен

FA(β1) = x + (1− x)(1 − ns f),

FA(β2) = x + (1− x)ns f ,

или, при малых x и ns f , FA(β1) ≈ 1− ns f , FA(β2) ≈
≈ x + ns f .

Таким образом, даже при x = 0 (T 6= 0) получаем
FA(β2) 6= 0, т. е. эффект спинового полярона должен при-
водить к формированию внутрищелевых состояний даже
в недопированных соединениях Sr2CuO2Cl2 и La2CuO4

при ненулевой температуре.
Расцепляя уравнения движения на электронную функ-

цию Грина Ĝkσ , для t−t′−t′′−J-модели в приближении
Хаббард-I, но учитывая перенормировки чисел заполне-
ния (1), что соответствует учету главных при низких
температурах вкладов в массовый оператор [18], полу-
чаем спектр квазичастиц

E±k↑ = ε1 − µ +
1
2

[
tA
k + tA′

k − JB
0 − JA

0 − JA′

0 ± Kk

]
, (3)

где

Kk =
√

(tA
k + tA′

k −JB
0 +JA

0 +JA′
0 )2(1−2ns f )2 +4(tB

k )2(1−ns f )ns f ,

tB
k (JB

0 ) — перескок (обмен) в импульсном пространстве
между ближайшими соседями, tA

k , tA′
k (JA

0 , JA′
0 ) — между

вторыми и третьими соседями.
Спектральные функции Akσ (E) = − 1

π
Im [Sp Ĝkσ ] мож-

но представить в виде

Ak↑(E) = u2
kδ(E − E+

k↑) + v2
kδ(E − E−k↑),

Ak↓(E) = v2
kδ(E − E+

k↓) + u2
kδ(E − E−k↓), (4)

где

u2
k =

1
2
− (1− 2ns f)2 (JB

0 − JA
0 − JA′

0 − tA
k − tA′

k )
21Ek

,

v2
k = 1− u2

k, 1Ek ≡ E+
k↑ − E−k↑.

С учетом перескоков до третьих соседей имеем

tB
k = 2t(cos kx + cos ky), tA

k = 4t′ cos kx cos ky,

tA′

k = 2t′′(cos 2kx + cos 2ky),

JB
0 = 4J, JA

0 = 4J′, JA′
0 = 4J′′.

Если обратить ns f в нуль, то немедленно получим
одно бездисперсионное состояние и одно состояние с
дисперсией, определяемой внутриподрешеточными пе-
рескоками t′ и t′′,

E−k↑
∣∣
ns f =0

= ε1 − µ − JA
0 − JA′

0 ,

E+
k↑
∣∣
ms f =0

= ε1 − µ + tA
k + tA′

k − JB
0 . (5)

Для ns f = 0 имеем u2
k = 0, v2

k = 1, и остается толь-
ко одна отличная от нуля спектральная функция

Ak↑(E) = δ(E − E−k↑), соответствующая потолку валент-
ной зоны для p-типа купратов (состоянию с диспер-
сией (5)).

Поскольку параметры перескоков и обмена в
t−t′−t′′−J-модели были получены в LDA + GTB-мето-
де [15], единственным неизвестным параметром задачи
является концентрация магнонов n(T). Следующий раз-
дел посвящен вычислению этого параметра или, точнее,
вычислению подрешеточной намагниченности (2).

3. Температурная зависимость
спектральных функций

Поскольку, как отмечено в предыдущем разделе, спек-
тральный вес квазичастиц пропорционален концентра-
ции магнонов, эволюция спектральных функций с темпе-
ратурой будет определяться в основном именно темпе-
ратурной зависимостью этой концентрации. Ранее, ана-
лизируя эксперименты по нейтронному рассеянию, мы
оценили концентрацию магнонов как n(0) ≈ 0.138 [13].
Однако для выяснения температурной зависимости спек-
тральных пиков такой оценки недостаточно. Недопиро-
ванные купраты являются АФМ-диэлектриками, поэто-
му для описания спиновой подсистемы и вычисления за-
висимости концентрации магнонов от температуры вос-
пользуемся квазидвумерной моделью Гейзенберга для
спина 1/2. Поскольку в работе [19] было показано, что в
этой модели учет слабой внутриплоскостной спиновой
анизотропии η существенно влияет на температуру
Нееля, мы также исследуем влияние этого параметра на
зависимость ns f от температуры.

Запишем гамильтониан модели Гейзенберга в следую-
щем виде:

Ĥ = J

(∑
i ,δ1

Si Si +δ1 + η
∑
i ,δ1

Sz
i Sz

i +δ1
+ λ2

∑
i ,δ2

Si Si +δ2

+ λ3

∑
i ,δ3

Si Si +δ3 +
∑
i ,δ⊥ j

λ⊥Si Si +δ⊥ j

)
,

где J — обменное взаимодействие между ближайши-
ми соседями, λ2 и λ3 (λi = Ji/J, i = 2, 3) описывают
внутриплоскостные обмены между вторыми и третьи-
ми соседями соответственно, η — внутриплоскостная
спиновая анизотропия, λ⊥ j описывают межплоскостные
обмены. В недопированном режиме низкотемпературная
фаза La2CuO4 является орторомбической, но по мере
допирования кристаллическая структура La2CuO4 ста-
новится тетрагональной (так называемая T-структура);
такая структура характерна для сверхпроводящей фазы.
По этой причине во многих работах рассматривается
именно тетрагональная структура даже при изучении
недопированного LSCO. Правомерность этого подхода
проиллюстрирована в работе [19]. Мы также будем
работать с тетрагональной структурой LSCO.
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Точное уравнение движения для S+
l линеаризуется в

приближении Тябликова [20]

i Ṡ+
l = 2J

(∑
δ1

〈Sz
l 〉S+

l+δ1
− (1 + η)

∑
δ1

〈Sz
l+δ1
〉S+

l

+ λ2

∑
δ2

〈Sz
l 〉S+

l+δ2
− λ2

∑
δ2

〈Sz
l+δ2
〉S+

l

+ λ3

∑
δ3

〈Sz
l 〉S+

l+δ3
− λ3

∑
δ3

〈Sz
l+δ3
〉S+

l

+ λ⊥
∑
δFM
⊥

〈Sz
l 〉S+

l+δFM
⊥
− λ⊥

∑
δFM
⊥

〈Sz
l+δFM
⊥
〉S+

l

+ λ⊥
∑
δAFM
⊥

〈Sz
l 〉S+

l+δAFM
⊥
− λ⊥

∑
δAFM
⊥

〈Sz
l+δAFM
⊥
〉S+

l

)
.

Для расчета термодинамических свойств используем
двухвременные запаздывающие коммутаторные функции
Грина при конечных температурах ( f ∈ A, g ∈ B, где A
и B-магнитные подрешетки)〈〈

S+
f |S−f ′

〉〉
E

=
2
N

∑
k

GAA
k (E)eik( f− f ′),

〈〈
S+

g |S−f ′
〉〉

E
=

2
N

∑
k

GBA
k (E)eik(g− f ′).

В импульсном представлении получаем следующие вы-
ражения для функций Грина:

GAA
k (E) =

2S
(
E + Sn(k)

)
E2 − S2

(
n2(k)− I 2(k)

) ≡ 2S
(
E + Sn(k)

)
E2 − S2E2(k)

,

GBB
k (E) =

2S
(
E − Sn(k)

)
E2 − S2

(
n2(k)− I 2(k)

) ≡ 2S
(
E − Sn(k)

)
E2 − S2E2(k)

,

GAB
k = GBA

k (E) = − 2S2I (k)
E2 − S2

(
n2(k)− I 2(k)

)
≡ − 2S2I (k)

E2 − S2E2(k)
,

где

n(k) = 2J

[
(1− η)z1 +

z⊥
2
λ⊥ − λ2z2(1− cos kx cos ky)

− λ3z3

(
1− cos 2kx + cos 2ky

2

)

− z⊥λ⊥
2

(
1− cos

(kx − ky)
2

cos
kz

2

)]
,

I (k) = 2J

[
z1

2
(cos kx + cos ky)

+
z⊥λ⊥

2
cos

(kx + ky)
2

cos
kz

2

]
.

Здесь zi (i = 1, 2, 3,⊥) — число соответствующих со-
седей. Таким образом, для S = 1/2 самосогласованное

Рис. 2. Температурная зависимость подрешеточной намагни-
ченности для трех различных наборов параметров η и λ⊥
(J = 0.141 eV, λ2 = λ3 = 0.0942 [19]). Здесь шкала температу-
ры приведена в безразмерных единицах: τ = T/J.

уравнение для АФМ-параметра порядка S(τ ) можно
представить в виде (τ = T

J — безразмерная темпера-
тура)

S(τ ) =
1/2
I (τ )

, I (τ ) =
2
N

∑
k

n(k)
E(k)

coth
S(τ )E(k)

2τ
. (6)

При τ → 0 (coth x → 1) получаем намагниченность при
нулевой температуре

S(0) =
1/2
I 1

, I 1 =
2
N

∑
k

n(k)
E(k)

.

В другом пределе τ → τN (τN — температура Нееля)
S(τ )→ 0. Так как coth(x)→ 1

x при x → 0, из (6) следует
выражение для критической температуры

τN =
1/4
I 2

, I 2 =
2
N

∑
k

n(k)
E2(k)

.

На рис. 2 представлена температурная зависи-
мость подрешеточной намагниченности для трех раз-
личных наборов параметров η и λ⊥ (J = 0.141 eV,
λ2 = λ3 = 0.0942 [19]). Видно, что влияние внутриплос-
костной анизотропии η на намагниченность гораздо
сильнее, чем влияние межплоскостного обмена. Уве-
личение анизотропии стабилизирует АФМ-порядок, и
температура Нееля увеличивается. Наилучшее согласие
с экспериментальной величиной температуры Нееля
TN = 325 ± 5 K [21–23] дает следующая комбинация па-
раметров: η = 9 · 10−4 и λ⊥ = 5 · 10−5. В дальнейших
расчетах использовались такие параметры. Намагничен-
ность при нулевой температуре с данными параметрами
равна S(0) = 0.3119.

На рис. 3 показаны законы дисперсии квазича-
стиц при различных значениях температуры: T1 = 0 K,
T2 = 196 K, T3 = 327 K. Параметры t−t′−J-модели для
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Рис. 3. Законы дисперсии квазичастиц вдоль основных на-
правлений зоны Бриллюэна квадратной решетки для раз-
личных значений температуры: T1 = 0 K (пунктирная линия),
T2 = 196 K (сплошная линия), T3 = 327 K (штриховая линия).

Рис. 4. Зависимость спектральных функций от температуры
(τ = T/J) в трех симметрийных точках зоны Бриллюэна:
амплитуды основных пиков (a) и амплитуды внутрищелевых
(in-gap) сателлитов (b).

купратов p-типа взяты из табл. IV работы [15]
и равны t = 0.679 eV, t′ = −0.093 eV, J = 0.141 eV,
J′ = J′′ = 0.013 eV. Имеет место уменьшение расстоя-

ния между двумя ветвями спектра квазичастиц в точках
(π, 0) и (π/2, π/2) с ростом температуры.

На рис. 4 приведена зависимость спектральных функ-
ций от температуры в нескольких симметрийных точках
зоны Бриллюэна. Принятое приближение не содержит
информации о ширине спектральных линий, поскольку
в выражения для спектральных функций входят обыч-
ные дельта-функции. Мы использовали искусственное
уширение спектральных пиков с помощью лоренциана с
полушириной δ =

√
E2 + π2T2, соответствующей нефер-

мижидкостной картине [24,25], где полагали E = 0.02 eV,
т. е. значению экспериментального разрешения ARPES
экспериментов. Помимо основного спектрального пика
для отличных от нуля значений ns f появляется неболь-
шой сателлит при энергиях выше −0.5 eV. Этот сател-
литный пик и есть внутрищелевое состояние, обуслов-
ленное эффектом спинового полярона, со спектральным
весом, пропорциональным ns f(T). При увеличении тем-
пературы спектральный вес внутрищелевого состояния,
пропорциональный ns f(T), увеличивается, что приводит
к увеличению интенсивности соответствующего ему
спектрального пика во всех точках зоны Бриллюэна.
Такая картина качественно согласуется с результатами
работы [26], где аналогичные расчеты были выполнены
в t−t′−t′′−J-модели методом точной диагонализации.

4. Заключение

В настоящей работе влияние температуры учитыва-
лось посредством температурных перенормировок кон-
центрации магнонов, которая была вычислена в модели
Гейзенберга с учетом слабых межплоскостного обмена
и внтуриплоскостной спиновой анизотропии. Вследствие
сильных корреляций перенормировки чисел заполнения

Рис. 5. Зависимость спектральных функций внутрищелевых
сателлитов от безразмерной температуры τ в трех симметрий-
ных точках зоны Бриллюэна. Стрелками показано направление
роста температуры.
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приводят не только к изменению интенсивности пиков
спектральных функций, но и к изменению их энергий,
т. е. к изменению импульсной зависимости спектра ква-
зичастиц. Это приводит к тому, что с ростом темпера-
туры изменяются как взаимное расположение энергий
пиков (рис. 5), так и их интенсивности. Наибольшие
сдвиги сателлитных пиков имеют место в точке (0, 0),
однако из-за малости матричного элемента возбуждения
фотоэлектрона в окрестности точки 0 эти изменения
недоступны в ARPES-экспериментах. Поэтому мы пред-
лагаем исследовать рост интенсивности сателлитов в
точках (π, 0) и (π/2, π/2), указанный стрелками на
рис. 5, что вполне доступно ARPES-измерениям. Эф-
фекты конечного времени жизни квазичастиц, проис-
ходящие из-за рассеяния на термических и спиновых
флуктуациях, были смоделированы введением вместо
дельта-функций в (4) лоренциана конечной ширины.
В данном подходе не учитывается сильная k-зависимость
затухания квазичастиц, которая может привести к суще-
ственному размытию спектральных пиков в некоторых
k-точках и невозможности их экспериментального на-
блюдения. Однако, как показывает наше исследование,
при комнатных температурах интенсивность сателлит-
ного спектрального пика ненулевая при всех значениях
импульса, потому сильное подавление интенсивности в
некоторых k-точках не исключает возможности наблю-
дения внутрищелевого состояния.
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