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Теоретически рассмотрено влияние дисперсии распределения зерен по размерам на предел текучести,
предел прочности и величину равномерной деформации нанокристаллических металлов. Анализ показывает,
что с ростом величины дисперсии степень зернограничного упрочнения (эффект Холла−Петча) нано-
кристаллического материала снижается, а начало его зернограничного разупрочнения (обратный эффект
Холла−Петча) смещается в диапаон меньших размеров нанозерен, при этом величина равномерной
деформации до начала образования шейки возрастает.

PACS: 62.25.+g, 62.20.Fe, 61.72.Cc

1. Введение

В настоящее время существует несколько методов
изготовления нанокристаллических (НК) металлов с
размерами зерен меньше 100 nm. Наиболее распро-
страненными являются методы осаждения на подложку
из газовой фазы или раствора электролита, а также
консолидации нанопорошков, полученных распылением
расплава или размолом исходного материала в шаро-
вых мельницах. Ввиду высокой прочности НК-металлов
изготовленные из них микро- и наноизделия находят
применение в микро- и наномеханических устройствах и
системах. Этим обстоятельством объясняется большой
интерес исследователей к факторам, от которых зависят
прочность и деформационные свойства рассматривае-
мых материалов [1–6].

К таким факторам кроме собственно размеров нано-
зерен относятся свойства их границ, а именно способ-
ность границ испускать и поглощать дислокации [4–6]
и служить барьерами, ограничивающими перемещение
дислокаций [2,5,6]. Другая группа факторов включает
в себя характер распределения нанозерен по разме-
рам в унимодальных [7] или бимодальных [8–11] на-
нозеренных структурах. Как сейчас экспериментально
установлено [8,9] и проверено на теоретических мо-
делях [10,11], включение в наноматериал нескольких
десятков процентов объемных долей зерен микронного
размера заметно улучшает пластические характеристики
(величину равномерной деформации εu) бимодальной
зеренной структуры. В [7] теоретически проанализиро-
вано влияние дисперсии размеров нанозерен на харак-
тер зависимости предела текучести σy НК-материала
от среднего размера зерна. Найдено, что увеличение
дисперсии распределения зерен по размерам в уни-
модальной зеренной структуре снижает коэффициент
Холла−Петча (ХП) и замедляет эффект зерногранич-
ного разупрочнения НК-металла. В качестве механизма
зернограничного разупрочнения в [7] рассматривается
механизм вакансионной ползучести Кобла (Coble).

В настоящей работе детально анализируется влияние
дисперсии распределения нанозерен по размерам не
только на предел текучести НК-металла (раздел 2), но
и на его предел прочности σu и величину равномерной
деформации до начала образования шейки εu в усло-
виях деформации растяжения (раздел 3). В качестве
механизма зернограничного разупрочнения материала
рассматривается механизм аннигиляции дислокаций в
границах нанозерен [5,6]. В количественном отношении
он лучше согласуется с экспериментом, чем механизм
вакансионной ползучести Кобла.

2. Предел текучести

Как и в [7], будем предполагать, что размеры нанозе-
рен L в унимодальной зеренной структуре распределены
по лог-нормальному закону:

f (L, s) =
1

(2π)1/2sL
exp

[
−1

2

(
ln(L/LM)

s

)2
]
, (1)

где s — дисперсия распределения, т. е. стандартная
величина отклонения числа зерен с размером L от их
средневзвешенного числа, LM — медианный размер рас-
пределения. На рис. 1 для иллюстрации приведены отно-
сительные плотности распределения зерен по размерам
LM f (L, s) при нескольких значениях дисперсии s. Видно,
что с ростом дисперсии кроме „расплывания“ распреде-
ления имеет место сдвиг его в сторону диапазона мень-
ших размеров зерен. Далее при расчете усредненных
по распределению (1) прочностных и деформационных
характеристик нанозеренных структур нам понадобятся
численные оценки средних значений вида

〈Ln〉 =

∞∫
0

Ln f (L, s)dL = Ln
M exp

(
1
2

(ns)2

)
. (2)

В частности, из (1) при n = 1 следует соотношение
для среднего размера зерна 〈L〉 = L̃ = LM exp(s2/2).
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Рис. 1. Плотость распределения зерен по размерам соглас-
но (1) при разных значениях стандартного отклонения s
числа зерен с размером L от их средневзвешенного числа.
s = 0.1 (1), 0.3 (2), 0.8 (3).

Максимуму плотности распределения (1) соответствует
размер зерна Lm = LM exp(−s2).

Согласно [5,6], напряжение течения НК-металлов в
диапазоне размеров зерен L < 100 nm описывается урав-
нением

σ (ε, L) = mαµ

(
b
L

)1/2 [
β0 exp

(
−mkb(L)ε

)
+

β

kb(L)
[
1− exp

(
−mkb(L)ε

)]]1/2
, (3)

где ε — величина пластической деформации, α — посто-
янная взаимодействия дислокаций в соотношении для
дислокационного упрочнения кристалла σ = mαµbρ1/2,
µ — модуль сдвига, b — вектор Бюргерса, ρ = ρ(ε) —
плотность дислокций, m — ориентационный фактор
Тейлора для поликристалла. Коэффициент β0 в (3)
зависит от плотности ступенек (ledges) в границах
нанозерен, которая определяет плотность испущенных
из границ дислокаций [7,12]; коэффициент β контроли-
рует скорость накопления дислокаций в объеме зерен
вследствие ограничения длины свободного пробега дис-
локаций размером зерна (β ≈ 1 [13]). Фигурирующий
в (3) коэффициент аннигиляции дислокаций в границах
нанозерен kb(L) определяет зернограничное разупрочне-
ние наноматериала и зависит от коэффициента зерногра-
ничной самодиффузии Dgb(T) и скорости пластической
деформации ε̇ в соответствии с выражением [5]

kb(L) = 4ηb
Dgb

mε̇L2
, (4)

где ηb ≈ µb3/kBT , T — температура, kB — постоян-
ная Больцмана. Далее коэффициент аннигиляции (4)
используется в виде соотношения kb(L) = (Lb/L)2, где

Lb = (4ηbDgb/mε̇)1/2 — зависящий от температуры и
скорости деформации характерный размер зерна.

Далее, как и в [7], будем считать, что в условиях
изодеформации нанозерен напряжение течения σ̃ (ε)
поликристалла с распределением зерен по размерам
вида (1) есть сумма напряжений течения средневзвешен-
ных объемов зерен Vg ≈ L3:

σ̃ (ε) =
1
〈L3〉

∞∫
0

L3σ (ε, L) f (L, s)dL, (5)

где, согласно (2), 〈L3〉 = L3
M exp(9s2/2). Поскольку

в эксперименте, как плавило, определяют зависи-
мость напряжения течения от среднего размера зерна
L̃ = LM exp(s2/2), интеграл (5) подстановкой z = L/LM

= (L/L̃) exp(s2/2) удобно преобразовать к виду

σ̃ (ε, L̃, s)=exp(−17s2/4)

∞∫
0

z3σ (ε, L̃, s, z) f (z, s)dz. (6)

Соотношение (6) служит в дальнейшем основой для ана-
лиза влияния дисперсии размеров зерен на прочностные
и деформационные характеристики НК-металлов.

Известно, что на практике в качестве предела те-
кучести материала рассматривается напряжение тече-
ния, соответствующее деформации εy = 0.2%. В нашем
случае σy(L̃, s) = σ̃ (εy, L̃, s). На рис. 2, a приведены
полученные согласно (6) зависимости предела теку-
чести от среднего размера зерна в координатах ХП
σy−L̃−1/2 для трех значений дисперсии зерен по раз-
мерам s. Расчет производился применительно к данным
для НК-меди [5]: b = 0.256 nm, µ = 48 GPa, α = 0.38,
β0 = 2.8 · 10−2, β = 1, Lb = 220 nm, m = 3.05. Видно, что
рост дисперсии приводит к снижению коэффициента ХП
Ky = dσy/dL̃−1/2 и смещению начала зернограничного
разупрочнения НК-меди в диапазон меньших разме-
ров нанозерен. При s = 0.1 (практически отсутствие
дисперсии), s = 0.5 и 0.8 получаем для критических
средних размеров зерен L̃c начала зернограничного
разупрочнения соответственно значения 22, 13 и 6 nm.
Величина зерна 13 nm близка к экспериментальному
значению L̃c = 16−18 nm [5,7]. Согласно анализу [7],
для большинства ГЦК- и ОЦК-НК-металлов стандартная
дисперсия s лежит в пределах 0.4−0.5.

На рис. 2, b приведены в обратных координатах ХП
σy−L̃1/2 зависимости пределов текучести от размера
зерна при разных значениях дисперсии s. Видно, что
в отличие от обычного коэффициента ХП Ky обратный
коэффициент ХП K′y = dσy/dL̃1/2 с ростом величины
дисперсии возрастает. Из выражения (3) следует, что
при mkbεy � 1 и mkbεy � 1, т. е. при относительно
больших и относительно малых размерах зерен, предел
текучести зависит от величины зерна соответственно
как σy ∼ L−1/2 и σy ∼ L1/2. С учетом этих соотношений
и (5), (6) получаем следующие зависимости прямого и
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обратного коэфициентов ХП от величины дисперсии s:

Ky(s) = Ky(0) exp

(
−9

8
s2

)
,

Ky(0) = mαµb1/2(β0 + βmεy)1/2, (7)

K′y(s) = K′y(0) exp

(
11
8

s2

)
,

K′y(0) = mαµ(βb/L2
b)1/2, (8)

где Ky(0) и K′y(0) — прямой и обратный коэффициенты
ХП в отсутствие дисперсии зерен по размерам. На рис. 3
приведены полученные согласно (7), (8) зависимости
от s коэффициентов ХП, отнесенных к их значениям
при s = 0.

Рис. 2. Зависимости предела текучести НК-меди от среднего
размера зерна L̃ в прямых (a) и обратных (b) координатах
Холла−Петча при различных значениях величины дисперсии
распределения зерен по размерам: s=0.1 (1), 0.5 (2), 0.8 (3).

Рис. 3. Зависимость прямого (1) и обратного (2) коэффици-
ентов ХП от величины дисперсии распределения нанозерен по
размерам s согласно соотношениям (7), (8).

В целом рост дисперсии зерен по размерам, как видно
из рис. 2, несколько снижает максимальное значение
предела текучести НК-материала, но заметно уменьшает
критический размер зерен L̃c, когда НК-материал начи-
нает испытывать зернограничное разупрочнение.

3. Равномерная деформация и предел
прочности

Рис. 4 демонстрирует кривые деформации НК-меди со-
гласно соотношениям (5), (6) при постоянном значении
средней величины зерна L̃ = 20 nm и четырех значениях
дисперсии зерен s. Видно, что с ростом дисперсии
предел текучести наномеди снижается в соответствии
с выражением (7), а способность ее к деформационно-
му упрочнению увеличивается. В результате величина
равномерной деформации εu до начала образования
шейки на растягиваемых образцах также существенно
возрастает. На рис. 4 ее значения, рассчитанные чис-
ленно в соответствии с критерием шейкообразования
Консидера dσ̃ /dε < σ̃ , отмечены темными кружками.
Более полные данные по зависимости деформации εu

от среднего размера нанозерен в координатах εu−L̃−1/2

при разных значениях дисперсии зерен s приведены на
рис. 5. Хорошо виден пластифицирующий эффект боль-
шой дисперсии зерен в диапазоне их средних величин
от 10 до 100 nm.

Стрелкой на рис. 5 отмечен средний размер зер-
на 20 nm. При таком его размере и s = 0.1, т. е. прак-
тически в отсутствие дисперсии зерен, локализация
деформаци, как видно из рис. 4 (кривая 1), насту-
пает сразу же с началом пластической деформации.
Коэффициент деформационного упрочнения при этом
отрицателен, что, согласно [5], является результатом
того, что начальная плотность дислокаций ρ0 из-за
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Рис. 4. Кривые напряжение–деформация согласно соотноше-
ниям (5), (6) при разной степени дисперсии распределения
зерен по размерам: s=0.1 (1), 0.5 (2), 0.7 (3), 0.9 (4). Темными
кружками отмечена деформация начала образования шейки на
образце.

Рис. 5. Зависимость величины равномерной деформации от
среднего размера нанозерен при разных значениях дисперсии
распределения зерен по размерам: s=0.1 (1), 0.5 (2), 0.8 (3).

эмиссии их из границ зерен больше, чем равновесная
плотность дислокаций ρ∞ при больших деформациях.
С ростом дисперсии размеров зерен и вовлечением
в деформацию зерен бо́льшего, чем 20 nm, размеров
соотношение между ρ0 и ρ∞ изменяется на противо-
положное. В результате деформационное упрочнение
начинает доминировать над разупрочнением, связанным
с аннигиляцией дислокаций в границах нанозерен.

Из приведенных на рис. 4 результатов расчетов следу-
ет, что условные пределы прочности σu (темные круж-
ки) существенно не изменяются с ростом дисперсии
размеров зерен s в отличие от величины равномерной
деформации εu. Это обстоятельство особенно заметно
на рис. 6, на котором показаны зависимости этих ха-

рактеристик от s при постоянном значении среднего
размера зерна 20 nm. Видно, что вплоть до s = 0.5
равномерная деформация отсутствует, предел прочно-
сти практически совпадает с пределом текучести и
несколько снижается с ростом дисперсии размеров зерен
в соответствии с зависимостью коэффициента ХП Ky

от s (рис. 3, кривая 1). Но при дальнейшем росте
дисперсии (выше s = 0.5) предел прочности начинает
расти и приближается к значениям, характерным для
предела текучести в отсутствие дисперсии зерен. При
этом величина равномерной деформации, как видно
из рис. 6, сильно возрастает и достигает приемлемых
для практического применения НК-металлов значений
5−10%.

На рис. 6 обращает на себя внимание скачкообразный
рост величины равномерной деформации в узком интер-
вале дисперсий размеров зерен 0.5−0.55. Из приведен-
ных на рис. 4 данных видно, что при s = 0.5 (кривая 2)
напряжение σ̃ (ε) неоднозначно зависит от деформации:
имеются верхний и нижний пределы текучести. Такая
неоднозначность обычно сопровождается неоднородным
распределением деформации в материале, появлением
площадки текучести и деформации типа Людерса [14].
Действительно, неоднородный характер деформации в
виде системы микрополос сдвига шириной w ≈ 60L̃
наблюдался в НК-железе [15], а в НК-алюминии неод-
нородная деформация протекала в виде перемещения по
образцу фронта Людерса [16]. Расчет величины деформа-
ции начала шейкообразования в этих условиях требует
отдельного рассмотрения.

Таким образом, на основании сделанного в работе
анализа можно заключить, что увеличение дисперсии зе-
рен по их размерам, не снижая существенно прочности
НК-материала, заметно улучшает его деформационные
характеристики, повышая устройчивость наноматериала
к шейкообразованию в условиях деформации растя-
жения.

Рис. 6. Зависимости предела прочности σu и величины равно-
мерной деформации εu от дисперсии распределения зерен по
размерам.
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