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С учетом тонкого (по сравнению с длиной поверхностной волны) нарушенного изотропного поверхност-
ного слоя, граничащего с вакуумом и расположенного на поверхности гексагонального кристалла с осью
симметрии шестого порядка перпендикулярной поверхности, получены в аналитическом виде дисперсия
фазовой скорости и обратная длина затухания поверхностных акустических волн Рэлея. Показано, что в
пределе длинных (по сравнению с характерным размером неоднородности) волн, представляющем наиболь-
ший интерес для экспериментаторов, изменение дисперсии фазовой скорости волн Рэлея пропорционально
второй, а обратная длина затухания — пятой степени частоты. Численно рассчитана обратная длина
затухания рэлеевской волны. В настоящей работе ранее предложенный одним из авторов (В.В. Косачев,
1998) метод расчета обобщается на случай изотропного нарушенного слоя на анизотропной (гексагональной)
подложке.

PACS: 43.20.Jr, 43.20.Hq, 43.20.Fn

1. Введение

При полировании оптических поверхностей диэлек-
трических материалов наряду с шероховатостью поверх-
ности возникает так называемый структурно-нарушен-
ный поверхностный слой, который оказывает существен-
ное влияние на акустические свойства материала.

Влияние шероховатости поверхности на распростра-
нение поверхностных акустических волн (ПАВ) было
рассмотрено в литературе достаточно подробно [1–7].
В настоящей работе структурно-нарушенный слой рас-
сматривается без учета шероховатости.

Одним из возможных методов исследования пара-
метров нарушенного слоя являются ПАВ. В основе
исследования структурно-нарушенного слоя с помощью
ПАВ лежит утверждение, что упругие свойства среды
(плостноть и коэффициенты Ламэ) изменяются при
наличии различных структурных дефектов, что в свою
очередь влияет на характер распространения ПАВ по
нарушенному слою. Так, при исследовании поверхности
металлов с помощью рэлеевских волн последние исполь-
зуются как средство неразрушающего контроля, позво-
ляющего определять дефекты, степень и глубину терми-
ческой закалки, остаточные механические напряжения и
качество механической обработки поверхности [8].

Актуальной является также задача определения струк-
туры существующего в металлах неоднородного пригра-
ничного слоя, свойства которого отличны от объемных
характеристик [9,10]. В работах [11,12] изучалось влия-
ние приграничных неоднородностей на характеристики
волн Рэлея в коротковолновом пределе (длина волны
много меньше характерных размеров дефекта). В ра-
боте [13] проведено измерение коэффициента затухания
рэлеевской волны из-за рассеяния на неоднородностях

нарушенного слоя при различных способах обработки
образцов.

В работах [14,15] решается обратная задача: иссле-
дование структуры неоднородного поверхностного слоя
изотропного материала по дисперсии фазовой скорости
волн Рэлея. Рассмотрены флуктуации коэффициентов
Ламэ и плотности массы, которые считаются зависящи-
ми только от глубины нарушенного слоя.

Иной подход продемонстрирован в работах [16–18],
где исследовались влияние индивидуальных свойств
структурных дефектов (вакансионная пора, дислокация,
микротрещина) и геометрия их расположения относи-
тельно поверхности на процесс рассеяния ПАВ Рэлея.
Например, в работе [16] на основе вариационного метода
рассмотрена задача рассеяния ПАВ Рэлея на погранич-
ных дефектах. Получены коэффициенты отражения и
прохождения для случая прямоугольной полости, кото-
рая может располагаться как вблизи поверхности, так и
на глубине. В работе [17] приведены результаты экспе-
риментальных исследований рассеяния рэлеевских волн
двумерной выемкой, сформированной на поверхности
алюминиевого образца. Для широкого диапазона значе-
ний глубины выемки выполнен полный комплекс изме-
рений параметров рассеянных полей — угловых харак-
теристик рассеянных продольных и сдвиговых объемных
волн, а также коэффициентов отражения и прохождения
поверхностных волн Рэлея. В работе [18] исследовалась
зависимость дислокационного поглощения ПАВ Рэлея
от глубины залегания дислокации для наиболее простого
случая статических дислокаций, параллельных поверх-
ности. Рассматривались случаи винтовой дислокации у
поверхности полубесконечного образца и краевой дис-
локации, размещенной параллельно поверхности тела.
Отдельно получен вклад от полевого затухания ПАВ
Рэлея, а также от затухания на ядрах дислокации.
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В работах [19–21] найдено дисперсионное соотноше-
ние волн Рэлея. В частности, в работе [19] получено дис-
персионное соотношение рэлеевских волн в коротковол-
новой области для стекол со слабым экспоненциальным
изменением модулей упругости и плотности в пригра-
ничном слое, созданном механической обработкой или
методом ионной имплантации. В [20] получена диспер-
сия фазовой скорости ПАВ Рэлея в длинноволновом
пределе для изотропной среды с произвольным типом
приповерхностной неоднородности, зависящей только
от глубины. В [21] изучалось влияние приграничных
неоднородностей на характеристики волн Рэлея в ко-
ротковолновом пределе. Считалось, что характеристики
слоя зависят только от глубины. Получена дисперсия
фазовой скорости и коэффициент затухания.

В работах [22,23] используется подход теории рас-
сеяния для нахождения коэффициента затухания волны
Рэлея. Так, в [22] рассмотрено рассеяние волны Рэлея
поверхностной неоднородностью плотности массы изо-
тропного твердого тела. Считается, что плотность массы
зависит от глубины экспоненциально. В [23] предполага-
лось, что флуктуации плотности и коэффициентов Ламэ
вносят вклад в затухание независимо и также имеют
экспоненциальную зависимость от глубины.

Таким образом, анализ приведенной литературы по-
казывает, что существует два подхода для исследования
приповерхностного нарушенного слоя.

1) Метод функции Грина [22,23], дающий возмож-
ность найти только длину затухания поверхностной
волны. При этом в [22] учитывается лишь флуктуация
плотности, в то время как в [23] рассматривается еще
и флуктуация коэффициентов Ламэ. Однако в обеих
работах предполагается, что зависимость характеристик
слоя от глубины задается экспонентой, т. е. она детерми-
нирована.

2) Метод среднего поля [19–21], позволяющий найти
не только длину затухания, но и дисперсию фазовой
скорости. Однако плотность и модули упругости в этих
работах считаются зависящими только от глубины, и
флуктуации этих параметров не рассматриваются.

В отличие от [19–23] в [24] с помощью модифи-
цированного метода среднего поля [7] найдена дис-
персии фазовой скорости и обратная длина затухания
волн Рэлея для тонкого изотропного нарушенного слоя
на изотропной подложке. Учитывались в произвольной
форме как флуктуации плотности, так и флуктуации
коэффициентов Ламэ.

Во всех цитированных работах рассматривается толь-
ко изотропное твердое тело. В настоящей работе метод,
предложенный в [24], обобщается на случай анизотроп-
ной (гексагональной) подложки.

2. Постановка задачи. Эффективные
граничные условия

Пусть на поверхности полубесконечного гексагональ-
ного кристалла расположен изотропный слой толщи-
ны d, граничащий с вакуумом. Кристалл характеризуется

плотностью массы ρ(0) и тензором модулей упругости
C(0)
αβµν , а слой — соответственно ρ(1)(x) и C(1)

αβµν (x).
Предполагается, что ось симметрии шестого порядка
гексагонального кристалла направлена перпендикуляр-
но поверхности. Кристалл занимает полупространство
x3 > 0. Будем считать, что толщина слоя мала по срав-
нению с длинной рэлеевской волны d� λ. Требуется
найти дисперсию фазовой скорости и обратную длину
затухания.

Для гармонической волны зависимость поля смеще-
ния от времени представляется в виде u(x, t) = u(x |ω)
× exp(−iωt), тогда уравнения движения имеют видL(1)

αµ (x |ω)u(1)
µ (x |ω) = 0, −d < x3 < 0,

L(0)
αµ (x |ω)u(0)

µ (x |ω) = 0, 0 < x3 < +∞,
(1)

где

Lαµ(x |ω) = ρ(x)ω2δαµ +
∂

∂xβ
Cαβµν (x)

∂

∂xν
.

Граничные условия можно записать как

C(1)
α3µν(x)

∂u(1)
µ

∂xν

∣∣∣∣
x3=−d

= 0,

C(0)
α3µν(x)

∂u(0)
µ

∂xν

∣∣∣∣
x3=0

= C(1)
α3µν(x)

∂u(1)
µ

∂xν

∣∣∣∣
x3=0

,

lim
x3→+∞

u(0)
α (x |ω) = 0. (2)

Так как d� λ, разложим граничное условие на по-
верхности в окрестности x3 = 0 — до членов второго
порядка малости

C(1)
α3µν (x)

∂u(1)
µ (x |ω)
∂xν

∣∣∣∣
x3=0−

= d
∂

∂x3

(
C(1)
α3µν (x)

∂u(1)
µ (x |ω)
∂xν

)∣∣∣∣
x3=0−

− d2

2
∂2

∂x2
3

(
C(1)
α3µν (x)

∂u(1)
µ (x |ω)
∂xν

)∣∣∣∣
x3=0−

+ O(d3). (3)

Далее исключим из правой части (3) производные по x3.
Для этого левую часть (3) можно переписать в виде

∂u(1)
µ (x |ω)
∂x3

∣∣∣∣
x3=0−

= −0(1)−1
µλ (x)C(1)

λ3µ1(x)

× ∂u(1)
µ (x |ω)
∂x1

∣∣∣∣
x3=0−

+ O(d), (4)

где 0
(1)
αµ (x) = C(1)

α3µ3(x). Здесь и далее индексы φ, 1, θ

пробегают значения 1 и 2. В первом слагаемом в правой
части (3) подставим вторую производную по x3 из
уравнения движения, а первую — из (4). В результате

Физика твердого тела, 2008, том 50, вып. 4



Влияние структурно-нарушенного поверхностного слоя гексагонального кристалла на дисперсию... 753

получим эффективное граничное условие на поверхно-
сти x3 = 0 в первом порядке по d

C(1)
α3µν(x)

∂u(1)
µ (x |ω)
∂xν

∣∣∣∣
x3=0−

= −dω2ρ(1)(x)u(1)
α (x |ω)

∣∣
x3=0−

− d
∂

∂xφ
C̃(1)
αφµ1(x)

∂u(1)
µ (x |ω)
∂x1

∣∣∣∣
x3=0−

+ O(d2), (5)

где C̃(1)
αφµ1(x) = C(1)

αφµ1(x)−C(1)
αφγ3(x)0(1)−1

γλ (x)C(1)
λ3µ1(x).

Далее, подставляя в (3) вторую производную по x3 из
уравнения движения, а первую — из (5), получаем эф-
фективные граничные условия на поверхности x3 = 0 —
во втором порядке

C(1)
α3µν (x)

∂u(1)
µ (x|ω)
∂xν

∣∣∣∣
x3=0−

= −dM(1)
αµ (x |ω)u(1)

µ (x |ω)
∣∣
x3=0−

+
d2

2
N(1)
αµ (x |ω)u(1)

µ (x |ω)
∣∣
x3=0− + O(d3), (6)

где

N(1)
αµ (x |ω) =

∂M(1)
αµ (x |ω)
∂x3

+
∂

∂xφ
C(1)
αφγ3(x)0(1)−1

γλ (x)

×M(1)
λµ (x |ω)−M(1)

αγ (x |ω)0(1)−1
γλ (x)C(1)

λ3µφ(x)
∂

∂xφ
,

M(1)
αµ (x |ω) = ρ(1)(x)ω2δαµ +

∂

∂xφ
C̃(1)
αφµθ(x)

∂

∂xθ
.

Заметим, что условия (6) получены для кристалла
произвольной симметрии.

3. Система уравнений для среднего
поля ПАВ

Введем функцию Грина для гексагонального крис-
талла 

Lαµ(x |ω)Dµβ(x, x′ |ω) = δαβδ(x− x′),

C(0)
α3µν

∂Dµβ(x,x′ |ω)
∂xν

∣∣∣
x3=0

= 0,

Dµβ(x, x′ |ω)
∣∣
|x|,|x′|→∞ → 0.

(7)

Пользуясь интегральной теоремой Грина, можно напи-
сать∫

V

(uαLαµωµ − ωαLαµuµ)d3x

=
∫
S

dSn̂βC
(0)
αβµν

(
uα

∂

∂xν
ωµ − ωα

∂

∂xν
uµ

)
, (8)

где n̂β — единичный вектор нормали к поверхности
интегрирования, а u и ω — произвольные функции.

Выбирая их в виде uα=Dαγ(x, x′|ω), ωα=Dαβ(x, x′′|ω),
получим из (8) выражение

Dβγ (x′′, x′ |ω) = Dγβ(x′, x′′ |ω). (9)

Подставляя в (8) uα = uα(x |ω), ωα = Dαγ(x, x′ |ω), по-
лучим систему уравнений движения

u(0)
γ (x′ |ω)θ(x′3)

=
∫

d2x‖
(

Dαγ (x, x′ |ω)C(0)
α3µν

∂

∂xν
u(0)
µ (x |ω)

)∣∣∣
x3=0+

,

(10)
где θ(x) — ступенчатая функция Хевисайда, а
x‖ = (x1, x2, 0).

Рассмотрим (10) на поверхности x′3 = 0. Исполь-
зуя равенство u(0)(x‖ |ω) = u(1)(x‖ |ω), граничное усло-
вие (2) и свойство (9), получаем

u(1)
γ (x′‖ |ω)

=
∫

d2x‖Dγα(x′‖, x‖ |ω)C(1)
α3µν (x‖)

∂

∂xν
u(1)
µ (x‖ |ω), (11)

где под интегралом в правой части стоит эффективное
граничное условие (6).

Далее произведем усреднение по всевозможным реа-
лизациям характеристик тонкого слоя. Для этого введем
оператор P̂, усредняющий все величины, и оператор
Q̂ = 1− P̂. Любую функцию можно представить в виде
f = P̂ f + Q̂ f . Очевидно также, что P̂ и Q̂ коммутируют,
их квадраты равны им самим и среднее значение едини-
цы P̂1 = 1. Пользуясь этими свойствами, а также тем,
что (11) можно записать в виде

u(x′) = L(x′, x) u(x), (12)

где L(x′, x) = dL1(x′, x) + d2L2(x′, x) + O(d3), а d —
малый параметр, с точностью до квадратичных членов
по d получаем

〈uγ(x′‖ |ω)〉 =
∫

d2x‖Dγα(x′‖, x‖ |ω)
(
−d〈M(1)

αµ (x‖ |ω)〉

+
d2

2
〈N(1)

αµ (x‖ |ω)〉
)
〈uµ(x‖ |ω)〉 + d2

∫
d2y‖d

2x‖

× Dγβ(x′‖, y‖ |ω)
(
〈M(1)

βδ (y‖ |ω)Dδα(y‖, x‖ |ω)M(1)
αµ (x‖ |ω)〉

− 〈M(1)
βδ (y‖ |ω)〉Dδα(y‖, x‖ |ω)〈M(1)

αµ (x‖ |ω)〉
)
〈uµ(x‖ |ω)〉.

(13)
Здесь введено обозначение P̂ f = 〈 f 〉.

Для вычисления средних значений операторов введем
следующие обозначения:

ρ(1)(x‖) = ρ0
(
1 + f 1(x‖)

)
,

λ(x‖) = λ0
(
1 + f 2(x‖)

)
,

µ(x‖) = µ0
(
1 + f 3(x‖)

)
. (14)
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При этом будем считать, что

〈 f i (x‖)〉 = 0,

〈 f i (x‖) f j (x′‖)〉 = εi j Wi j
(
|x‖ − x′‖|

)
,

Wi j (0) = 1, εi j � 1, (15)

Предполагаем также, что тонкий слой слабо неодно-
роден:

f α(x‖)� 1, α = 1, 2, 3. (16)

Перейдем к Фурье-представлению

Dαβ(x‖, x′‖ |ω) =
∫

d2k
(2π)2

exp
(
i k(x‖ − x′‖)

)
Dαβ(k |ω),

uα(x‖ |ω) =
∫

d2k
(2π)2

exp(i kx‖) uα(k |ω),

Wi j (|x‖ − y‖|) =
∫

d2k
(2π)2 exp

(
i k(x‖ − y‖)

)
gi j (|k|),

δ(x‖) =
∫

d2k
(2π)2

exp(i kx‖), (17)

〈 f i (k) f j (q)〉 = εi j g(|k|)(2π)2δ(k + q), (18)

где ai j — корреляционный радиус неоднородности слоя,

k = (k1, k2, 0), q = (q1, q2, 0), (19)

а g(|k|) — поверхностный структурный фактор, который
выбираем в гауссовом виде

g(|k|) = πa2
i j exp

(
−

k2a2
i j

4

)
. (20)

Тогда (13) принимает вид

〈uγ(k |ω)〉 =
(

Dγα(k |ω)Aαµ(k |ω) + d2Dγβ(k |ω)

×
∫

d2q
(2π)2

Bβδαµ(q, k, k− q |ω)Dδα(q |ω)
)
〈uµ(k |ω)〉,

(21)
где Aαµ(k |ω) и Bβδαµ(q, k, k− q |ω) приведены в При-
ложении.

Для упрощения выражений переходим от функций
Dαβ(k |ω) к функциям dαβ(k |ω).

Для этого введем матрицу поворота

S(k̂) =

 k̂1 k̂2 0
−k̂2 k̂1 0

0 0 1

 , где k̂φ =
kφ
k
, (22)

и следующие обозначения:

Fα(k |ω) = Sαµ(k̂)〈uµ(k |ω)〉,

dαβ(k |ω) = Sαµ(k̂)Dµν (k |ω)S−1
νβ (k̂),

T(i )
αβ (k, q |ω) = Sαµ(k̂)N(i )

µδ (k, q |ω)S−1
δβ (q̂) = T(i )

βα (q, k |ω),

tαβ(k |ω) = Sαµ(k̂)Aµδ(k |ω)S−1
δβ (k̂). (23)

После сделанных преобразований в (21) пробное инте-
грирование по углам показывает, что компоненты F1 и F3

отделяются от F2:

F2(k |ω) =
(

d22(k |ω)t22(k |ω)

+ d2
3∑

i , j =1

εi j

∫
d2q

(2π)2
gi j (|k− q|) Ki j

22(k, q |ω)
)

F2(k |ω),

(24)(
F1(k |ω)
F3(k |ω)

)
=

((
d11t11 + d13t31 d11t13 + d13t33

d31t11 + d33t31 d31t13 + d33t33

)

+ d2
3∑

i , j =1

εi j

∫
d2q

(2π)2
gi j (|k− q|)

×
(

Ki j
11(k, q |ω) Ki j

13(k, q |ω)

Ki j
31(k, q |ω) Ki j

33(k, q |ω)

))(
F1(k |ω)
F3(k |ω)

)
, (25)

где Ki j
αµ(k, q |ω) = dαβ(k |ω)T(i )

βδ (k, q |ω)dδα(q |ω)

× T( j )T
αµ (k, q |ω).

Уравнение (24) описывает преимущественно волны
горизонтальной поляризации, а (25) — сагиттальной.
Функция Грина для Z-среза полубесконечного гексаго-
нального кристалла со свободной границей получена
в [25] для любых значений x3, x′3. В нашем случае
x3 = 0; x′3 = 0, в результате чего функция Грина суще-
ственно упрощается.

4. Дисперсионное соотношение
для ПАВ Рэлея

Будем искать дисперсионное соотношение для волн
сагиттальной поляризации. Заметим, что условие раз-
решимости (25), дающее дисперсионное соотношение,
можно записать в виде

det(1 + δA) = 0. (26)

Для любых квадратных матриц 2× 2

det(A+δA) = det A+ det A · Sp
(
(A−1)TδA

)
+ det δA. (27)

Из (27) и (26) следует выражение

1 = − Sp(δA) + det δA. (28)

При рассмотрении (25) и (28) видно, что есть ком-
поненты функции Грина dαβ(k |ω), знаменатель которых
может обращать правую часть (28) в бесконечность при
некоторых значениях переменной k. Умножив (28) на
этот знаменатель, получим

A(k |ω) = Z(k |ω), (29)

где A(k |ω) приведено в Приложении.
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При d = 0 выражение Z(k |ω) обращается в нуль,
и уравнение

A(k |ω) = 0 (30)

дает известное дисперсионное соотношение для Z-среза
гексагонального кристалла на свободной плоской по-
верхности [25]. Решение (30) имеет вид

ρω2
R = c44εk

2, (31)

где ε зависит только от компонент тензора модулей
упругости.

Разлагая далее в (29) A(k |ω) в ряд Тейлора по ω в
окрестности ω = ωR, запишем закон дисперсии в виде

1ω

ωR
=
ω − ωR

ωR
=

1

ωR

(
∂A(k |ωR)

∂ω

) Z(k |ω)
∣∣
ω→ωR+iα

, (32)

где α — малое вещественное число, а

Z(k |ω) = A(k |ω)(d11t11 + d13t31 + d31t13 + d33t33)

− A(k |ω) det δA + A(k |ω)d2
3∑

i , j =1

εi j

×
∫

d2q
(2π)2

gi j (|k − q|)
(
Ki j

11(k, q |ω) + Ki j
33(k, q |ω)

)
.

(33)
В Z(k |ω) оставляем только члены, пропорциональные
до d2. Введем переменные

ξi j = kai j , η =
q
k

(34)

и проинтегрируем по углам, используя интеграль-
ное представление модифицированной функции Бесселя.
В (33) часть подынтегрального выражения содержит в
знаменателе A(q, ωR + iα), для которого можно записать

1
A(q, ωR + iα)

= P
1

A(q, ωR)

− iπ Sign

 ∂A(k,ωR)
∂ω

∂A(k,ωR)
∂q

 δ(η − 1)

k
∂A(k,ωR)

∂q

, (35)

где символ P означает интегрирование в смысле главно-
го значения Коши, а Sign(x) — знак x.

В результате получаем дисперсионное соотношение

1ω(k)
ωR

= γ

[
kdχ + (kd)2ψ + (kd)2 1

2

3∑
i , j =1

εi j ξ
2
i j

× exp(−ξ2
i j /4)

(
Ai j (ξi j ) + Bi j (ξi j ) + Ei j (ξi j )

)]
. (36)

Здесь

Ai j (ξi j ) =

∞∫
0

dη η
exp(−ξ2

i j η
2/4)

αtt(η)

4∑
m=θ

Pi j
m(η)I m(ηξ2

i j /2),

(37)

Bi j (ξi j ) = P

∞∫
0

dη η
exp(−ξ2

i j η
2/4)

Ã(η)

4∑
m=0

Qi j
m(η)I m(ηξ2

i j /2),

(38)
символ P означает интегрирование в смысле главного
значения Коши, полюс находится в точке η0 = 1, а его
значение Ei j (ξi j ) приведено в Приложении; I m(z) —
модифицированные функции Бесселя,

I m(z) =
1

2π

2π∫
0

dθ exp(z cos θ) cos mθ,

χ, ψ, γ — константы, зависящие от характеристик гекса-
гонального кристалла и изотропного слоя.

Остальные величины приведены в Приложении. Мат-
рицы Pi j

m и Qi j
m симметричны относительно перестановки

верхних индексов.
Комплексный сдвиг частоты делится на вещественную

и мнимую части

1ω(k) = ν1(k)− iν2(k). (39)

При этом ν1(k) дает дисперсию фазовой скорости волны
Рэлея, а мнимая часть ν2(k) — обратную длину затуха-
ния

1
l(k)

= 2k
ν2(k)
ωR

. (40)

Если в задаче о распространении ПАВ по структурно-
нарушенному слою положить параметры слоя постоян-
ными величинами, то получится задача о распростране-
нии ПАВ в системе „однородный слой на полупростран-
стве“. Рассмотрение такого частного случая дает воз-
можность частично проверить полученные результаты.
В частности, в работе [26] найдена дисперсия фазовой
скорости для тонкого гексагонального слоя, лежащего
на гексагональной полубесконечной подложке, в первом
порядке по d. В [27] рассмотрена задача о распростране-
нии ПАВ в системе, состоящей из нескольких различных
изотропных слоев (суммарная толщина которых мала
по сравнению с длиной волны), лежащих на изотропной
подложке. При сравнении результатов настоящей рабо-
ты с результатами [26,27] показано их совпадение.

5. Длинноволновой предел

В длинноволновом пределе длина рэлеевской волны λ

велика по сравнению со всеми корреляционными радиу-
сами неоднородности ai j .

Рассмотрим вещественную часть (36). Интегра-
лы (37), (38) „набирают“ свое основное значение при
ξi j η = kai j η ≈ 1; следовательно, η � 1. Аргумент моди-
фицированных функций Бесселя мал, поэтому

I m(z) ≈ 1
m!

(
z
2

)m(
1 + O(z)

)
. (41)

Мнимая часть интегралов равна нулю при η >
√
ε/h

≈ 1 для (37) и η >
√
ε ≈ 1 для (38), поэтому для
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Графики безразмерных функций νi j , характеризующих обратную длину затухания рэлеевских волн в структуре гексагональная
подложка ZnO–изотропный слой ZnO.

вычисления мнимой части нужно под интегралами (37),
(38) положить ξi j η = 0. В результате получаем

1ω

ωR
= γZ, (42)

Re(Z) = −kdc33(α11 + α22)
(
ρ0

ρ
c44ε − b0 − 2µ0

− c44ε − c11

α11α22c33

ρ0

ρ
c44ε

)
+

kd
2

(
ε33

d
a33

√
πµ2

0c33

c44

√
h

× (α11 + α22)−
3∑

i , j =2

εi j
d

ai j

2
√
πQi j

a1c33c44

)
, (43)

Im(Z) =
k4d2

2

3∑
i , j =1

εi j a
2
i j

(√ ε
h∫

0

dη η
Pi j

0 (η)√
ε − hη2

+ Im

( √ε∫
0

dη η
Qi j

0 (η)
Ã(η)

)
+ Ei j (0)

)
, (44)

где величины Qi j приведены в Приложении.
Отсюда следует, что изменение дисперсии фазовой

скорости ν1 ∼ k2 ∼ ω2, а обратная длина затухания
1/l ∼ k5 ∼ ω5.

6. Численный расчет

Дисперсионное соотношение (36) содержит 15 пара-
метров, характеризующих поверхностный нарушенный
слой. Это средние значения ρ0, λ0, µ0 и по шесть
независимых компонент εi j и ai j . Мнимую часть 1ω для

волн Рэлея можно записать в виде

Im
1ω

ωR
= −

3∑
i , j =1

εi j
d2

a2
i j

νi j (ξi j ), (45)

где νi j (ξi j ) — безразмерные функции, симметричные по
нижним индексам и зависящие только от трех величин,
характеризующих слой ρ0, λ0, µ0, а ξi j = kai j является
параметром. В работе [28] предложен метод определения
изотропных упругих постоянных поликристаллических
систем, полученных из данных для монокристаллов.
Взяв из [28] соответствующие параметры, можно по-
строить графики функций νi j (ξi j ). На рисунке представ-
лены графики νi j (ξi j ) для волн Рэлея в системе „подлож-
ка ZnO с изотропным слоем ZnO“. Все представленные
на рисунке графики качественно подобны друг другу и
различаются в основном знаком и амплитудой.

В частном случае тонких пленок флуктуирует только
плотность. В этом случае из всех εi j отличным от нуля
остается только ε11 и обратная длина затухания будет
определяться только одним графиком ν11(ξ), представ-
ленным на рисунке.

Таким образом, по сравнению с (45) остаются всего
два свободных (подгоночных) параметра, характеризу-
ющих распределение неоднородностей в нарушенном
слое, а именно: корреляционный радиус a11 и средне-

квадратичная флуктуация плотности 〈
(
ρ1, f (x‖)

)2〉1/2.

7. Заключение

В работе впервые исследовано распространение рэле-
евских волн вдоль свободной поверхности (гексаго-
нального) кристалла с учетом структурно-нарушенного
поверхностного слоя. Поверхностный слой предпола-
гался изотропным и тонким по сравнению с длиной
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рэлеевской воны. В задаче рассматривалась флуктуа-
ция характеристик нарушенного слоя — плотности и
коэффициентов Ламэ, произвольно зависящих от про-
странственных координат. Статистическое распределе-
ние флуктуаций неоднородностей нарушенного слоя
предполагалось гауссовым. С помощью модифицирован-
ного метода среднего поля [7] в аналитическом виде
получены дисперсия фазовой скорости и обратная длина
затухания во втором порядке по толщине слоя.

В длинноволновом пределе, когда длина волны мно-
го больше корреляционных радиусов неоднородностей
структурно-нарушенного слоя, показано, что дисперсия
фазовой скорости пропорциональна второй степени ча-
стоты волны, а обратная длина затухания — пятой.

Для конкретного случая гексагональной подложки
ZnO с учетом изотропного поверхностного слоя ZnO
обратная длина затухания рэлеевской волны исследова-
на численно.

Поскольку найденное в работе дисперсионное со-
отношение содержит 15 параметров, характеризующих
поверхностный нарушенный слой, обсуждается частный
случай тонких пленок, когда остаются всего два па-
раметра, характеризующих распределение неоднородно-
стей в слое. Заметим, что такая упрощенная модель
может оказаться весьма полезной при исследовании
параметров неоднородностей аморфных пленок.

Приложение

Aαµ(k |ω) = −dρ0ω
2δαµ − d

(
(b0 + µ0)kαkµ

+ µ0k2(δαµ−δα3δµ3)
)
− i

d2

2

(
−ρ0ω

2b1 +k2(b0 +2µ0)
)

× (δα3kµ − δµ3kα); (П1)

Bβδαµ(q, k, k− q |ω) =
3∑

i , j =1

εi j gi j (|k− q|)

× N(i )
βδ (k, q |ω)N( j )T

αµ (k, q |ω); (П2)

N(1)
βδ (k, q |ω) = −ρ0ω

2δβδ,

N(2)
βδ (k, q |ω) = d1kβqδ ,

N(3)
βδ (k, q |ω) = d2kβqδ + µ0

(
qβkδ + (k, q)(δβδ − δβ3δδ3)

)
;

(П3)

b1 =
d0

λ0
+
(

d3
0

λ2
0µ0

+
d2

0

2λ0µ0

)
ε23 +

d3
0

4λ0µ
2
0

ε22

+
d5

λ0
ε33 −

d2
0

2λ0µ0
ε12 +

d2

λ0
ε13; (П4)

b0 = d0 + d3ε23 + d4ε22 + d5ε33; (П5)

d0 =
2λ0µ0

λ0 + 2µ0
, d1 = d0 −

d2
0

2µ0
, d2 = d0 −

d2
0

λ0
; (П6)

d3 = d0 −
d2

0

λ0
− d2

0

2µ0
+

d3
0

λ0µ0
, d4 =

d3
0

4µ2
0

− d2
0

2µ0
,

d5 =
d3

0

λ2
0

− d2
0

λ0
; (П7)

Ei j (ξi j ) = −iπ Sign

×
( (1− ε)

(
2

c33

c11
α11α22 + 2− 3

c44

c11
ε
)

+ ε
(
1− c44

c11
ε
)

(1− ε)
(
2a1

c33

c11
α11α22 − ε

)
+ ε
(
1− c44

c11
ε
) )

×
α11α22(1− ε) exp(−ξ2

i j /4)

c11c44
(
(1− ε)

(
2a1

c33

c11
α11α22 − ε

)
+ ε
(
1− c44

c11
ε
))

×
4∑

m=0

Qi j
m(1)I m(ξ2

i j /2); (П8)

γ=
α11α22(1− ε)

c11c44ε
(
(1− ε)

(
2

c33

c11
α11α22+2−3

c44

c11
ε
)
+ε
(
1− c44

c11
ε
)) ;

(П9)
χ = − c33(α11 + α33)

×
(
ρ0

ρ
c44ε−b0−2µ0−

c44ε − c11

α11α22c33

ρ0

ρ
c44ε

)
; (П10)

ψ =
(
−c13 +

c11 − c44ε

α11α22

)(
−ρ0

ρ
c44εb1 + b0 + 2µ0

)

+
ρ0

ρ
c44

(
ρ0

ρ
c44ε + b0 + 2µ0

)(
1 +

c33

c44
(a1 − ε)

)
;

(П11)

A(η) = c2
13η

2 + (c11η
2 − c44ε)

(
c44ε

α̃11α̃22
− c33

)
; (П12)

αtt(η) =

{√
η2h− ε, η2h− ε ≥ 0,

−i
√
ε − η2h, η2h− ε < 0;

(П13)

h =
c11 − c12

2c44
; (П14)

α̃2
11 =

1
2

(
x +

√
x2 − 4y2

)
, Re α̃2

11,22 > 0,

α̃2
22 =

1
2

(
x −

√
x2 − 4y2

)
, Im α̃2

11,22 < 0,

x =
(

a1 + 2
c13

c33
η2

)
− c33 + c44

c33
ε,

y2 =
1

c33
(η2 − ε)(c11η

2 − c44ε); (П15)

α11,22 = α̃11,22

∣∣
η=1

; (П16)

(
1− c44

c33

)
ε3 +

(
c11

c33
− 1− 2a1

)
ε2

+ a1(2 + a1)ε − a2
1 = 0,

0 < ε < min(1, a1), a1 =
c11c33−c2

13

c33c44
;

(П17)
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P11
0 = −P11

2 =
(
ρ0

ρ

)2 c44ε
2c33

2
(α11 + α22); (П18)

P13
1 = −P13

3 = −
(
ρ0

ρ

)
εηµ0c33

2
(α11 + α22); (П19)

P33
0 = −P33

4 = η2 µ
2
0c33

2c44
(α11 + α22); (П20)

Q11
0 =

(
ρ0

ρ

)2

(c44ε)2

(
1
2

c33(α11 + α22)c33(α̃11 + α̃22)

+
(c44ε − c11)(α11 + α22)

α11α22

(c44ε − c11η
2)(α̃11 + α̃22)

α̃11α̃22

)
;

(П21)

Q11
1 =

(
ρ0

ρ

)2

(c44ε)22

(
−c13 +

c11 − c44ε

α11α22

)

×
(
−c13 +

c11η
2 − c44ε

α̃11α̃22

)
; (П22)

Q11
2 =

(
ρ0

ρ

)2

(c44ε)2 1
2

c2
33(α11 + α22)(α̃11 + α̃22); (П23)

Q12
0 = −ρ0

ρ
c44εηd1

(
c13 +

c44ε − c11

α11α22

)

×
(

c13 +
c44ε − c11η

2

α̃11α̃22

)
; (П24)

Q12
1 = −ρ0

ρ
c44εηd1c2

33(α11 + α22)(α̃11 + α̃22); (П25)

Q13
0 = −ρ0

ρ
c44εη(d2 + µ0)

(
c13 +

c44ε − c11

α11α22

)

×
(

c13 +
c44ε − c11η

2

α̃11α̃22

)
; (П26)

Q13
1 = −ρ0

ρ
c44εηc2

33(α11 + α22)(α̃11 + α̃22)
(

d2 + µ0
3
2

)
;

(П27)

Q13
2 = −ρ0

ρ
c44εηµ0

(
c13 +

c44ε − c11

α11α22

)

×
(

c13 +
c44ε − c11η

2

α̃11α̃22

)
; (П28)

Q13
3 = −ρ0

ρ
c44εη

µ0

2
c2

33(α11 + α22)(α̃11 + α̃22); (П29)

Q22
0 = d2

1η
2c2

33(α11 + α22)(α̃11 + α̃22); (П30)

Q23
0 = d1(d2 + µ0)η2c2

33(α11 + α22)(α̃11 + α̃22); (П31)

Q23
2 = µ0d1η

2c2
33(α11 + α22)(α̃11 + α̃22); (П32)

Q33
0 = η2c2

33

(
d2

2 + 2µ0d2 +
3
2
µ2

0

)
(α11 + α22)(α̃11 + α̃22);

(П33)
Q33

2 = 2η2c2
33 µ0(d2 + µ0)(α11 + α22)(α̃11 + α̃22); (П34)

Q33
4 = η2 µ

2
0

2
c2

33(α11 + α22)(α̃11 + α̃22); (П35)

Qi j
m = Qi j

m, Pi j
m = P ji

m. (П36)

Остальные элементы Pi j
m и Qi j

m равны нулю.

Q22 = d2
1c2

33(α11 + α22)
(√

a2 + b2 +
√

a2 − b2

)
; (П37)

Q33 =
(

d2
2 + 2µ0d2 +

3
2
µ2

0

)
c2

33(α11 + α22)

×
(√

a2 + b2 +
√

a2 − b2

)
; (П38)

Q23 = Q32 = d1(d2 + µ0)c2
33(α11 + α22)

×
(√

a2 + b2 +
√

a2 − b2

)
; (П39)

a2 =
a1

2
− c13

c33
, b2 =

√
a2

2 −
c11

c33
. (П40)
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