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Методом сильной связи в рамках гамильтониана двойного обмена с бесконечным внутриатомным
хундовским взаимодействием выполнены расчеты спектра eg электронов манганитов для различных
магнитных структур, составленных из ферромагнитных ступенчатых (зигзагообразных) спиновых цепочек,
содержащих от двух до восьми спинов в одномерной элементарной ячейке. Получены значения концентрации
носителей x, при которых в антиферромагнитных структурах манганитов типа La1−xCaxMnO3, состоящих
из рассмотренных цепочек, может возникнуть состояние „зонного“ изолятора. Кроме известных спектров
цепочек (1×1) и (2×2) впервые получен спектр зигзагообразной цепочки (3×3). Трехмерная элементарная
ячейка, построенная из таких цепочек, содержит 24 атома марганца и качественно правильно описывает
экспериментальную атомную и магнитную структуры манганита La1/3Ca2/3MnO3.

PACS: 75.10.Pq, 75.47.Lx

1. Введение

Одним из замечательных свойств легированных ман-
ганитов со структурой перовскита RxA1−xMnO3 (R = La,
Pr, Nd, Sm; A = Ca, Sr, Ba) является богатое разнообра-
зие их магнитных структур. В зависимости от химиче-
ского состава и степени легирования эти соединения мо-
гут либо находиться в ферромагнитном (ФМ) состоянии,
либо иметь различные типы антиферромагнитного (АФ)
порядка. Наряду с простыми АФ-структурами типов G,
A и C могут возникать и более сложные, ступенчатые
структуры. Наиболее известным примером такого рода
является структура типа CE, обнаруженная в ряде
манганитов при половинном легировании. Она была тео-
ретически предсказана в работе [1] и впервые экспери-
ментально обнаружена в La0.5Ca0.5MnO3 [2], а несколько
позже — в Pr0.5Ca0.5MnO3 [3], Nd0.5Sr0.5MnO3 [4] и
ряде других соединений. В структуре CE магнитные
моменты ионов Mn образуют зигзагообразные ФМ-
цепочки с взаимным АФ-упорядочением в плоскости.
В перпендикулярном направлении ФМ-цепочки транс-
лируются с АФ-чередованием спинов. Элементарная
ячейка структуры CE содержит шестнадцать атомов
марганца.

АФ-зигзагообразная структура, аналогичная структуре
CE, но с несколько иным чередованием цепочек в
перпендикулярном направлении, была выявлена также
в манганите La0.5Sr1.5MnO4[5].

В работах [6–8] в рамках модели двойного обмена
были выполнены теоретические расчеты электронного
спектра носителей E(k) CE-структуры в приближе-
нии бесконечно большого хундовского взаимодействия
между eg- и t2g-электронами, которое запрещает элек-
тронные перескоки между цепочками. Таким образом,
задача расчета спектра трехмерной структуры сводит-

ся к задаче расчета спектра одномерной ступенчатой
цепочки с четырьмя атомами в ее 1D-элементарной
ячейке. Результаты расчетов показали, что манганиты
с CE-структурой являются „зонными“ изоляторами, в
которых две нижние зоны, где могут находиться два
электрона, отделены от других зон энергетической ще-
лью. В CE-структуре эти зоны полностью заполнены, а
соединение является зонным изолятором. Выполненные
в работе [9] аналогичные расчеты спектра одномерных
ступенчатых цепочек с двумя атомами в одномерной
элементарной ячейке позволили предсказать существо-
вание новой изоляторной АФ-структуры типа E, ко-
торая позднее была обнаружена экспериментально в
HoMnO3 [10].

Хотя механизм возникновения запрещенной зоны в
спектре носителей у таких структур до конца не ясен,
по-видимому, щель непременно должна появляться в
структурах, состоящих из ступенчатых (зигзагообраз-
ных) ФМ-цепочек (таких, как CE и E). При определен-
ных значениях концентрации носителей в манганитах
типа La1−xCaxMnO3 наличие запрещенных зон в спек-
тре приводит к возникновению изоляторного состояния.
Заметим, что в спектрах eg-электронов трехмерных АФ-
структур типов G, C, A и ФМ-структуры, а также
прямых ФМ-цепочек щель отсутствует.

В данной работе методом сильной связи выполнены
расчеты спектра eg-электронов E(k) и соответствующих
плотностей состояний для различных ФМ-ступенчатых
цепочек атомов марганца, содержащих от двух до восьм
атомов в одномерной элементарной ячейке. В резуль-
тате вычислений получены значения концентрации но-
сителей, при которых в АФ-структурах, состоящих из
рассмотренных цепочек, может возникнуть состояние
„зонного“ изолятора.
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2. Гамильтониан

В качестве эффективного гамильтониана в работе
был использован гамильтониан модели двойного об-
мена [6–9], который для одномерных ФМ-цепочек ло-
кализованных спинов t2g-электронов ионов марганца в
приближении бесконечно большого хундовского взаи-
модействия сводится к гамильтониану метода сильной
связи

H =
∑
iασ

εiαd†iαdiα +
∑
i j αβ

tαβi j d†iαdjβ. (1)

Здесь индексы α и β нумеруют атомные eg-орбитали, а
индексы i и j — ионы марганца. Операторы d†iα и djα

представляют собой операторы рождения и уничтоже-
ния eg-электрона в состоянии α на узле i со спином
(„вверх“), направленным вдоль локализованных спи-
нов. Энергия атомной eg-орбитали со спином „вверх“
была принята за начало отсчета εiα = 0. Роль ионов
кислорода, которые в цепочках расположены между
ионами марганца, сводится к тому, что эффективные
интегралы перескока между локальными компонентами
eg-спиноров ближайших ионов марганца tαβi j выража-
ются через интеграл перескока t между eg-орбиталью
марганца и p-орбиталью ближайшего иона кислорода
(параметр Костера–Слэтера Vpdσ ) во втором порядке
теории возмущений [11]. Перескок электронов между
АФ-упорядоченными цепочками в приближении беско-
нечно большого хундовского взаимодействия запрещен.
В работе рассматривался случай вырожденного eg-уров-
ня, εiα = εiβ = 0, для которого получить щель в спектре
наиболее сложно.

3. Электронный спектр ступенчатых
ферромагнитных цепочек

Для простой квадратной решетки с расстоянием a0

между соседними атомами все ступенчатые цепочки
будем записывать в вдие (n1×m1×n2×m2× . . .), где
n1, n2, . . . — число шагов для первой, второй и т. д.
ступенек вдоль оси X, а m1,m2, . . . — вдоль оси Y.

3.1. П р я м а я ф е р р о м а г н и т н а я ц е п о ч к а. Про-
стейшим случаем является случай прямой ФМ-цепочки
с периодом a0, для которой спектр eg-электронов нахо-
дится из решения секулярного уравнения второго поряд-
ка. Для орбитального базиса |1〉 = |x2〉, |2〉 = |y2 − z2〉
на всех ионах марганца спектр имеет особенно простой
вид:

E1(k) = −2t cos ka0, E2(k) = 0,

−π/a0 < k < π/a0. (2)

Здесь k — волновой вектор, направленный вдоль це-
почки. Не представляет труда получить спектр прямой

Рис. 1. Магнитная E-структура, которую можно построить из
ступенчатых ферромагнитных цепочек (1×1) с двумя атомами
в одномерной элементарной ячейке (1), и 2D-элементарная
ячейка, содержащая четыре атома (2).

одноатомной цепочки для произвольного базиса |α〉, |β〉

(
|α〉
|β〉

)
=

 cos θo

2 sin θo

2

− sin θo

2 cos θo

2

( |z2〉
|x2 − y2〉

)
, (3)

где θo — угол орбитального смешивания. Очевидно, что
в случае вырожденного eg-уровня вид спектра от выбора
базиса не зависит. Две ветви спектра перекрываются,
делая такую цепочку при наличии носителей металлом.

3.2. Д в у х а т о м н а я с т у п е н ч а т а я ц е п о ч к а
(1×1). Простейшей ступенчатой цепочкой с рассто-
янием a0 между атомами марганца является цепочка,
в элементарной ячейке которой содержатся два атома.
Если упорядочить эти ФМ-цепочки в пространстве анти-
ферромагнитно относительно друг друга, то можно по-
лучить магнитную E-структуру, предсказанную впервые
в [9] и изображенную на рис. 1. В стандартном базисе
|z2〉, |x2 − y2〉 матрица гамильтониана такой цепочки
имеет вид

HE = H1×1

=



ε1 0 1
2 (a +b) −

√
3

2 (a−b)

0 ε2 −
√

3
2 (a−b) 3

2 (a +b)

1
2 (a∗+b∗) −

√
3

2 (a∗−b∗) ε1 0

−
√

3(a∗−b∗)
√

3
2 (a∗+b∗) 0 ε2


,

(4)

где a = t exp(ikxa0), b = t exp(−ikya0), kx = K cosα,
ky = k sinα, α — угол между волновым вектором k и
осью x.
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Соответствующее секулярное уравнение
det ||Hmn− Eδmn|| = 0 имеет вид

(ε1 − E)2(ε2 − E)2 − 3
4

(ε1 − E)(ε2 − E)

× [1− cos(kx + ky)a0]t2 − 1
8

[1 + cos(kx + ky)a0]

×
[
9(ε1 − E)2 + (ε2 − E)2

]
t2 +

9
16

t4 = 0. (5)

В вырожденном случае, когда ε1 = ε2 = 0, уравнение (5)
переходит в уравнение

E4 − E2t2

(
2 +

cos(kx + ky)a0

2

)
+

9
16

t4 = 0, (6)

решения которого даются выражениями

E1(k1) = − t
2

(
cos k1a0 +

√
cos2 k1a0 + 3

)
,

E2(k1) = − t
2

(√
cos2 k1a0 + 3− cos k1a0

)
,

E3(k1) = +
t
2

(√
cos2 k1a0 + 3− cos k1a0

)
,

E4(k1) = +
t
2

(
cos k1a0 +

√
cos2 k1a0 + 3

)
. (7)

Впервые эти зависимости были приведены в [9]. Для
удобства в (7) введен параметр k1: k1 = (kx + ky)/2.
Для цепочки (1×1) угол α = π/4, k1 = k/

√
2,

−π/
√

2a0 < k < π/
√

2a0, −π/2a0 < k1 < π/2a0. Две
нижние зоны отделены от двух верхних зон щелью
порядка t, поэтому в случае, когда на каждый атом Mn
приходится по одному eg-электрону (LaMnO3), имеем
зонный изолятор.

3.3. Ц е п о ч к и, с о д е р ж а щ и е н е ч е т н о е ч и с л о
а т о м о в. Секулярное уравнение трехатомной цепочки
(2×1) имеет вид

E6 − 3E4 +
1
2

E3 cos(2kx + ky)a0 +
3
2

E2 = 0. (8)

Для цепочки (2×1) kx = k×2/
√

5, ky = k×1/
√

5,
−π/
√

5a0 < k < π/
√

5a0. Цепочка является зонным изо-
лятором для концентраций электронов x = 1/3, 2/3, 1.
2D-элементарная ячейка магнитной структуры, состоя-
щей из подобных цепочек, содержит 24 атома. Магнит-
ных структур с такой элементарной ячейкой в мангани-
тах пока не обнаружено.

Не обнаружено и магнитных структур, состоящих из
пятиатомных цепочек (3×2), (4×1) и (2×1×1×1).
Цепочка (4×1) является зонным изолятором для
концентраций электронов x = 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1.
2D-элементарная ячейка магнитной структуры, состоя-
щей из подобных цепочек, содержит 40 атомов. Столько
же атомов содержится и в 2D-элементарной ячейке
магнитной структуры, составленной из цепочек (3×2)
и (2×1×1×1). Семиатомные цепочки (6×1), (5×2),

Рис. 2. Простая квадратная решетка с расстоянием a0 меж-
ду ближайшими соседями, на которой показана магнитная
CE-структура, построенная из симметричных ступенчатых
ферромагнитных цепочек, упорядоченных относительно друг
друга антиферромагнитно (1), и 2D-элементарная ячейка,
содержащая восемь атомов (2).

(4×3), (4×1×1×1) и другие в работе подробно не
рассматривались из-за очень большого размера 2D-
ячейки.

3.4. Ч е т ы р е х а т о м н ы е ц е п о ч к и. Существует
всего два вида ступенчатых цепочек с четырьмя атомами
в элементарной ячейке (3×1) и (2×2).

Наиболее интересной является симметричная цепочка
(2×2). Именно из таких цепочек строится магнитная
CE-структура, показанная на рис. 2. Элементарная ячей-
ка цепочки содержит четыре атома — два угловых
(„corner“), 1 и 3, и два мостиковых („bridge“), 2 и 4.
Для базиса |z2〉 и |x2 − y2〉 на атоме 1, |x2〉 и |y2 − z2〉
на атоме 2, |z2〉 и |x2 − y2〉 на атоме 3, |y2〉 и |z2 − x2〉
на атоме 4 матрица гамильтониана имеет вид

HCE =

|1〉1 |2〉1 |1〉2 |2〉2 |1〉3 |2〉3 |1〉4 |2〉4
|1〉1 0 0 a 0 0 0 b 0

|2〉1 0 0 −
√

3a 0 0 0
√

3b 0

|1〉2 a∗ −
√

3a∗ 0 0 a −
√

3a 0 0

|2〉2



0 0 0 0 0 0 0 0

|1〉3 0 0 a 0 0 0 b∗ 0

|2〉3 0 0 −
√

3a 0 0 0
√

3b∗ 0

|1〉4 b∗
√

3b∗ 0 0 b
√

3b 0 0

|2〉4 0 0 0 0 0 0 0 0



.

(9)
Четыре собственных значения энергии нулевые, E5 = E6

= E7 = E8 = 0. Остальные ветви спектра находятся из
уравнения

E4 − 4t2E2 +
1
2

(7− cos k1a0)t4 = 0. (10)

Физика твердого тела, 2008, том 50, вып. 1



Электронная структура ступенчатых ферромагнитных цепочек и условия возникновения... 101

Рис. 3. Плотность состояний CE-структуры (цепочки 2×2).
Нижняя и верхняя зоны двукратно вырождены. Централь-
ный пик отвечает четырехкратно вырожденному уровню
E5 = E6 = E7 = E8 = 0.

Здесь k1 = kx + ky, α = π/4, k1 =
√

2k, −π/2
√

2a0 < k
< π/2

√
2a0, −π/2a0 < k1 < π/2a0.

E1(k1) = −t
√

2 + cos k1a0,

E2(k1) = −t
√

2− cos k1a0,

E3(k1) = +t
√

2− cos k1a0,

E4(k1) = +t
√

2 + cos k1a0, −π/2 ≤ k1a0 ≤ π/2. (11)

Впервые решения E2(k) и E3(k) были получены в [6]
для двухатомной модели CE-цепочки. Из (11) легко ана-
литически получить (только для одномерных структур)
плотность состояний ρ(E):

ρ(E) =
4tE

π
√

t4 − (E2 − 2t2)2
, −

√
3t ≤ E ≤ −t. (12)

Таким образом, как следует из рис. 3, CE-структура
при половинном заполнении (x = 0.5) является зонным
изолятором, а полная энергия двух нижних заполненных
зон Etot =

∫
Eρ(E)dE равна −2.78t .

Для несимметричной цепочки (3×1) нижняя зона
расщепляется, а энергия, приходящаяся на один атом
марганца при том же заполнении зон, что и у CE-
структуры, уменьшается по абсолютной величине до
значения −0.66t . Кроме того, 2D-элементарная ячейка
магнитной структуры, состоящей из подобных цепочек,
содержит шестнадцать атомов, а 3D-ячейка — 32 ато-
ма. Экспериментально магнитных структур для концен-
трации носителей x = 0.5, соответствующих цепочкам
(3×1), пока не обнаружено.

Необходимо отметить, что цепочка (3×1) является
зонным изолятором также для концентраций электронов
x = 1/4, 2/4, 3/4 и 1.

Для дальнейшего удобно ввести матрицы взаимодей-
ствия: A(B) между угловыми и мостиковыми атомами в

направлении x (y), A1 (B1) между двумя мостиковыми
атомами в направлении x (y), A2 (B2) между двумя
угловыми атомами в направлении x (y).

A =

(
a 0

−
√

3a 0

)
, B =

(
b 0
√

3b 0

)
,

A1 =

(
−2a 0

0 0

)
, B1 =

(
−2b 0

0 0

)
,

A2 =

 −a
2

√
3

2 a
√

3
2 a − 3

2 a

 , B2 =

 −b
2 −

√
3

2 b

−
√

3
2 b − 3

2 b

 .

(13)
С помощью этих матриц легко записать матрицу га-
мильтониана вырожденной модели многоступенчатой
цепочки вида (n1×m1×n2×m2× . . .). Так, в новых обо-
значениях матрица гамильтониана CE-цепочки (2×2)
принимает вид

HCE = H2×2 =


0 A 0 B

Ã∗ 0 Ã 0

0 A∗ 0 B∗

B̃∗ 0 B 0

 . (14)

3.5. Ш е с т и а т о м н ы е ц е п о ч к и (3×3),
(2×1×1×2), (5×1), (3×1×1×1) и (4×2). 2D-элемен-
тарная ячейка магнитных структур, соответствующих
цепочкам (3×3), (2×1×1×2) и (5×1) содержит
двенадцать атомов. Ранее спектр таких структур не
рассчитывался.

На рис. 4 показана магнитная структура, которую
можно пострить из ступенчатых ФМ-цепочек (3×3)

Рис. 4. Магнитная структура, которую можно построить из
ступенчатых ферромагнитных цепочек (3×3) с шестью атома-
ми в одномерной элементарной ячейке (1), и 2D-элементарная
ячейка, содержащая двенадцать атомов (2). Именно такая
магнитная 2D-элементарная ячейка наблюдалась в нейтронных
исследованиях La2/3Ca1/3MnO3.
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с шестью атомами в одномерной элементарной ячей-
ке. Штрихпунктиром показана 2D-элементарная ячей-
ка, содержащая двенадцать атомов. Размер соответ-
ствующей 3D-элементарной ячейки должен быть равен
(3a×b×2c), a = c =

√
2a0, b = 2a0. Матрица гамиль-

тониана цепочки (3×3) имеет вид

H3×3 =



0 A 0 0 0 B

Ã∗ 0 A1 0 0 0

0 Ã∗1 0 Ã 0 0

0 0 A∗ 0 B∗ 0

0 0 0 B̃ 0 B∗1

B̃∗ 0 0 0 B̃1 0


. (15)

Из секулярного уравнения E12 − 5E10 + 10.5E8

− E6[10 + cos(k1a0)/2] + 9E4/16=0 численно находится
спектр E(k), а на его основе — плотность состояний
ρ(E), которая представлена на рис. 5. В (15)
k1 = 3(kx + ky), α = π/4, −π/3

√
2a0 < k < π/3

√
2a0.

Две нижние и две верхние зоны двукратно вырождены,
поэтому магнитная структура, построенная из цепочек
(3×3), будет диэлектриком при x = 1/3 и 2/3. Именно
такая (скошенная) магнитная 2D (3D)-элементарная
ячейка размером (3a×b×2c), a = c =

√
2a0, b = 2a0,

состоящая из цепочек (3×3), наблюдалась в нейтронных
исследованиях диэлектрика La1/3Ca2/3MnO3 [12].

Магнитные структуры, отвечающие цепочкам
(2×1×1×2) и (5×1) и представленные на рис. 6
и 7, являются зонными диэлектриками для значений
x = 1/6, 2/6, 3/6, 4/6, 5/6 и 1. 2D-элементарная
ячейка цепочки (5×1) подобна элементарной ячейке
магнитной структуры (3×3).

2D-элементарная ячейка менее симметричных маг-
нитных структур, соответствующих цепочкам (4×2) и
(3×1×1×1), содержит 24 атома. В данной работе их
спектр не вычислялся.

Рис. 5. Плотность состояний цепочки (3×3).

Рис. 6. Магнитная структура, которую можно построить из
ступенчатых ферромагнитных цепочек (2×1×1×2) с шестью
атомами в одномерной элементарной ячейке (1), и 2D-элемен-
тарная ячейка, содержащая двенадцать атомов (2).

Рис. 7. Магнитная структура, которую можно построить из
ступенчатых ферромагнитных цепочек (5×1) с шестью атома-
ми в одномерной элементарной ячейке (1), и 2D-элементарная
ячейка, содержащая двенадцать атомов (2).

3.6. В о с ь м и а т о м н ы е ц е п о ч к и. Несмотря
на чисто академический интерес, нами были рас-
смотрены и все типы цепочек, содержащих во-
семь атомов в элементарной ячейке. Это цепоч-
ки (4×4), (3×1×1×3), (7×1), (2×1×1×2×1×1),
(1×1×1×1×2×2), (5×3) и (6×2). 2D-элементарная
ячейка магнитных структур, соответствующих цепочкам
(4×4), (3×1×1×3) и (7×1), содержит шестнадццать
атомов.
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Матрица гамильтониана цепочки (4×4), показанной
на рис. 8, имеет вид, аналогичный матрице цепочки
(3×3):

H4×4 =



0 A 0 0 0 0 0 B

Ã∗ 0 A1 0 0 0 0 0

0 Ã∗1 A 0 A1 0 0 0 0

0 0 Ã∗1 0 Ã 0 0 0

0 0 0 A∗ 0 B∗ 0 0

0 0 0 0 B̃ 0 B∗1 0

0 0 0 0 0 B̃1 0 B∗1
B̃∗ 0 0 0 0 0 B̃1 0


. (16)

Подобным образом легко пострить матрицы любого
размера для цепочек (m×m), (m1×n1×m2×n2) и др.

Рис. 8. Магнитная структура, которую можно построить
из ступенчатых ферромагнитных цепочек (4×4) с восемью
атомами в одномерной элементарной ячейке (1), и 2D-элемен-
тарная ячейка, содержащая шестнадцать атомов (2).

Рис. 9. Плотность состояний цепочки (4×4).

Плотность состояний цепочки (4×4) показана на
рис. 9. Она является зонным изолятором для концен-
траций электронов x = 2/8, 4/8, 5/8, 6/8, 7/8 и 1.
Цепочки (7×1), (1×1×1×1×2×2) и (3×1×1×3)
являются зонными изоляторами для концентраций элек-
тронов x = 1/8, 2/8, 3/8, 4/8, 5/8, 6/8, 7/8 и 1,
а цепочка (2×1×1×2×1×1) — для концентраций
электронов x = 2/8, 4/8, 6/8, 7/8 и 1. Энергия, при-
ходящаяся на один атом, при x = 0.5 для цепочки
(4×4) равна −0.676t, для цепочки (7×1) — −0.669t,
для остальных цепочек — −0.659t . Все эти значения
находятся выше кинетической энергии CE-структуры,
равной −0.69t .

4. Заключение

В рамках модели двойного обмена представлена ме-
тодика расчета электронного спектра ФМ-ступенчатых
цепочек, который в приближении бесконечно большого
внутриатомного хундовского взаимодействия соответ-
ствует спектру трехмерных АФ-структур. В результа-
те рассмотрения различных ступенчатых (зигзагообраз-
ных) цепочек обнаружено, что в одномерном спектре
eg-электронов всегда возникает ряд запрещенных зон,
которые при определенных значениях концентрации
электронов x обеспечивают возникновение в соответ-
ствующих трехмерных АФ-структурах изоляторного со-
стояния. Кроме известных спектров E- и CE-цепочек
в работе впервые получен спектр зигзагообразной це-
почки (3×3) с тремя ионами марганца в каждой
ступеньке. Среди всех ступенчатых цепочек с шестью
атомами в элементарной ячейке цепочка (3×3) при
x = 2/3 обладает минимальной энергией, а соответству-
ющая ей трехмерная 3D-элементарная ячейка, состо-
ящая из 24 атомов, качественно правильно описыва-
ет экспериментальную магнитную структуру манганита
La1/3Ca2/3MnO3. Дальнейшее теоретическое уточнение
магнитной структуры данного соединения может быть
выполнено в рамках подхода, предложенного авторами
в [13]. Анализ зависимости спектра от формы цепочек
показал, что минимальной энергии отвечают наибо-
лее симметричные цепочки типа (2×2), (3×3) и т. д.,
3D-элементарные ячейки которых обладают минималь-
ными размерами.
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