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Перечислены все магнитные классы симметрии, двумерные представления которых являются физически
неприводимыми. Эти представления допускают инвариант Лифшица, индуцируемый внешним электрическим
полем, направленным вдоль основной оси кристалла. Такое поле в большинстве случаев не расщепляет
двумерных представлений на одномерные. Поэтому несоразмерная фаза возникает в сколь угодно слабом
поле. Подробно рассмотрены представления магнитных классов C4h и C′4h. Параметром порядка выбраны
компоненты тороидного момента.
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1. Введение

Хорошо известно, что несоразмерная фаза (I -фаза)
возникает, если для неприводимого представления, по
которому преобразуются компоненты параметра поряд-
ка, существует инвариант Лифшица (L-инвариант) —
см. обзоры [1,2] и монографию [3]. Однако даже тогда,
когда представление не допускает L-инварианта, он
может быть индуцирован подходящим по симметрии
внешним воздействием, например электрическим полем.
Иными словами, L-комбинация из компонент параметра
порядка, умноженная на напряженность электрическо-
го поля, оказывается инвариантом (LI -инвариант). При
этом следует ожидать, что будет возникать I -фаза.

В [4] и [5] были рассмотрены двумерные представле-
ния Eu и Eg кристаллического класса D4h (простейший
случай см. в работе [4]). Эти представления допускают
LI -инвариант вида
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≡ η∂zξ − ξ∂zη, ∂z ≡ ∂/∂z, (1)

где η и ξ — компоненты параметра порядка, E1 и
E2 — компоненты электрического поля. По пред-
ставлению Eu преобразуются компоненты поляриза-
ции: η = P1, ξ = P2. Расчеты показывают, что LI -инва-
риант (1) действительно приводит к появлению I -фазы,
однако только в полях, превышающих критическое зна-
чение, выражаемое через коэффициенты термодинамиче-
ского потенциала [4]. Наличие критического поля связа-
но с тем, что внешнее электрическое поле Ei индуцирует
не только LI -инвариант, но также поляризацию Pi . В ре-
зультате двумерное представление Eu расщепляется на
два одномерных представления. И хотя это расщепление
мало в меру малости поля, LI -инвариант превращается в
LTI-инвариант (индуцированный LT-инвариант). LT-ин-
вариант (инвариант типа инварианта Лившица) может

привести к возникновению I -фазы, только если коэф-
фициент, стоящий перед ним, превышает критическое
значение, определяемое коэффициентами потенциала
(см., например, [6]).

Сказанное справедливо и в отношении представ-
ления Eg класса D4h, по которому преобразуются
компоненты тензора деформации: η = u4 = 2uz x, ξ = u5
= 2uyz [5]. По той же причине оно расщепляется на два
одномерных представления. Однако здесь существенную
роль играет еще и то, что неоднородные деформации как
функции координат не являются независимыми, посколь-
ку шесть компонент uα выражаются через производные
трех компонент вектора смещений Xi [7]. В результате
IL-инвариант (1) для представления Eg обращается тож-
дественно в нуль (подробнее см. [5]). I -фаза не может
возникнуть даже в сильных полях.

В настоящей работе будет рассмотрен LI -инвариант
вида

E3

{
η, ξ
}

z
. (2)

Он существует только для двумерных физически непри-
водимых представлений (математически приводимых
к одномерным комплексно-сопряженным представлени-
ям). В работе рассматриваются представления, которые
не расщепляются электрическим полем E3 на одно-
мерные; следовательно, I -фаза индуцируется уже сколь
угодно слабым полем E3.

2. Представления магнитного
класса C4h

Рассмотрим физически неприводимые представления
всех магнитных классов симметрии. Для определенно-
сти остановимся подробнее на представлениях классов
C4h = 4/m и C′4h = 4/m1′, полагая для определенности
параметром порядка компоненты тороидного момен-
та Ti : η = T1, ξ = T2 (о тороидном моменте см., напри-
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Таблица 1. Базисы представлений Ag, Au, Eg, Eu магнитного
класса C4h = 4/m

Ag {T1,M2}Z − {T2,M1}Z {T1, u4}Z − {T2, u5}Z

{P1,M2}Z − {P2,M1}Z {P1, u4}Z − {P2, u5}Z

Au P3 {T1, T2}Z {P1, P2}Z {T1, P2}Z − {T2, P1}Z

T1M1 + T2M2 T1u5 + T2u4

P1M1 + P2M2 P1u5 + P2u4

Eg M1 M2 u5 u4 T1Z T2Z P1Z P2Z

M2 −M1 u4 −u5 T2Z −T1Z P2Z −P1Z

Eu T1 T2 P1 P2 M1Z M2Z u5Z u4Z

T2 −T1 P2 −P1 M2Z −M1Z u4Z −u5Z

мер, [8] (Введение) и ссылки в этой работе). Заметим,
что в [9] были перечислены и рассмотрены все пред-
ставления магнитных классов симметрии, по которым
преобразуются компоненты Ti = (T1, T2, T3) и для ко-
торых существует L-инвариант. Представляют интерес
также компоненты векторов поляризации Pi = (P1, P2),
намагниченности Mi = (M1,M2) и тензора деформации
uα = (u5, u4).

Табл. 1 показывает, как эти компоненты и их произ-
водные по z преобразуются по двумерным представле-
ниям Eg и Eu класса C4h. В табл. 1 приведены также
не вполне очевидные инварианты, преобразующиеся по
единичному представлению Ag, и величины, преобра-
зующиеся как компонента Pz по представлению Au
(представления Bg и Bu для рассматриваемой задачи
интереса не представляют). Заметим, что Eg и Eu
являются физически неприводимыми представлениями,
т. е. математически приводятся к двум одномерным
комплексно-сопряженным представлениям.

Рассмотрим сначала представление Eu и выпишем
все значимые, т. е. существенные для рассматриваемой
задачи инварианты, составленные из компонент T1, T2
и P1, P2 (индекс 3 у компоненты поля E3 ≡ E и вол-
нового вектора q3 ≡ q далее для краткости опускаем).
Ограничиваясь лишь квадратичными по компонентам
формами (достаточными для исследования устойчивости
исходной фазы кристалла), представим термодинамиче-
ский потенциал в виде

8 = α(T2
1 + T2

2 ) + αP(P2
1 + P2

2)

+ 2αTP(T1P1 + T2P2) + σE{T1, T2}Z

+ σPE{P1, P2}Z + σTPE
(
{T1P2}Z − {T2, P1}Z

)
+ δ(T2

1Z + T2
2Z) + δP(P2

1Z + P2
2Z)

+ 2δTP(T1ZP1Z + T2ZP2Z). (3)

Заметим, что в (3) не учтены инварианты T1P2 − T2P1,
E
(
{T1P1}Z + {T2, P2}Z

)
, T1ZP2Z − T2ZP1Z, которые при

подстановке в них (4) обращаются в нуль (см. далее).
Исключены они и из табл. 1.

Будем искать потерю устойчивости исходной фазы
кристалла относительно гармонических смещений вида

T1 = T cos qz, T2 = T sin qz,

P1 = P cos qz, P2 = P sin qz, (4)

определяющих возможность фазового перехода в I -фазу.
Подставляя (4) в (3), получим

8 = (α − σqE + δq2)T2 + (αP − σPqE + δPq2)P2

+ 2(αT P − σTPqE + δTPq2)TP. (5)

Исключим P из (5). Минимизируя (5) по P и подставляя
полученное выражение для P в (5), найдем

8 = (α′ − σ ′qE + δ′q2)T2,

α′ = α − α2
TP/αP,

σ ′ = σ + σPα
2
TP/α

2
P − 2σTPαTP/αP,

δ′ = δ + δPα
2
TP/α

2
P − 2δTPαTP/αP. (6)

Таким образом, исключение P из (5) свелось лишь
к перенормировке коэффициентов при T2. При этом
предполагалось, что коэффициенты αP и αTP не малы
в отличие от коэффициента α, который стремится к
нулю, поскольку стоит перед квадратом параметра по-
рядка (разумеется, в (6) производится разложение по
степеням q с отбрасыванием членов, превышающих q2).

Минимизируя (6) по q и приравнивая затем коэффи-
циент при T2 к нулю, получим q и α′, при которых
осуществляется переход в I -фазу:

q = q0 ≡ σ ′E/2δ′, α′ = α′0 ≡ σ ′2E2/4δ′. (7)

Таким образом, исходная фаза теряет устойчивость не
относительно однородных смещений T и P при α′ = 0 с
фазовым переходом в соразмерную фазу, а относительно
неоднородных смещений (4) с q ∼ E, α′ ∼ E2 (7) и с
фазовым переходом в I -фазу. Заметим, что в отличие
от обычного случая возникновения I -фазы (наличие L-
инварианта) здесь волновое число q оказывается суще-
ственно зависящим от E. Величина T определяется при
учете в 8 (3) более высоких, чем квадратичные, членов
разложения по Ti (и Pi ). Величина P выражается через T
соотношением

P = −αTPT/αP (8)

(здесь, естественно, пренебрегатся степенями q).
Пропорциональность P и T (8) следует из того,

что P1, P2 и T1, T2 преобразуются по одному и тому
же представлению Eu и, следовательно, линейно связаны
инвариантом с коэффициентом αTP (см. (3)).
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Представление Eg „зацепляется“ за представление Eu.
Поэтому рассмотрим теперь представление Eg и вы-
пишем значимые инварианты. Подчеркнем, что по-
прежнему параметром порядка считаются компонен-
ты T1 и T2. Из табл. 1 следует

18 = αM(M2
1 + M2

2) + αR(u2
4 + u2

5)

+ 2αMR(M1u5 + M2u4)− 2λME(T1M1 + T2M2)

− 2λRE(T1u5 + T2u4)− 2λPME(P1M1 + P2M2)

− 2λPRE(P1u5 + P2u4) + κM

(
{T1,M2}Z − {T2,M1}Z

)
+ κR

(
{T1, u4}Z − {T2, u5}Z

)
+ κPM

(
{P1,M2}Z

− {P2,M1}Z

)
+ κPR

(
{P1, u4}Z − {P2, u5}Z

)
. (9)

Заметим, что в (9) не учтены инварианты M1u4 −M2u5,
E(T1M2 − T2M1), {T1,M1}Z + {T2,M2}Z (и с заменой в
последних двух инвариантах T1, T2 на P1, P2 и M1M2
на u5, u4), которые при подстановке в них (4) и (10)
обращаются в нуль (см. далее). Исключены они и из
табл. 1.

Представим компоненты M1,M2 и u4, u5, как и ком-
поненты T1, T2 и P1, P2 (4), в виде гармонических
смещений:

M1 = M cos qz, M2 = M sin qz,

X1 = Rsin qz, X2 = −Rcos qz,

u5 = Z1Z = qRcos qz, u4 = X2Z = qRsin qz. (10)

Подставляя (4) и (10) в (9), получим

18 = αMM2 + αRq2R2 + 2αMRqMR− 2(λME + κMq)TM

− 2(λRE + κRq)qTR− 2(λPME + κPMq)PM

− 2(λPRE + κPRq)qPR. (11)

Исключим M и R из (11), минимизируя по этим
величинам. Подставляя в полученные уравнения q ∼ E
из (7) и P ∼ E из (8) и решая их, найдем

M = ET1M/10, qR = ET1R/10,

10 = αMαR− α2
MR, (12)

где 1M и 1R выражаются через все коэффициенты,
входящие в (11), а также через коэффициенты σ ′, δ′ (7)
и αP, αTP (8). Эти выражения слишком громоздки,
чтобы их здесь приводить. Существенно лишь, что при
переходе в I -фазу наряду с T и P возникают благодаря
„взаимодействию“ представлений Eg и Eu (табл. 1)
также M и qR, пропорциональные полю E (см. (12)).

Те же результаты можно получить для магнитных
классов C6h = 6/m, C3h = 6̄ и S6 = 3̄, поскольку ком-
поненты Pi , T1 и Mi , uα преобразуются в этих классах
так же, как в классе C4h = 4/m (это нетрудно видеть

Таблица 2. Базисы представлений Age, Aue, Egm, Eum магнит-
ного класса C′4h = 4/m1′

Age {T1,M2}Z − {T2,M1}Z

Aue P3 T1M1 + T2M2

Egm M1 M2 T1Z T2Z

M2 −M1 T2Z −T1Z

Eum T1 T2 M1Z M2Z

T2 −T1 M2Z −M1Z

из таблиц [10]; в разных классах обозначения пред-
ставлений могут быть разными). Сходные результаты
могут быть получены и для классов C4h(C4) = 4/m′,
C6h(C6) = 6/m′, C3h(C3) = 6̄′ и S6(C3) = 3̄′, где по срав-
нению с классами C4h, C6h, C3h и S6 поменяются
местами T1, T2 с M1,M2. В классе C4h(C2h) = 4̄′ по
сравнению с классом C4h и в классе C4h(S4) = 4′/m′ по
сравнению с классом C4h(C4) поменяются местами T1
и T2, M1 и M2.

3. Представления класса C′4h

Рассмотрим кратко класс C′4h = 4/m1′ . Табл. 2 пока-
зывает, как компоненты T1 и M1 и их производные по z
преобразуются по представлениям Eum и Egm. Компо-
ненты P1, P2 и u5, u4 преобразуются соответственно по
представлениям Eue и Ege, которые „не зацепляются“
за представления Eum и Egm и поэтому в табл. 2 не
приводятся. Квадратичную форму термодинамического
потенциала можно представить, исходя из табл. 2, в виде

8 = α(T2
1 + T2

2 )− σE{T1, T2}Z + δ
(
T2

1Z + T2
2Z

)
+ αM(M2

1 + M2
2)− 2λE(T1M1 + T2M2)

− κ
(
{T1,M2}Z − {T2,M1}Z

)
. (13)

Представляя компоненты T1 и M1 в виде гармони-
ческих смещений (4) и (10) и подставляя их в (13),
получим

8 = (α − σqE + δq2)T2+ αMM2− 2(λE + κq)TM. (14)

Исключая M, найдем

8 =
(
α − σ ′qE + δ′q2 − λ2E2/αM

)
T2,

σ ′ = σ + 2λκ/αM , δ′ = δ − κ2/αM (15)

с перенормированными коэффициентами σ ′ и δ′ . Исход-
ная фаза теряет устойчивость относительно гармониче-
ских смещений T1, T2 с

q = q0 ≡ σ ′E/2δ′, α = α0 ≡
(
σ ′2/4δ′ + λ2/αM

)
E2. (16)
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Наряду с компонентами T1, T2 в I -фазе возникают
также компоненты M1,M2, пропорциональные E,

M = (λ + κσ ′/2δ′)ET/αM . (17)

Те же результаты можно получить для магнитных
классов C′6h = 6/m1′, C′3h = 6̄1′ и S′6 = 3̄1′, поскольку
компоненты T1 и Mi преобразуются в этих классах
так же, как в классе C′4h = 4/m1′ (с точностью до
обозначений представлений). В классах C6h(S6) = 6′/m′

и C6h(C3h) = 6′/m компоненты Ni и M1 преобразуются
по представлениям E1um и E1gm (аналогично классу C′4h).

В магнитных классах S4 = 4̄, S4(C2) = 4̄′ и S′4 = 4̄1′,
а также T = 23, T ′ = 231′, Th = m3, T′h = m31′

и Th(T) = m′3 поляризация P3, которая индуцируется
электрическим полем E3, понижает симметрию
до C2,C

′
2 и C2v,C

′
2v . В этих классах все представления

одномерные. Иными словами, поле E3 расщепляет дву-
мерные представления на одномерные; следовательно,
I -фаза может возникнуть только в поле, превышающем
критическое значение. Очевидно, что аналогичное рас-
смотрение можно проводить, полагая параметром поряд-
ка не компоненты Ti , а компоненты Pi или Mi , или uα .

Подчеркнем в заключение, что температурный ин-
тервал существования I -фазы на фазовых диаграммах
пропорционален E2. Отметим также, что во всех фазах,
в том числе и I -фазе, существует постоянная, наведенная
полем E компонента поляризации P ∼ E.

Автор благодарит В.А. Головко за участие в работе.
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