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1. Введение

Недавно [1,2] был открыт новый эффект — наблюде-
ние в диэлектрическом соединении в магнитном поле
потока тепла в направлении, перпендикулярном полю B
и градиенту температуры ∇T — фононный Холл-эффект
(ФХЭ). Такой поток обусловлен спин-фононным взаимо-
действием (СФВ) фононов с парамагнитными ионами
Tb+3. Теория ФХЭ рассматривалась в работах [3,4]
(критику работы [3] см. в [4]).

Однако не только СФВ приводит к зависимости
теплопроводности диэлектриков от магнитного поля.
Известно, что в молекулярных газах магнитное поле
влияет на явление переноса благодаря зависимости
сечения столкновений от вращательных моментов мо-
лекул M, прецессирующих в магнитном поле (эффект
Зенфтлебена−Бинакера [5]).

Следует ожидать, что явление, аналогичное ФХЭ в
Tb3Ga5O12 можно обнаружить в молекулярных кри-
сталлах, в которых имеется компонента, состоящая из
молекул, обладающих вращательными степенями свобо-
ды (ВСС). Типичными представителями таких веществ
являются криокристаллы [6]. К зависимости теплопро-
водности от магнитного поля может привести рассеяние
фононов на молекулях, зависящее от ВСС. Соответ-
ствующую теорию легко построить, обобщив теорию
Зенфтлебена−Бинакера на случай переноса тепла фоно-
нами. В приближении, в котором ВСС рассматриваются
квазиклассически, такая теория рассмотрена в [7]. В на-
стоящей работе подойдем к задаче с другой стороны и
покажем, что в кристаллах с ВСС существует механизм,
близкий к СФВ в ионных кристаллах и приводящий
к ФХЭ благодаря перенормировке акустических волн
из-за взаимодействия колебаний решетки с вращени-
ем молекул. Из соображений симметрии гамильтониан,
описывающий такое взаимодействие, можно записать в
форме, подобной СФВ,

H1 = −g
∑

n

(Mn, [un × pn]). (1)

Здесь Mn — вращательный момент молекулы, принад-
лежащей ячейке n, [un× pn] — суммарный орбиталь-

ный момент осциллирующих атомов в ячейке. Молеку-
лярные кристаллы, вообще говоря, обладают сложной
структурой, содержащей много частиц в элементарной
ячейке. Но при низких температурах тепло переносится
длинноволновыми упругими волнами, когда все частицы
ячейки осциллируют с одинаковой амплитудой un и
скоростью vn. В связи с этим вместо многокомпанент-
ного кристалла адекватным образом можно рассмотреть
кристалл с одним атомом в ячейке с массой m, равной
суммарной массе частиц в ячейке, и одним вращатель-
ным моментом. Величина g в случае СФВ оценива-
лась в многочисленных работах по спин-решеточной
релаксации [4,8]. В случае взаимодействия акустиче-
ских колебаний с вращательными степенями свободы
коэффициент g будем рассматривать как малый фено-
менологический параметр, имеющий тот же порядок
величины, что и для СФВ, если молекула имеет неском-
пенсированный электронный момент, как в O2. Будем
использовать систему единиц, в которой kB = 1, ~ = 1.
Для краткости взаимодействие (1) в случае кристал-
лов с вращательными степенями свободы тоже будем
называть СФВ. Почти одинаковый вид гамильтониана,
описывающего взаимодействие фононов с внутренними
степенями свободы в ионных и молекулярных кристал-
лах (в ионных кристаллах с квазидуплетной структурой
нижних уровней компоненты оператора M заменяются
на матрицы Паули), приводит к качественной близости
теорий поперечной теплопроводности в обоих случаях.
Но с физической точки зрения механизмы взаимодей-
ствия далеки друг от друга.

Обычная теплопроводность диэлектриков слабо за-
висит от детальных свойств акустических колебаний.
Как показано в [4], ФХЭ обусловлен возникновени-
ем эллиптической поляризации фононов в присутствии
магнитного поля и СФВ. Но характер поляризации
акустических ветвей существенным образом зависит от
свойств симметрии динамической матрицы. В настоящей
работе в отличие от общего случая, рассмотренного
в [4], в котором почти при всех направлениях вол-
нового вектора k все три моды колебаний являются
невырожденными, будет рассмотрена модель колебаний
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в изотропной среде, в которой поперечные акустические
моды вырождены при всех k. Хотя эта модель реализу-
ется только в случае взаимодействия атомов с большим
радиусом взаимодействия, в ней динамическая матрица
имеет сравнительно простой вид. Мы найдем в модели
изотропной среды поток тепла в направлении [B×∇T]
как для кристаллов с вращательными степенями сво-
боды, так и для ионных кристаллов с квазидуплетной
структурой. Первый результат интересен как предсказа-
ние наличия ФХЭ в молекулярных кристаллах, а второй
дает возможность исправить результаты [3].

2. Поток тепла

Во внешнем магнитном поле среднее значение вра-
щательного момента 〈M〉 = 〈Mn〉 отлично от нуля, и
упругие колебания кристалла определяются перенорми-
рованным с учетом (1) гамильтонианом

H =
∑

n

hn, (2)

где

hn =
1

2m
p2

n −
1
2

∑
n′

mDab
nn′u

a
nub

n′ − g〈M〉[un× pn]. (3)

Существенно, что эффективная константа взаимодей-
ствия g〈M〉 пропорциональна намагниченности частиц
и исчезает при выключении магнитного поля.

Используя (3), можно написать квантовое уравнение
непрерывности энергии и вывести формулу плотности
потока тепла [3,4,9]

j γH =
m
2V

∑
nn′

r γDab
nn′u

a
nv

b
n′ . (4)

Подчеркнем, что в этом выражении величина vb
n есть не

импульс иона pb
n, деленный на массу, а скорость этого

иона

va
n = ∂tu

a
n = ∂H/∂pa

n = pa
n/m− eabcg〈Mb〉uc

n. (5)

Перейдем в (4) к импульсному представлению, исполь-
зуя формулу ∑

r

r γDab
r exp(ikr ) = i∇γ

kDab
k . (6)

Находим

j γH = i
m
2V

∑
ksk′s′

(∇γ
kDab

k )ua
ksv

b
−ks′ (7)

(s — номер моды). Введем разложения векторов смеще-
ния и скорости частиц на нормальные колебания

ua
ks =

√
1

2mωks
(ea

ksaks + ea∗

−ksa
+
−ks),

va
ks = (−iωks)

√
1

2mωks
(ea

ksaks− ea∗

−ksa
+
−ks). (8)

Существенно, что обычный вид имеет именно разло-
жение скорости, а не импульса pi = mv i − gm(ui ×M),
как полагали авторы [3]. Подставим (8) в (7), усред-
ним по состоянию, диагональному по числам фононов,
отбросим аномальные средние 〈aksa−ks′〉 и 〈a+

−ks′a
+
ks〉

и придем к формуле для потока тепла в направлении
[B×∇T]

〈 j y
H〉 =

1
4V

∑
kss′

(√
ωks

ωks′
+
√
ωks′

ωks

)
× (∇y

kDαβ
k )eα

∗

ks eβks′〈a+
ksaks′〉. (9)

В изотропном теле ФХЭ характеризуется одним коэф-
фициентом (как константа Холла). Без потери общно-
сти мы выбираем намагниченность по оси Z градиент
температуры — по X, холловский поток — по Y. На
основе этого выражения в [4] была вычислена вели-
чина ФХЭ для акустических колебаний общего вида.
В настоящей работе рассматриваем модель упругих
колебаний изотропного тела, в которой динамическая
матрица нулевого приближения Dab

k имеет вид

Dab
k = c2

0δ
abk2 + wkakb (10)

с вырожденными поперечными ветвями ω2
+,− = ω2

0 =
= c2

0k2 и продольной ветвью ω2 = ω2
‖ + λ, λ = wk2.

Здесь отброшен третий независимый член вида δabk2
a,

который в кубическом кристалле снимает вырождение.
Для модели изотропного тела, учитывая ортогональ-

ность векторов поляризации ea∗
ksea

ks′ = δss′ , имеем

〈 j y
H〉 =

1
4V

∑
kss′

(√
ωks

ωks′
+
√
ωks′

ωks

)

×
[
δss′2c2

0ky + w
(

(kaea∗

ks )ey
ks′ + ey∗

ks(kbeb
ks′)
)]
〈a+

ksaks′〉.
(11)

Обратим внимание на то, что формулы (4), (9), (11)
явно не содержат константы g. Величина потока тепла
изменяется только благодаря перенормировке спектра
и поляризации фононов. Можно убедиться, что чле-
ны (11), диагональные по модам, не приводят к потоку
в направлении [B×∇T]. Явление ФХЭ описывается
недиагональными по модам членами (11)

〈 j y
H〉 =

w

2V

∑
kss′

(√
ωks

ωks′
+
√
ωks′

ωks

)

× Re
[
ey∗

ks

(
keks′)〈a+

ksaks′〉
]
. (12)

В частности, коррелированное движение поперечных
мод дает

〈 j y
⊥〉 =

w

V

∑
k

Re
{

ey∗

k−(kek+)〈a+
k−ak+〉

+ ey∗

k+(kek−)〈a+
k+ak−〉

}
. (13)
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3. Круговая поляризация

Выражение (13) существенным образом зависит от
векторов поляризации фононов. В первую очередь необ-
ходимо установить их вид с учетом СФВ. Гамильтони-
ан (3) приводит к дисперсионному уравнению

ω2
kse

a
ks = D̃ab

k eb
ks, (14)

где

D̃ab
k = Dab

k + iDab
1k , Dab

1k = eabcG
c, Ge = 2ωg〈Mc〉, (15)

D̃ab
k (G) =

(
D̃ba

k (−G)
)∗
, (e∗kseks′) = δss′. (16)

Вклад СФВ в динамическую матрицу есть мнимый ан-
тисимметричный тензор. В модели (10) дисперсионное
уравнение (14) принимает вид

Wea = λk̂a(k̂e) + i [e×G]a. (17)

Здесь W = ω2 − ω2
0 , λ = wk2, k̂ = k/k =

= (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), G = (0, 0,G), (Gk̂) =
= G cos θ и Q = G sin θ. Введем нормированные орты

1) k̂,

2) m̂ = (G−
(

Gk̂)k̂
)
/Q

= (− cos θ cosϕ,− cos θ sinϕ, sin θ),

3) n̂ = [k̂× m̂] = Q−1[k̂×G] = (sinϕ,− cosϕ, 0). (18)

Из (17) находим компоненты вектора e

e = ξ

[
Q

λ −W
k̂ +

Gk̂
W

m̂− i n̂

]
(19)

и уравнение на собственные значения

Q2W
λ −W

+ W2 − (Gk̂)2 = 0. (20)

Дисперсионное уравнение (14) определяет векторы
поляризации с точностью до фазы. Примем фазу пара-
метра равной нулю. Модуль параметра задается норми-
ровкой

ξ−2 =
(

Q
λ −W

)2

+

(
(Gk̂)
W

)2

+ 1. (21)

Вектор поляризации (19) при инверсии
(k̂, m̂, n̂→ −k̂, m̂,−n̂) меняет знак как полярный вектор.
Комплексность вектора (19) означает, что он эллипти-
чески поляризован.

Формулы (19)−(21) справедливы при любом G. Далее
предполагаем взаимодействие фононов с внутренними
степенями свободы ионов (молекул) слабым G� λ.
В этом случае из (20) получаем одну продольную моду
W‖ = λ, e = k̂.

Для поперечных мод величина W в нулевом прибли-
жении равна нулю, а при учете G равна

Wη =
1
2

(
−(Q2/λ) + η

√
(Q2/λ)2 + 4(Gk̂)

)
, η = ±1

(22)
и характеризует их расщепление

1 = ω+ − ω− =
1
ω0

√
(Q2/2λ)2 + (Gk̂)2. (23)

Расщепление минимально на экваторе(
| cos θ| < G/λ, δ = Q2/(2λω0)

)
. Для остальных направ-

лений k̂ имеем

Wη = η|Gk̂|, 1 = G| cos θ|/ω0. (24)

Действительная и мнимая части каждого из eη в ну-
левом приближении взаимно перпендикулярны и равны
друг другу

eη '
1√
2

[η(sign cos θ)m̂ − i n̂] . (25)

Это означает, что поперечные фононы имеют круговую
поляризацию [3].

Направление вектора поляризации (25) меняется скач-
ком при пересечении экватора. Однако если изменить
нумерацию поперечных мод и вместо (24) писать
Wη = ηGk̂, то проекция (19) на ось m̂ будет постоянной.
Так всегда происходит при пересечении уровней. От
выбора нумерации величина (13), очевидно, не зависит.

В линейном по СФВ приближении обнаруживаем
отклонение от поперечности(

eη k̂
)

=
ξηQ
λ

(
1 +

Wη

λ

)
. (26)

Кроме того, далее потребуются выражения

ξη '
1√
2

(
1− Q2

4λWη

)
, (27)

ey
η = ξη

[
Q

λ −Wη

(sin θ sinϕ)

+
(Gk̂)
Wη

(− cos θ sinϕ) + i cosϕ

]
. (28)

4. Недиагональная матрица плотности

В формулу (13) входит проекция вектора поляризации
на направление волнового вектора (eη k̂), которая линей-
на по СФВ. Следовательно, недиагональную по модам
матрицу плотности 〈a+

ksaks′〉 достаточно вычислить в
нулевом приближении по СФВ.
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Как известно, неравновесная часть матрицы плотно-
сти (диагональная по модам) в тау-приближении равна

f p = 〈a+
p ap〉 − Np = − 1

�pp
(cp∇)Np

= − 1
�ppT2

Np(1 + Np)(ωpcp)∇T. (29)

Здесь и в дальнейшем для краткости пишем p = ks,
величина 1/�pp — время релаксации p-фонона. Кроме
того, в очевидных случаях будем опускать индекс k.

Соответствующий поток энергии параллелен ∇T и
приводит к коэффициенту теплопроводности

~xx ' T3(c�)−1, (30)

где c, � — средние значения cp, �pp.
Недиагональную часть матрицы плотности можно

выразить через f p, построив обобщенное уравнение
Больцмана. Рассеяние фононов имеет много каналов:
ангармонизм, резонансное рассеяние с возбуждением
мультиплетной структуры молекул, рассеяние с уча-
стием вращательных степеней свободы, рассеяние на
примесях. Во всех случаях ответ имеет одинаковую
структуру. В работе [4] показано, что

〈a+
p aq〉 =

iJpq

(ωp − ωq)
, (31)

где Jpq — эрмитова матрица, которая от обычного
интеграла столкновений отличается главным образом
тем, что вместо квадрата модуля амплитуды рассеяния
(золотое правило Ферми) стоит произведение амплитуд
рассеяния фононов. В тау-приближении это выражение
имеет вид

〈a+
p aq〉 = −i

�qp(ωp) f p +�qp(ωq) f q

2(ωp − ωq)
, (32)

где �∗qp(ωp) = �pq(ωp), 〈a+
p aq〉∗ = 〈a+

q ap〉.
Вид эффективных частот релаксации зависит от ме-

ханизма рассеяния. В [4] приведены соответствующие
формулы для резонансного рассеяния и ангармонизма.
В случае потенциального рассеяния на примесях

�qp(ωp) = 2π
Nim

N2

∑
g

AqgAgpδ(ωp − ωg). (33)

Существенно, что амплитуда перехода Apq = ea∗
p Aab

pqeb
q

пропорциональна векторам поляризации. Это гаранти-
рует независимость потока (13) от общих фаз мод
фононов (фазы параметра ξ в (19)). Зависимость Aqg

от поляризаций автоматически переносится на частоты
релаксации �qp = ea∗

q �ab
qpe

b
p, где тензор �ab

qp = (�ba
pq)∗ от

внешних векторов поляризации не зависит. В модели
изотропного тела для поперечных мод в (32) в числи-
теле расщеплением мод можно пренебречь

〈a+
k+ak−〉 = −i�−+(ω0)

f ⊥
1
. (34)

Когда одна из мод продольная, из (32) имеем

〈a+
2 aη〉 = − i

2ε
[�3η(ω3) f 3 +�η3(ω0) f ⊥] , (35)

где ε = ω3 − ω0 =
√
ω2

0 + λ2 − ω0.

5. Вычисление вклада поперечных
мод в ~yx

Применим полученные выше формулы для вычисле-
ния поперечного коэффициента теплопроводности ~yx.
Подставим в (13) выражение (34)

〈 j y
⊥〉 =− w

V

∑
k

Re
{
−ey∗

k−(kek+)i�∗−+(ω0)
f ⊥
1

+ ey∗

k+(kek−)i�−+(ω0)
f ⊥
1

}
. (36)

Функция (29) f ⊥ пропорциональна cx ∼ cosϕ, и от-
личный от нуля результат дает только мнимая часть (28):
ey∗

kη = −i ξη cosϕ. Подставим (28) и (26) в (36)

〈 j y
⊥〉 = −w

V

∑
k

f ⊥
1

kQ
λ
ξ−ξ+ cosϕ

× Re

{
−
(

1 +
W+

λ

)
�∗−+ +

(
1 +

W−
λ

)
�−+

}
. (37)

Видно, что вклад в ФХЭ вносят только члены второго
порядка в (26). С учетом вида параметров λ, 1, Q, ξη ,
Wη , G, введенных выше, получаем

〈 j y
⊥〉 =

2g〈M〉w
V

∑
k

f ⊥
ω2

0

w2k3
sin θ cosϕRe�−+. (38)

Теперь остается проинтегрировать это выражение, ис-
пользуя (29),

~yx =
2g〈M〉w

V

∑
k

ω3
0

w2k3
(sin θ cosϕ)2 Re�−+

�ppT2
Np(1+Np).

(39)

В результате находим, принимая w ' c2 и
〈

Re�−+
�pp

〉
' 1,

с точностью до численного коэффициента

~yx =
4g〈M〉

V

∑
k

c2

T2
Np(1 + Np) ' g〈M〉T

c
. (40)

Разделим эту величину на коэффициент продольной
теплопроводности ~xx ' T3(c�)−1 и найдем угол Холла

~yx

~xx
' 〈M〉g�

T2
. (41)
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6. Оценка роли продольной моды

Второй канал холловской теплопроводности обуслов-
лен возникновением в присутствии градиента темпера-
туры коррелированного движения продольных и попе-
речных фононов, которое характеризуется компонентой
недиагональной матрицы плотности (35),

〈a+
1 a3〉 = − i

2ε
[�3η(ω3) f 1 +�η3(ω3) f 3] . (42)

Здесь 1 = (k,⊥), 3 = (k, ‖). Эта матрица плотности
(и ее эрмитово сопряжение) формирует холловский
поток тепла (см. (12)).

〈 j y
H〉 =

w

2V

∑
k

(√
ω1

ω3
+
√
ω3

ω1

)

× Re
[{

ey∗

1 (k̂e3) + ey∗

3 (k̂e1)
}
〈a+

3 a1〉
]
. (43)

Матрица (35) пропорциональна (29) и cosϕ. При этом
ey∗

kη = −i ξη cosϕ, а ey∗

3 = sin θ sinϕ. Значит, вклад в ин-
теграл вносит только первый член в фигурных скобках.
В этом случае проекция (k̂e3) ' 1, и подынтегральное
выражение в (42) не содержит малого параметра СФВ

〈 j y
H〉 =− w

2V
1√
2

∑
k

(√
ω1

ω3
+
√
ω3

ω1

)

× cosϕ
k
2ε

( f 1Re�31 + f 3Re�13) . (44)

Подставляя сюда (29) и интегрируя, получаем оценку
вклада продольной моды в холловскую теплопровод-
ность

~yx ' − T2Re�31

(c‖ − c0)�pp
' T2

c0
. (45)

Угол Холла в данном случае имеет порядок величины

~yx

~xx
' 〈M〉�

T
. (46)

7. Заключение

Сравним оценки холловских коэффициентов тепло-
проводности, обусловленных корреляцией продольной и
поперечной мод ~

yx
‖ (45), поперечными модами ~

yx
⊥ , и

оценку ~
yx
KM , найденную в [4] для ионного кристалла с

невырожденными модами,

~
yx
‖ ∼

T2

c0
, ~

yx
⊥ ∼

g〈M〉T
c0

, ~
yx
KM ∼

g〈σ 〉T
c̄

. (47)

Видно, что оценки для поперечных мод в изотропной
модели и для кубического кристалла совпадают с точ-
ностью до замены средней поляризации, обусловленной
вращательным моментом на поляризацию псевдоспина.
Существенно, что в обоих случаях нет зависимости от
частоты столкновений, как и должно быть для ком-
поненты потока тепла в направлении [B×∇T]. Вклад

продольной моды (45) имеет качественно иной вид. Он
не зависит не только от частоты столкновений, но и от
константы взаимодействия, как в обычном эффекте Хол-
ла. При сравнительно высоких температурах (T � g)
канал ~

yx
‖ играет ведущую роль. Если бы существовали

кристаллы, в которых хотя бы приблизительно имелись
акустические колебания с эллиптичностью, близкой к
круговой, наблюдение ФХЭ стало бы сравнительно про-
стой задачей.

Первая теоретическая работа [3], посвященная ФХЭ,
содержала ошибку при использовании связи (5) между
скоростями движения частиц и их импульсом при на-
личии СФВ. Тем не менее интересно сравнить оценку
~yx в [3] с нашими формулами (45), (40), поскольку
в [3] вычисления проводились в изотропной модели, как
в настоящей работе. Если не обращать внимания на
численные коэффициенты, которые являются очевидным
превышением точности, авторы получили результат

~
yx
sheng ∼

gT
c0
, (48)

совпадающий с (40) и основным результатом работы [4].
Это совпадение обусловлено не эквивалентностью на-
ших теорий, а лишь тривиальным следствием одина-
ковой размерности результатов и того, что все они
получены в линейном приближении по g. В связи с
этим следует подчеркнуть, что основным результатом
настоящей работы (и [4]) является не оценка ~yx, а
установление того факта, что причиной ФХЭ служит
совместное действие двух одинаково важных факторов:
1) эллиптической поляризации и фононов, обусловлен-
ной СФВ; 2) наведенного градиентом температуры кор-
релированного движения двух фононных мод с образо-
ванием недиагональной матрицы плотности.
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