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Методом квантовых траекторий изучено влияние шума на населенности уровней кубита в отдельных
реализациях эксперимента, а также прослежен переход к усредненной динамике, получающейся путем
многократных измерений состояния кубита. В качестве применения развитой методики исследовано влияние
шума на интерференционную картину, возинкающую при амплитудной спектроскопии вследствие переходов
Ландау–Зинера в переменном поле. Изучено влияние числа повторяемых измерений и флуктуации фазы
возбуждающего импульса при формировании отклика кубита на внешнее поле, что позволило дать
интерпретацию недавних экспериментов с точки зрения единичных реализаций и усредненной динамики.
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1. Введение

В последнее время выполнены измерения характери-
стик одиночных квантовых объектов: иона в магнитной
ловушке, оптической моды в резонаторе, сверхпроводя-
щих кубитов и др. Данные эксперименты стимулировали
разработку теоретических методов описания единичных
реализаций квантовых процессов. Возникшие в начале
90-х годов методы — квантовых траекторий, квантовых
скачков (или квантовый метод Монте-Карло) — расчета
волновой функции системы позволили глубже понять
особенности релаксационного поведения квантовых си-
стем [1]. Поскольку невозможно исключить влияние
внешней среды на любой квантовый объект, исследо-
вание единичных реализаций процессов в квантовых
системах (а не только усредненных данных) позволяет
осуществлять численное моделирование многих экспе-
риментов квантовой динамики, процессов передачи и
хранения квантовой информации [2].

Одним из перспективных методов определения па-
раметров квантовых объектов является ландау-зинеров-
ская (ЛЗ) спектроскопия [3–10]. Практическая реализа-
ция ЛЗ-спектроскопии сводится к измерению населенно-
стей кубита при фиксированной частоте в зависимости
от амплитуды внешнего возбуждающего поля. Метод
амплитудной спектроскопии (АС), развитый в недавних
работах [7–11], позволил измерить как параметры куби-
тов, так и влияние шума на их усредненное поведение.
Как известно, связь с внешней средой и эксперимен-
тальной установкой приводит к обратному шумовому
воздействию на кубит. Неконтролируемое воздействие
шума нарушает когерентность и затрудняет реализацию
квантовых вычислений [2]. Существуют методы изме-
рения характерных времен релаксации, основанные на
резонансном и нерезонансном поглощении микровол-
нового излучения [12,13]. Метод ЛЗ-интерферометрии
представляет собой новый подход для измерения пара-
метров шума по его влиянию на интерференционную

картину, возникающую при воздействии переменного
поля на кубиты. В свою очередь отъюстированный
ЛЗ-интерферометр может быть использован для ка-
либровки импульсов микроволнового излучения [10,11].
В последнее время разработка наиболее устойчивых к
шуму кубитов представляется наиболее актуальной для
реализации квантового компьютера [14–16].

В настоящей работе впервые выполнено исследование
диссипативной динамики одиночного кубита в сильном
переменном поле методом квантовых траекторий. Полу-
ченные в работе результаты позволяют дать интерпре-
тацию ЛЗ-переходами и амплитудной спектроскопией
кубитов с точки зрения единичных реализаций, а также
установить связь с усредненной динамикой системы.
Показано, что даже слабый шум существенно влияет
на динамику кубита в единичной реализации и зави-
сит от фазы поля в момент релаксации. Рассмотрено
влияние различного уровня шума на населенности ку-
битов. Прослежен переход от результатов единичного
эксперимента к усредненной зависимости населенностей
кубита от времени, которая может быть получена в
экспериментах [9,10] путем многократного повторения
опыта. В применении к методу АС найдено, что хотя от-
дельные зависимости населенности кубита от амплитуды
внешнего поля требуют большого числа измерений и
повторений эксперимента, итоговая интерференционная
картина хорошо проявляется уже при сотнях реализа-
ций, тогда как в недавних экспериментах проводятся
десятки тысяч испытаний. Исследовано также влияние
уровня шума на метод АС и обнаружена устойчивость к
скорости дефазировки в кубите при больших амплитудах
внешнего поля и резонансах высоких порядков.

2. Модель и уравнения

Основные черты динамического поведения сверхпро-
водящего кубита, изучаемого в экспериментах [7–11],
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могут быть описаны гамильтонианом

Hs =
1
2

(
ε(t)σz + �σx

)
, (1)

где ε(t) = ε0 + A cosωt — внешнее управляющее поле
с периодом T = 2π/ω, � — туннельное расщепление
уровней, σz , σx — матрицы Паули. Параметром ε0, опре-
деляющим расстояние между уровнями, и амплитудой
переменного A можно управлять, меняя соответственно
величину магнитного потока и амплитуду ВЧ-поля,
возбуждающего кубит.

Гамильтониан взаимодействия с резервуаром в общем
виде можно представить как [14–16]

Hint = Fzσz + Fxσx , (2)

где эрмитовы операторы Fx , Fz резервуара отвечают
за продольную и поперечную релаксацию в системе и
линейно зависят от операторов резервуара, Fz вызывает
случайные изменения фазы волновой функции кубита,
физически обусловленные флуктуацией потока через
сверхпроводящий контур кубита, Fx отвечает за пере-
ворот спина и определяется, например, флуктуацией
заряда на контактах. Таким образом, система эволюцио-
нирует под действием операторов резервуара Fα(t), ста-
тистические свойства которых определяются корреляци-
онной функцией γ(t − s) = 〈Fα(t)F+

α (s)〉 шума, который
характеризуется гауссовской статистикой. Мы рассмот-
рим простейшую модель шума, обладающего гладким
спектром γ̃(ω) в широкой области частот в окрестно-
сти расстояния между уровнями ε0, что соответствует
марковскому резервуару. Такая ситуация реализуется на
практике во многих экспериментах [7–10].

3. Метод квантовых траекторий

Если кубит реализуется в виде плоских сверхпроводя-
щих контуров, то главным источником шума являются
флуктуации магнитного потока и в (2) можно удержать
только поперечную релаксацию Fz . В этом случае урав-
нение для оператора плотности кубита ρ в марковском
приближении можно записать в виде

∂ρ

∂t
=

1
i�

[
Ĥs , ρ

]
+
�

2
(σzρσz − ρ), (3)

где скорость � характеризует процесс затухания фазы
(дефазировку), обычно существенно доминирует над
процессом релаксации энергии, которым в данном при-
ближении пренебрегаем [10] (см. [16]). Скорость дефа-
зировки � известным образом определяется спектром
переменных резервуара вида γ̃(ω) [17].

Уравнение (3) дает усредненную по ансамблю кван-
товую динамику системы. Чтобы проследить динамику
отдельного кубита, обратимся к методу квантовых тра-
екторий. Согласно этому подходу, динамика квантовой
системы представляется как непрерывное изменение
векторов состояния |ψ(i)(t)〉 (i-го представителя или

„квантовой траектории“) под действием неэрмитового
гамильтониана Ĥeff согласно

∂

∂t
|ψ(i)(t)〉 = − i

�
Ĥeff|ψ(i)(t)〉, (4)

где i — номер траектории, Ĥeff — гамильтониан
Вигнера–Вайскопфа,

Ĥeff = Ĥ − i��
4

Î, (5)

Î — единичный оператор. При этом диссипативная ди-
намика прерывается скачками, переводящими волновую
функцию в новое состояние, когда имеет место акт
дефазировки

|ψ(i)(t + � t)〉 = λσz |ψ(i)(t)〉, (6)

где λ — нормировочная константа. Вероятность скачков
P(i)(t) под действием оператора σz зависит от времени
и может быть вычислена согласно [1]

P(i)(t) = �/2� t|ψ(i)(t)|2, (7)

где � t — шаг по времени, через который рассматривает-
ся эволюция системы. После i-го прохода по времени мы
получаем квантовую траекторию, представляющую одну
реализацию реального эксперимента — диссипативную
динамику одного кубита. Поскольку процесс релаксации
является случайным, каждая траектория уникальна. Для
получения среднего значения произвольного операто-
ра A, определяющего параметры системы, для различ-
ных реализаций волновой функции |ψ(i)(t)〉 рассматри-
вается квантово-механическое среднее 〈ψ(i)(t)|A|ψ(i)(t)〉
и берется среднее по числу реализаций N

〈A〉N(t) =
1
N

N∑
i=1

〈
ψ(i)(t)|A|ψ(i)(t)

〉
. (8)

4. Результаты и обсуждение

Поведение кубита в сильном переменном поле в
отсутствии квантового шума хорошо известно (см. [18] и
цитированную там литературу). В резонансном прибли-
жении, когда ε0 ≈ nω и �� ω (далее выбираем систему
единиц, в которой � = 1), эффективный гамильтониан
системы, описывающий медленное движение, запишется
в виде

H ′(t) =
1
2

(
0 �n

�n 0,

)
, (9)

где �n = �Jn(A/ω), Jn(x) — функция Бесселя, n —
номер резонанса. Гамильтониан хорошо известен в кван-
товой оптике и соответствует резонансному взаимодей-
ствию лазерного поля с двухуровневым атомом, где
|�n| — частота Раби [17]. В данном случае зависи-
мость �n от амплитуды ВЧ-поля определяется функ-
цией Бесселя, порядок которой соответствует номеру
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резонанса порядка, и может достигать нуля даже в
условиях резонанса, что приводит к отсутствию воз-
буждения системы и эффекту когерентного подавления
туннелирования (КПТ) [19,20] даже при сильных полях,
когда A � �, ε0. Из (9) и стандартного анализа Раби
динамики системы [17] можно получить усредненную по
времени вероятность нахождения кубита в возбужден-
ном состоянии

Psw =
1
2

∞∑
n=0

�2
n

�2
n + (ε0 − nω)2

. (10)

При монотонном увеличении амплитуды приложенного
поля наблюдаются изменения частоты Раби осциллятор-
ного типа, что приводит к характерной интерференцион-
ной картине, используемой в АС кубита [7–10]. Рассмот-
рение данной задачи также возможно в рамках модели
ЛЗ квазипересечения энергетических уровней [6]. В мо-
менты времени, определяемые соотношением ε(t) = 0,
происходит пересечение недиабатических (без учета
расщепления уровней �) энергетических уровней ку-
бита | ↑〉 и | ↓〉, являющихся собственными состояния-
ми σz . Вероятность перехода | ↓〉 → | ↑〉 дается форму-
лой PLZ = 1− exp(−2π�2/υ), где υ ≡ ∂ε(t)/∂tε(t)=0 —
скорость изменения разности энергии между уровнями
в момент пересечения, в пределе бесконечного времени,
если скорость пересечения области взаимодействия υ

можно считать постоянной. При этом повторяющиеся
переходы ЛЗ, вызванные периодическим воздействием
на систему ε(t), приводят к многочисленным новым
эффектам [6–10].

В нашем рассмотрении предполагается, что началь-
ное состояние кубита соответствует нижнему уровню
|0〉 = − sin θ/2| ↑〉 + cos θ/2| ↓〉, где θ = arctan�/ε0, т. е.
зависит от внешнего поля ε0. Тогда при больших ε0
(ε0 � �) система фактически находится в чистом со-
стоянии | ↓〉, при малых — в суперпозиции. Однако,
учитывая, что в эксперименте можно измерить состо-
яния | ↓〉, | ↑〉, мы рассматриваем динамику именно в
этом базисе и исследуем населенность возбужденного
состояния | ↑〉.

Результаты расчета населенности верхнего уровня
единичного кубита представлены на рис. 1 для несколь-
ких типичных для эксперимента скоростей дефазиров-
ки � при однофотонном резонансе, когда ε0 = ω.

Как видно из рис. 1, при большой амплитуде в
каждой реализации наблюдается характерная Раби-
динамика, хорошо описываемая резонансным прибли-
жением (9) (с учетом осцилляций при переходах ЛЗ).
При A = 10.2ω (рис. 1, b) эффективная частота Ра-
би кубита |�1(A)| = �|J1(A/ω)| ≈ 0, что соответствует
эффекту КПТ, когда кубит не возбуждается сильным
внешним полем, тогда как при A = 8.5ω частота Раби
|�1(A)| ≈ 0.27ω (рис. 1, a).

При увеличении скоростей дефазировки � характер
траекторий существенно меняется. Если на начальном
участке траектории определяются диссипативной дина-
микой Вигнера–Вайскопфа, то после первого скачка они

Рис. 1. Зависимость населенности верхнего уровня от време-
ни при скоростях дефазировки � = 0 (1), 0.09ω (2), 0.81ω (3)
и 4ω (4). Стрелками обозначен момент первой дефазиров-
ки, когда траектории расходятся. Параметры � = ω, ε0 = ω;
A = 8.5ω (a) и 10.2ω (b). На вставке — начальный участок
траектории.

существенно различаются (стрелки на рис. 1). Сказыва-
ется момент времени релаксации, так как в зависимости
от фазы поля динамика будет различной [20]. В условиях
КПТ (рис. 1, b) видно, как даже слабая дефазировка
существенно влияет на динамику кубита (линии 1, 2
на рис. 1, b), а при большой релаксации кубит может
возбуждаться на верхний уровень, чего не происходит
без релаксации за рассмотренное время. Кроме того, для
� = 0.09ω и 0.81ω еще видны признаки осцилляций ЛЗ
(пленение на недиабатическом уровне на временах T/2),
а при � = 4ω они отсутствуют.

Поведение населенностей в режиме многофотонного
резонаса при большом постоянном поле ε0 = 30ω пред-
ставлено на рис. 2. Видно, что пленение населенностей
происходит на временах порядка T/2 [19,20]. При этом
в присутствии шума наблюдается эффект КПТ (при
|�30(45.5)| ≈ 0, рис. 2, b) и Раби-динамика (рис. 2, a).
Переходы ЛЗ хорошо локализованы во времени, так
как выполняется неравенство A � � [20,21]. Результаты
показывают, что, несмотря на сильное внешнее поле,
дефазировка существенно сказывается на динамике си-
стемы в отдельно взятом эксперименте. Как видно, эле-
менты когерентной динамики, такие как осцилляции ЛЗ,
эффект КПТ, осцилляции Раби, нарушаются при учете
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Рис. 2. Зависимость населенности верхнего уровня от вре-
мени при различных скоростях дефазировки. Обозначение
кривых то же, что на рис. 1. Стрелками обозначен момент
первой дефазировки, когда траектории расходятся. Парметры
� = ω, ε0 = 30ω; A = 45.5ω (a) и 43.3ω (b). На вставке —
начальный участок траектории.

релаксации. При этом даже слабая дефазировка может
существенно изменить динамику системы, несмотря на
сильное управляющее поле.

5. Усредненная динамика

При обработке эксперимента по измерению парамет-
ров кубита требуется осуществить томографию состоя-
ния кубита, выполняя представительное число измере-
ний, обычно повторяя их от сотен до десятков тысяч
раз [7–10]. Этот процесс может быть напрямую смоде-
лирован в рамках метода квантовых траекторий. С точки
зрения эксперимента наиболее интересно проследить
поведение населенностей от времени вблизи макси-
мумов и минимумов �n(A) и переход к усредненной
по ансамблю динамике системы, генерируя единичные
траектории типа тех, что изображены на рис. 1 и 2.
Результаты таких вычислений представлены на рис. 3,
для различных скоростей релаксации � (для тех же
параметров, что и на рис. 1). Без учета релаксации
данные на рис. 1 и 3 полностью совпадают (линии 1).
Видно отличие ралаксационной динамики в одной реали-
зации — стохастическое случайное движение (рис. 1) —

от усредненной динамики, когда наблюдается насыщение
и выход населенности на стационарное значение [10].

Отметим, что в работе [21] исследовано шумовое
воздействие на усредненную динамику кубита при пе-
реходах ЛЗ более детально. Результаты численного
моделирования для выбранных параметров качественно
согласуются с [21].

6. Приложение к амплитудной
спектроскопии

Чтобы извлечь дополнительную информацию о вли-
янии процесса измерения и шума на состояния кубита,
методом траекторий было изучено формирование интер-
ференционной картины в экспериментах по АС в зави-
симости от скорости дефазировки � и числа реализаций.
В соответствии с [10] было рассмотрено воздействие
на кубит ВЧ-поля частоты ω, импульса постоянной
амплитуды длительностью τ = 10T и шума. По оконча-
нии импульса фиксировалась населенность на верхнем
уровне P↑(A, ε0) в момент времени t∗ = τ (усредненная
по числу реализаций эксперимента 3000 раз). Интерфе-
ренционная картина P↑(A, ε0) представлена на рис. 4
для различных значений скорости дефазировки � при

Рис. 3. Зависимость населенности верхнего уровня от време-
ни (усреднение по 3000 реализаций). Обозначения и парамет-
ры те же, что на рис. 1. В отличие от стохастической динамики
(см. рис. 1) наблюдается выход населенности на стационарные
значения.
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� = ω. Когда скорость дефазировки достигает значения
� ≈ ω, многофотонные резонансы, определяемые усло-
вием ε0 = nω, замываются. Однако резонансы высоких
порядков (ε0 � ω) различимы на интерференционной
картине (особенно это видно при сканировании по
амплитуде поля A) в отличие от ситуации с малым ε0,
где уже при � = 0.25ω наблюдается сильное перекрытие
резонансов. Высокая контрастность интерференционной
картины в области многофотонных резонансов может
быть использована для диагностики состояний кубитов
и измерения их характеристик.

Существенным преимуществом подхода, основанного
на методе квантовых траекторий, является возможность

Рис. 4. Населенность верхнего уровня по окончании действия
возбуждающего поля в зависимости от параметров ε0 и A
управляющего поля для � = ω и различных скоростей дефа-
зировки. � = 0.01ω (a), 0.09ω (b) и 0.25ω (c). ω = 1GHz.

Рис. 5. Населенность верхнего уровня по окончании действия
возбуждающего поля в зависимости от параметров ε0 и A
управляющего поля для � = ω. Число реализаций экспери-
мента N = 1 (a), 10 (b) и 100 (c). Результат, полученный при
N = 100, хорошо соответствует рис. 4, b для 3000 реализаций.
ω = 1GHz.

осуществить мониторинг процесса измерения состояний
кубита. На рис. 5 приведена интерференционная картина
после 1, 10 и 100 измерений. Уже после 100 изме-
рений (реализаций метода) картина видна достаточно
хорошо, тогда как в экспериментах обычно проводят
3000−8000 измерений.

7. Заключение

Традиционные методики измерения спектров и насе-
ленностей атомов и молекул осуществляются на ан-
самблях тождественных объектов. Возможность опери-
рования с единичными квантовыми объектами требует
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развития нового подхода для интерпретации подобных
экспериментов. Как было продемонстрировано, метод
квантовых траекторий адекватно описывает релаксаци-
онную динамику джозефсоновского кубита в единичных
реализациях и позволяет проследить его усредненную
динамику. В работе приведены результаты анализа ха-
рактерных режимов, такие как эффект КПТ и динамика
переходов ЛЗ, как в одной реализации эксперимента
в условиях шума, так и для усредненной по реализа-
циям динамики в зависимости от величины скоростей
квантовой релаксации. Явно показано, что даже слабый
шум может существенно нарушить динамику единичной
квантовой системы. Рассмотрено формирование интер-
ференционной картины метода АС в зависимости от
числа измерений кубита и показана возможность кон-
трастного формирования интерференционной картины
уже при 100 реализациях. При сильных полях ε0, A � ω

продемонстирована устойчивость метода АС к дефа-
зировке. Вывод о высокой контрастности интерферен-
ционной картины даже при сильных шумах позволяет
рассматривать метод амплитудной спектроскопии как
перспективный для измерения параметров кубита, ко-
торые сильно связаны шумовым резервуаром. Метод
позволил также из первых принципов промоделировать
реальный процесс измерения кубита, включая в рассмот-
рение флуктуацию фазы управляющего сигнала.

Авторы признательны В.А. Миронову за полезные
замечания.
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