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Получено общее выражение для сечения неупругого магнитного рассеяния холодных поляризованных

нейтронов сверхпроводящим кольцом. В этом процессе рассеяния метастабильный сверхпроводящий ток

меняется квантовыми скачками, соответствующими уменьшению флуксоидов в кольце на одну или несколько

единиц, а изменение энергии кольца передается в форме кинетической энергии рассеянному нейтрону. Для

кольца из сверхпроводника второго рода с толщиной, меньшей глубины проникновения поля, но бо́льшей

длины свободного пробега электронов, впервые получены сечения рассеяния с переворотом спина нейтрона.

Обсуждается возможность увеличения сечения рассеяния системой колец.

1. Введение

Основанные на известных механизмах взаимодействия

нейтронов с твердыми телами [1–3] методы рассеяния

нейтронов широко применяются для изучения односвяз-

ных сверхпроводников [4–6]. Для многосвязных сверх-

проводников, в частности сверхпроводящих колец, был

предсказан новый канал неупругого магнитного рассе-

яния нейтронов [7]. Этот канал обусловлен особенно-

стью метастабильных квантованных токовых состояний,

которые могут существовать в многосвязных сверх-

проводниках в отсутствие внешних магнитных полей.

Был проведен анализ сечения при рассеянии холодных

нейтронов без переворота спина.

Свойства сверхпроводящего кольца полностью опре-

деляются конденсатной волновой функцией ψm(r). Так,
этой функцией определяется квантование магнитного

потока в кольце 8m = m80, где 80 = h
2e — флуксоид,

m — число флуксоидов в состоянии ψm(r). Ток и полная

энергия кольца Em могут меняться лишь квантовыми

скачками, при которых число флуксоидов меняется на

одну или несколько единиц [8].

Нейтрон, падающий на сверхпроводящее кольцо, со-

здает переменный вектор-потенциал поля A внутри коль-

ца с плотностью тока j. Взаимодействие между нейтро-

ном и кольцом V =
∫

drAj можно также представить в

полностью идентичной форме V = µnB, где µn — опера-

тор магнитного момента нейтрона, B — магнитное поле,

порождаемое током в кольце. В результате этого взаи-

модействия кинетическая энергия нейтрона может из-

мениться только дискретным образом, 1Ek = Em − Em1
,

в зависимости от конечного числа флуксоидов m1 в

кольце. Это неупругое рассеяние нейтрона должно со-

провождаться переходом сверхпроводящего конденсата

из начального состояния ψm в конечное состояние ψm1
.

В настоящей работе представлены результаты теоре-

тического исследования неупругого магнитного рассея-

ния холодных нейтронов тонкими кольцами из сверхпро-

водника второго рода. В отличие от работы [7] впервые
получены сечения рассеяния, сопровождающегося пере-

воротом спина нейтрона.

2. Гамильтониан системы и сечение
рассеяния

Для изучаемого процесса гамильтониан системы

нейтрон–сверхпроводящее кольцо есть

H =
∑

m

Ema+
mam +

∑

p,S

εpc+
pScpS

+
∑

p,S,p1,S1,m,m1

V m1m
p1p

(S, S1)c
+
p1S1

cpSa+
m1

am, (1)

где a+
m(am) — операторы рождения (уничтожения)

m-состояния сверхпроводящего конденсата, c+
pS(cpS) —

операторы рождения (уничтожения) нейтрона с вол-

новым вектором p и спином S, V m1m
p1p

(S, S1) является

матричным элементом оператора взаимодействия ней-

трона с магнитным полем сверхпроводящего кольца.

Этот оператор имеет вид

V̂ = 2γµN ŜB̂(rn), (2)

где γ = −1.91, µN — ядерный магнетон, Ŝ — оператор

спина нейтрона, B̂(rn) — оператор магнитной индукции,

создаваемой током кольца, в месте нахождения нейтро-

на rn

B̂(rn) =
µ0

4π

∫

dr
[ ĵ(r), rn − r ]

|rn − r|3 . (3)

Здесь ĵ — оператор плотности тока в сверхпроводящем

кольце.
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Будем полагать, что волновой вектор нейтрона до

рассеяния p направлен вдоль z -оси, перпендикулярной
плоскости кольца. В борновском приближении теории

рассеяния тройное дифференциальное сечение исследу-

емого неупругого процесса есть

∂3σ SS1

∂εp1z
∂εp1ρ ∂ϕ1

= 2−3π−2 �
2
nm2

n

~4ε
1/2
p

×
∑

m1

ε−1/2
p1z

|V m1m
p1p

(S, S1)|2δ(εp − εp1 +Em −Em1
). (4)

Здесь

εp1 =
~
2p2

1

2mn
= εp1z

+ εp1ρ

— энергия нейтрона после рассеяния, p1 = p1z + p1ρ —

его волновой вектор, ϕ1 — полярный угол вектора p1,

mn — масса нейтрона, �n — нормировочный объем

волновой функции нейтрона, Em — энергия кольца в

состоянии с квантовым числом m. В теории Лондонов

энергия Em складывается из энергии магнитного по-

ля, создаваемого сверхпроводящим током, и кинетиче-

ской энергии конденсата. В общем случае эта энергия

Em = E0m2 с характерной энергией

E0 =
82

0

2L
, (5)

где L — самоиндукция кольца.

С учетом (2) и (3) матричный элемент оператора

взаимодействия в (4) приводится к виду

V m1m
p1p

(S, S1) =
γµ0µN

2π

∫

drnψ
∗

p1
(rn)ψp(rn)

×
∫

dr
[〈S1|Ŝ|S〉, r− rn]

|r− rn|3
(

ψ∗

m1
ĵ(r)ψm(r)

)

. (6)

Используя функции плоских волн, легко вычислить мат-

ричный элемент по начальному состоянию нейтрона ψp

и его конечному состоянию ψp1 . В результате получим

V m1m
p1p

(S, S1) = −2i
γµ0µN

�nq2

×
∫

dr
(

ψ∗

m1
ĵ(r)ψm(r)

)

eiqr[〈S1|Ŝ|S〉, q], (7)

где q = p− p1 — вектор рассеяния нейтрона.

Волновую функцию сверхпроводящего конденсата ψm

в массивном кольце можно представить в виде

ψm(r) =
√

nc ei2m(r), (8)

где nc — плотность куперовских пар, 2m(r) — фаза

волновой функции. Используя (8) и учитывая симмет-

рию кольца, матричный элемент сверхпроводящего тока

запишем как

(

ψ∗

m1
ĵ(r)ψm(r)

)

= jm1m(r) ei(2m(r)−2m1
(r)) iϕ, (9)

где iϕ — единичный полярный угол. Подставляя (9)
в (7), имеем

V m1m
p1p

(S, S1) = 2i
γµ0µN

�nq2
jS1S

m1m(q), (10)

где

jS1S
m1m(q) =

∫

dr jm1m(r)ei(2m(r)−2m1
(r))+iqr

(

Ŝ[iϕ, q]
)

S1S
.

(11)

3. Спиновые матричные элементы

Спиновой оператор в (11) можно представить в виде

Ŝ[iϕ, q] =
1

2

(

σx qz cos(ϕ) + σy qz sin(ϕ)

− σz qρ cos(ϕ − ϕq)
)

, (12)

где σ — матрицы Паули, ϕ — полярный угол радиус-

вектора r, ϕq — полярный угол вектора рассеяния q.

Как известно, можно экспериментально получать пуч-

ки нейтронов, поляризованных как перпендикулярно

импульсу, так и параллельно ему. Первый случай будем

называть поперечной поляризацией, а второй — про-

дольной поляризацией.

Учитывая, что волновой вектор нейтронов до рассея-

ния p направлен вдоль z -оси, перпендикулярной плос-

кости кольца, из (12) для продольно-поляризованных

нейтронов получим

(

Ŝ[iϕ, q]
)

αα
= −

(

Ŝ[iϕ, q]
)

ββ
= −1

2
qρ cos(ϕ − ϕq),

(

Ŝ[iϕ, q]
)

αβ
=

((

Ŝ[iϕ, q]
)

βα

)

∗

=
1

2
qz e−iϕ. (13)

Здесь α и β — cобственные функции σz , соответствую-

щие проекциям спина +1/2 и −1/2 соответственно.

Используя (12), для поперечно поляризованных ней-

тронов имеем

(

Ŝ[iϕ, q]
)

χχ
= −

(

Ŝ[iϕ, q]
)

ηη
=

1

2
qz cosϕ,

(

Ŝ[iϕ, q]
)

χη
=

((

Ŝ[iϕ, q]
)

ηχ

)

∗

= −1

2
qρ cos(ϕq − ϕ) +

i
2

qz sinϕ, (14)

где χ и η — собственные функции σx , соответствующие

проекциям спина +1/2 и −1/2 соответственно.

4. Недиагональный матричный
элемент тока в кольце

Матричные элементы оператора плотности тока в

сверхпроводящем кольце имеют вид

jm1m = ψ∗

m1
jψm

=
ie~

mC

(

ψm∇ψ∗

m1
− ψ∗

m1
∇ψm

)

− 4e2

mC
ψ∗

m1
Âψm, (15)
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где mC — масса куперовской пары, заряд которой −2e,
Â — оператор вектор-потенциала, который можно опре-

делить как

Â(r) =
µ0

4π

∫

dr1
ĵ(r1)

|r− r1|
. (16)

Учитывая (8), (9) и (15), (16), для диагонального

элемента получим

jmm(r) =
2e~nc

mC
∇2m(r)

− 1

4πλ2

∫

dr1
jmm(r1) cos(ϕ − ϕ1)

|r− r1|
, (17)

где λ — глубина проникновения поля.

Выражая из (17) градиентные части диагональных

элементов тока и затем подставляя их в (15), для недиа-

гонального матричного элемента получим следующее

интегральное уравнение:

jm1m(r)+
1

4πλ2
e−i(2m(r)−2m1

(r))

∫

dr1
jm1m(r1) cos(ϕ−ϕ1)

|r− r1|

× e−i(2m(r1)−2m1
(r1)) =

jmm(r) + jm1m1
(r)

2

+
1

8πλ2

∫

dr1

(

jmm(r1) + jm1m1
(r1)

)

cos(ϕ − ϕ1)

|r− r1|
.

(18)

Для анализа уравнения Фредгольма второго рода (18)
требуются диагональные матричные элементы операто-

ра плотности сверхпроводящего тока в кольце. Известны

исследования распределений тока в сверхпроводящих

кольцах в определенном квантовом состоянии сверхпро-

водника [9,10], т. е. диагональные матричные элементы

оператора плотности тока в кольце. Как правило, эти

результаты были получены численными методами. Од-

нако использование таких подходов не позволяет ясно

проанализировать зависимости сечения рассеяния от па-

раметров сверхпроводника, кольца и энергии нейтронов.

Далее рассмотрим кольцо с определенной геометрией,

для которого можно получить аналитические выражения

для матричных элементов плотности сверхпроводящего

тока [7].
Рассмотрим кольцо прямоугольного сечения из сверх-

проводника второго рода, у которого длина когерент-

ности меньше глубины проникновения поля. Кольцо

полагается тонким, так что толщина кольца d больше

длины свободного пробега электрона, но меньше λ,

его внутренний радиус a ≫ λ и внешний радиус много

больше a . В цилиндрических координатах (z , ρ, ϕ) ось z
перпендикулярна плоскости кольца, которое занимает

область −d/2 ≤ z ≤ d/2. Будем полагать, что магнитные

поля в кольце являются слабыми по сравнению с Hc1
.

Для нахождения магнитной индукции B в кольце

можно использовать уравнение Лондонов 1B = λ−2B.

Поскольку d < λ, зависимостью магнитной индукции от

значения z можно пренебречь, а отсутствие зависимости

поля от угла ϕ обусловлено симметрией задачи. В ре-

зультате приходим к уравнению

t2B′′

tt + tB′

t − t2B = 0, (19)

где t = ρ/λ.

В общем случае решение (19) выражается через

модифицированные функции Бесселя I0(ρ/λ) и K0(ρ/λ)
экспоненциально растет с ростом ρ. Поскольку мы

рассматриваем кольцо с внешним радиусом ≫ a , полем
на внешней поверхности кольца можно пренебречь.

Ток в кольце µ0 j = rot b определяется лишь z -компо-
нентой поля, которая имеет вид

Bz (ρ) = BmK0(ρ/λ)iz , (20)

где Bm — величина поля, зависящая от квантового

числа m. Соответственно ток в кольце есть

jmm(ρ) =
Bm

µ0λ
K1(ρ/λ)iϕ, (21)

а фаза 2m волновой функции ψm (8) определяется только
полярным углом ϕ

2m = mϕ. (22)

Квантование магнитного потока в кольце позво-

ляет определить величину Bm. Действительно, ис-

пользуя (21), получим, что сверхпроводящий ток

Jmm =
∫

jmmdS (здесь интегрирование проводится по

сечению кольца) создает поток магнитной индукции

80m = LJmm. Отсюда

Bm =
µ080

dLK0(a/λ)
m, (23)

где на квантовое число m имеется ограничение

m < mmax = Hc1dL/80.

С учетом (21) и (22) уравнение (18) приводится

к виду

jm1m(ρ) +
1

2πλ2

∞
∫

a

Gm1m(ρ, ρ1) jm1m(ρ1)ρ1dρ1

=
jmm(ρ) + jm1m1

(ρ)

2
+

1

2πλ2

×
∞
∫

a

Gmm(ρ, ρ1)
jmm(ρ) + jm1m1

(ρ)

2
ρ1dρ1, (24)

причем ядро интегрального уравнения (24) есть

Gm1m(ρ, ρ1) =

π
∫

0

cos
(

(m − m1)ϕ
)

× ln

√

1
4

d2 + ρ2 + ρ21 − 2ρρ1 cosϕ + 1
2

d
√

1
4

d2 + ρ2 + ρ21 − 2ρρ1 cosϕ − 1
2

d
dϕ. (25)
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Далее будем рассматривть только макроскопические

кольца с внутренним радиусом a > 1mm и толщиной

d < λ ∼= 2 · 103 Å. В этом случае легко убедиться, что

для величин m−m1 порядка нескольких единиц сумма

в (25) по полярному углу ϕ набирается при малых

углах. При этом cos
(

(m − m1)ϕ
)

близок к единице, и

соответственно хорошим приближением решения урав-

нения (24) является

jm1m =
1

2
( jmm + jm1m1

). (26)

Отметим, что для мезоскопических колец, для кото-

рых a ∝ d ∝ λ, такое решение будет заведомо непригод-

ным.

Подставляя (13), (21)–(23) в (11) и выполняя инте-

грирование по ϕ и z , для продольно-поляризованных

нейтронов получим

jαβm1m(q) = πei(m−m1+1)( π
2
+ϕq) sin

(

d
2

qz

)

80(m + m1)

dλL

×
∞
∫

a

ρ
K1(ρ/λ)

K0(a/λ)
Jm−m1+1(qρρ)dρ, (27)

jβαm1m(q) = πei(m−m1−1)( π
2
+ϕq) sin

(

d
2

qz

)

80(m + m1)

dλL

×
∞
∫

a

ρ
K1(ρ/λ)

K0(a/λ)
Jm−m1−1(qρρ)dρ (28)

при рассеянии с переворотом спина и

jα(β)α(β)
m1m (q) = ∓ qρ

2qz

(

eiϕq jβαm1m(q) + e−iϕq jαβm1m(q)
)

(29)

без переворота спина нейтрона.

Действуя аналогично с учетом (14), для поперечно-

поляризованных нейтронов получим для первых трех

матричных элементов тока

jχ(η)χ(η)m−1,m (q)=±π sin

(

d
2

qz

)

eiϕq
80(2m−1)

dλL

∞
∫

a

dρρ
K1(ρ/λ)

K0(a/λ)

×
[

cos(ϕq)
∂

∂qρρ
J1(qρρ) − i sin(ϕq)

1

qρρ
J1(qρρ)

]

, (30)

jχ(η)χ(η)m−2,m (q)=±π sin

(

d
2

qz

)

e2iϕq
80(2m−2)

dλL

∞
∫

a

dρρ
K1(ρ/λ)

K0(a/λ)

×
[

i cos(ϕq)
∂

∂qρρ
J2(qρρ) − sin(ϕq)

∂

∂qρρ
1

qρρ
J1(qρρ)

]

(31)

и

jχ(η)χ(η)m−3,m (q) = ∓π sin

(

d
2

qz

)

e3iϕq
80(2m − 3)

dλL

×
∞
∫

a

dρρ
K1(ρ/λ)

K0(a/λ)

[

cos(ϕq)
∂

∂qρρ
J3(qρρ)

+ 3i sin(ϕq)

(

1

qρρ
J1(qρρ) − 4

(qρρ)2
J2(qρρ)

)]

(32)

при рассеянии без переворота спина.

Соответственно при рассеянии с переворотом спина

имеем

jχηm−1,m(q)= −πeiϕq
sin

( d
2

qz
)

qz

80(2m−1)

dλL

∞
∫

a

dρρ
K1(ρ/λ)

K0(a/λ)

×
[

qρ
∂

∂qρρ
J1(qρρ) + qz cos(ϕq)

1

qρρ
J1(qρρ)

− iqz sin(ϕq)
∂

∂qρρ
J1(qρρ)

]

, (33)

jχηm−2,m(q) = −iπei2ϕq
sin

(

d
2
qz

)

qz

80(2m − 2)

dλL

×
∞
∫

a

dρρ
K1(ρ/λ)

K0(a/λ)

[

qρ
∂

∂qρρ
J2(qρρ) − 2qz cos(ϕq)

× ∂

∂qρρ
1

qρρ
J1(qρρ) − iqz sin(ϕq)

∂

∂qρρ
J2(qρρ)

]

(34)

и

jχηm−3,m(q) = πei3ϕq
sin

(

d
2
qz

)

qz

80(2m − 3)

dλL

∞
∫

a

dρρ
K1(ρ/λ)

K0(a/λ)

×
[

qρ
∂

∂qρρ
J3(qρρ) − 3qz cos(ϕq)

(

1

qρρ
J1(qρρ)

− 4

(qρρ)2
J2(qρρ)

)

− iqz sin(ϕq)
∂

∂qρρ
J3(qρρ)

]

. (35)

Отметим, что матричные элементы jηχm1m(q) соответству-
ют (33)–(35) с заменой qz → −qz .

5. Продольная поляризация нейтронов

Поскольку радиус кольца a ≫ λ, в выражени-

ях для плотности тока (27)–(35) можно использо-

вать асимптотическое разложение функций Бесселя

K0.1(x) ∼= 1.2533x−1/2e−x [11].
Сечение рассеяния является изотропным по полярно-

му углу ϕ1. Используя (4), (10) и (27)–(29), двойное
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дифференциальное сечение неупругого рассеяния ней-

тронов без переворота спина можно привести к виду

∂2σαα

∂ερ1z
∂ερ1ρ

=
π3γ2

22

(

µ0

L

)2 a

d2λ2ε
1/2
p

×
m−1
∑

m1=1

(m + m1)
2p2

1ρ
(

(p − p1z )
2 + p2

1ρ

)2
ε
1/2
1z

sin2
(

1
2
d(p − p1z )

)

(p − p1z )
2

×
[

∞
∫

a

dρρ1/2e−
ρ−a
λ

∂

∂ p1ρρ
Jm−m1

(p1ρρ)

]2

× δ
(

εp1ρ + εp1z
− εp − E0(m

2 − m2
1)

)

. (36)

Согласно (36), характерное изменение z -компоненты
вектора рассеяния qz = p − p1z ≈ 2π/d, где d по-

рядка λ. При λ = 2 · 103 Å для холодных нейтронов

с энергией порядка 2µeV волновой вектор нейтро-

нов p много больше 2π
λ
. Фактически (36) предсказы-

вает сохранение z -проекции волнового вектора нейтро-

на после рассеяния. Поэтому можно сделать замену

sin
(

1
2

qz d
)

/qz
∼= πδ(qz ). В результате после интегриро-

вания по энергиям ερ1z
и ερ1ρ сечение принимает вид

σαα =
π2γ2

25/2
µ2
0~e2a

m3/2
n dλ2Lε1/2p

m−1
∑

m1=1

m + m1

m − m1

×
[

∞
∫

a

dρρ1/2e−
ρ−a
λ

∂

∂ p1ρρ
Jm−m1

(p1ρρ)

]2

, (37)

где волновой вектор p1ρ рассеянных нейтронов имеет

дискретные значения

p1ρ =

√
2mnE0

~
(m2 − m2

1)
1/2. (38)

Минимальное значение аргумента функции Бесселя

Jm−m1
в (37) есть p1ρa . Для макроскопических колец с

размерами a > 1mm следует считать p1ρa ≫ 1. Потому

можно использовать асимптотическое разложение Jm−m1

при больших значениях аргумента [11]. В результате

получим

σαα =
πγ2

23/2
µ2
0e2~a

dLm3/2
n ε

1/2
p

m−1
∑

m1=1

m + m1

m − m1

×
[

sin(a p1ρ − ϕ) + λp1ρ cos(a p1ρ − ϕ)
]2

p1ρ(1 + λ2p2
1ρ

)2
, (39)

где ϕ = π
2

(

m − m1 + 1
2

)

.

Фаза гармонических функций в (39) очень большая,

a p1ρ − ϕ ≫ π. При малом изменении внутреннего ра-

диуса кольца сечение (39) осциллирует. Так, характер-

ный масштаб этих осцилляций 1a = π/p1ρ(m1 = m − 1)
∼= 1.65 Å при числе флуксоидов m = 51 и характеристи-

ческой энергии кольца E0 = 0.0731meV, что соответ-

ствует среднему радиусу кольца a = 5mm и d = λ/3 [7].
Конечно, реальные макроскопические кольца можно

охарактеризовать лишь средним внутренним радиусом

и его среднеквадратичным отклонением. Полагая, что

отклонения внутреннего радиуса кольца от его среднего

значения много больше масштаба осцилляций (39), и

учитывая, что для импульсов (38) p1ρλ ≫ 1, получаем

〈σαα〉 =

m−1
∑

m1=1

〈σαα(m1)〉. (40)

Здесь 〈σαα(m1)〉 — парциальное сечение для конечного

состояния системы нейтрон–сверхпроводящее кольцо

с энергией рассеянного нейтрона εp1 = εp1z
+ εp1ρ , где

εp1z
= εp и εp1ρ = E0(m2 − m2

1), и уменьшенным в конеч-

ном состоянии кольца числом флуксоидов на величину

m − m1,

〈σαα(m1)〉 =
σ0

(m − m1)5/2(m + m1)1/2
, (41)

σ0 =

(

γ

2π

)2 e5µ2
0aL1/2

pm5/2
n dλ2

. (42)

Поскольку εp1ρ ≫ εp1z
и сечение рассеяния является изо-

тропным по полярному углу ϕ1, рассеянные нейтроны

двигаются вдоль образующих конических поверхностей

почти перпендикулярно z -оси.
Теперь рассмотрим процесс неупругого рассеяния

с переворотом спина нейтрона. Учитывая различие в

индексах функций Бесселя (27) и (28), можно было бы

ожидать различие в сечении рассеяния для процессов

перехода Sx = 1
2
→ S1x = − 1

2
и Sx = − 1

2
→ S1x = 1

2
. Од-

нако области интегрирования по энергиям, в которых

аргументы этих функций Бесселя порядка p1ρρ ≤ κ ≈ 5,

оказываются очень узкими εp1ρ ≤ Eκ = ~
2κ2/2mna2,

E0(m2 − m2
1) + εp − Eκ ≤ εp1z

≤ E0(m2 − m2
1) + εp. В ре-

зультате разница в сечениях этих процессов рассеяния

содержит дополнительную малую величину λ
a .

В случае параллельной поляризации сечение рассея-

ния с переворотом спина также является изотропным

по полярному углу ϕ1 . Используя (4), (10) и (27), двой-
ное дифференциальное сечение неупругого рассеяния с

переворотом спина нейтронов можно привести к виду

∂2σαβ

∂ερ1z
∂ερ1ρ

=
π3

22
γ2

(

µ0

L

)2 a

d2λ2ε
1/2
p

×
m−1
∑

m1=1

(m + m1)
2 sin2

(

1
2

d(p − p1z )
)

(

(p − p1z )
2 + p2

1ρ

)2
ε
1/2
1z

×
[

∞
∫

a

dρρ1/2e−
ρ−a
λ Jm−m1−1(p1ρρ)

]2

× δ(εp − εp1ρ − εp1z
+ Em − Em1

). (43)
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Полагая p1ρa ≫ 1, после интегрирования по ε1ρ и усред-

нения по отклонениям внутреннего радиуса кольца от

его среднего получим

∂〈σαβ〉
∂ερ1z

=

(

πγ

2

)2(
µ0

L

)2(
~
2

2mn

)7/2 a

d2λ2ε
1/2
p

×
m−1
∑

m1=1

(m+m1)
2 sin2

(

d
2λ

1√
Eλ

(
√
εp∓

√
εp1z

)

)

√

εp1z
(Emm1

−εp1z
)(Eλ+Emm1

−εp1z
)(Emm1

+εp∓2
√
εpεp1z

)2
,

(44)

где Emm1
= E0(m2 − m2

1) + εp и Eλ = ~
2/2mnλ

2. В (44)
отрицательный знак соответствует сечению рассеяния

нейтрона вперед (p1z > 0), а положительный знак —

процессу рассеяния назад (p1 < 0).
Основной вклад в сечение (44) определяется энерги-

ями εp1z
, очень близкими к Emm1

≫ εp, Eλ . Для колец с

внутренним радиусом a ≤ 10mm и толщиной d = λ/3

безразмерный параметр
√

Emm1
/36Eλ ≫ 1, а фаза гар-

монической функции в (44) велика по сравнению с π.

Конечно, обе поверхности кольца имеют шероховатость,

по крейней мере атомного масштаба. После усредне-

ния по отклонениям толщины кольца от его среднего

легко проводится интегрирование (44) по энергии εp1z
.

В результате сечения рассеяния вперед и назад ока-

зываются одинаковыми, а для парциального сечения,

соответствующего уменьшению числа флуксоидов на

величину m − m1 в конечном состоянии кольца, получим

〈σαβ(m1)〉 =
λ

d
σ0

(m − m1)5/2(m + m1)1/2
, (45)

где σ0 определяется (42).
При рассеянии нейтронов с переворотом спина изме-

нение энергии сверхпроводящего кольца передается в

значительной степени составляющей энергии нейтрона

εp1z
∼= E0(m2 − m2

1) + εp, а поперечный импульс рассе-

янных нейтронов мал: p1ρ ≪ p1z . Рассеянные нейтроны

двигаются почти вдоль z -оси при рассеянии вперед или

в противоположном направлении при рассеянии назад.

Энергетические распределения рассеянных кольцом ней-

тронов определяются выражением (44) с учетом того,

что εp1ρ = E0(m2 − m2
1) + εp − εp1z

.

Сравнивая (41) и (45), находим

〈σαβ〉
〈σαα〉

=
λ

d
. (46)

Поэтому для колец с толщиной d < λ сечение неупру-

гого рассеяния нейтронов с переворотом спина будет

больше сечения неупругого рассеяния нейтронов без

переворота спина.

6. Поперечная поляризация нейтронов

Сначала рассмотрим рассеяние без переворота спина.

Выражения для матричных элементов тока даются (30)–
(32). Как обсуждалось выше, для макроскопических

колец следует считать p1ρa ≫ 1. В этом случае члены

в правых частях этих матричных элементов, стоящие

в квадратных скобках при sinϕq, будут иметь малый

множитель (p1ρa)−1 по сравнению с членами, стоящими

при cosϕq . Опуская эти члены, матричные элементы

токов легко вычислить. Затем, подставляя эти получен-

ные величины в (10) и проводя процедуру усреднения

по отклонениям внутреннего радиуса и толщины кольца

от их средних значений, дифференциальное сечение (4)
неупругого рассеяния поперечно-поляризованных ней-

тронов без переворота спина приводим к виду

∂2〈σχχ〉
∂ερ1z

∂ϕq
=
πγ2

4

(

µ0

L

)2(
~
2

2mn

)7/2 a cos2 ϕq

d2λ2ε
1/2
p

×
m−1
∑

m1=1

(m+m1)
2

√

εp1z
(Emm1

−εp1z
)(Eλ+Emm1

−εp1z
)(Emm1

+εp∓2
√
εpεp1z

)2
,

(47)

где отрицательный знак соответствует сечению рассея-

ния нейтрона вперед (p1z > 0), а положительный знак —

процессу рассеяния назад (p1z < 0).
Сравнивая (44) с (47), приходим к заключению,

что отличие в рассеянии продольно-поляризованных

нейтронов с переворотом спина от случая рассеяния

поперечно-поляризованных нейтронов без переворота

спина связано с угловыми распределениями. В первом

случае сечение (44) является изотропным, а угловые

распределения для поперечно-поляризованных нейтро-

нов следуют cos2 ϕq . Энергетические распределения рас-

сеянных нейтронов для двух случаев являются идентич-

ными.

Для холодных нейтронов E0 ≫ εp и сечения рассеяния

вперед и назад близки друг другу, а суммарное парциаль-

ное сечение есть

〈σχχ(m1)〉 =
1

2
〈σαβ(m1)〉, (48)

где 〈σαβ(m1)〉 определяется (45).
Теперь рассмотрим рассеяние нейтронов на сверхпро-

водящем кольце с переворотом спина. Опуская члены

в квадратных скобках в правых частях недиагональных

матричных элементов тока (33)–(35), содержащие мно-

житель (p1ρρ)−1, получим

jχηm1,m(q) = πei π
2
(m−m1+1+ϕq)

sin
( d
2

qz
)

qz

80(2m − 1)

dλL

×
∞
∫

a

dρρ
K1(ρ/λ)

K0(a/λ)

[

qρ
∂

∂qρρ
Jm−m1

(qρρ)

− iqz sin(ϕq)
∂

∂qρρ
Jm−m1

(qρρ)

]

. (49)

Подставляя (49) в (10) и затем в (4), получаем усреднен-

ное по внутреннему радиусу кольца дифференциальное
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сечение поперечно-поляризованных нейтронов с перево-

ротом спина

∂3σχη

∂ερ1z
∂ερ1ρ ∂ϕq

=
π

23
γ2

(

µ0

L

)2 a

d2ε
1/2
p

×
m−1
∑

m1=1

(m + m1)
2

(

(p − p1z )
2 + p2

1ρ

)2
ε
1/2
1z

sin2
(

1
2

d(p − p1z )
)

(p − p1z )
2

×
p2
1ρ

+ (p − p1z )
2 sin2 ϕq

p1ρ(1 + λ2p2
1ρ

)
δ(εp − εp1ρ − εp1z

+ Em − Em1
).

(50)

По угловому распределению выражение (50) можно

представить в виде суммы двух членов. Первый член

является изотропным по ϕq . Здесь вывод парциального

сечения идентичен использованному подходу при полу-

чении (41), (42). В результате получим

〈σ (1)
χη (m1)〉 =

1

2
〈σαα(m1)〉, (51)

где 〈σαα(m1)〉 определяется (41).

Энергетическое распределение первой составляющей

сечения (50) для рассеяния поперечно-поляризованных

нейтронов с переворотом спина полностью соот-

ветствует распределению при рассеянии продольно-

поляризованных нейтронов без переворота спина, а

именно нейтроны рассеиваются кольцом только вперед

с постоянной составляющей энергии нейтрона εp1z
= εp,

а энергия εp1ρ меняется дискретно, εp1ρ = E0(m2 − m2
1).

При этом для парциального сечения (51) число

флуксоидов в сверхпроводящем кольце уменьшается на

величину m−m1.

Второй вклад в сечение (50) пропорционален sin2 ϕq .

Здесь вывод парциального сечения идентичен использо-

ванному подходу при получении сечения (47), (48) с

заменой cos2 ϕq → sin2 ϕq . Здесь имеет место рассеяние

нейтронов как вперед, так и назад. Причем если E0 ≫ εp,

то эти сечения рассеяния близки друг другу, а суммар-

ное парциальное сечение есть

〈σ (2)
χη (m1)〉 = 〈σχχ(m1)〉, (52)

где 〈σχχ(m1)〉 дается (48).

Энергетические и угловые распределения второй со-

ставляющей сечения (50) для рассеяния поперечно-

поляризованных нейтронов с переворотом спина опре-

делены (47) с заменой cos2 ϕq → sin2 ϕq и учетом того,

что εp1ρ = E0(m2 − m2
1) + εp − εp1z

.

В итоге полное парциальное сечение рассеяния

с переворотом спина нейтрона 〈σχη(m1)〉 = 〈σ (1)
χη (m1)〉

+ 〈σ (2)
χη (m1)〉 имеет вид

〈σχη(m1)〉 =
λ + d
2d

σ0

(m − m1)5/2(m + m1)1/2
. (53)

7. Результаты для сечений
и их обсуждение

В расчетах использовалось значение глубины про-

никновения λ = 2 · 103 Å, характерное для массивных

сверхпроводников второго рода Nb3Sn, V3Ga, у которых

первое критическое поле Hc1 ≈ 200G.

Характерной величиной сечения неупругого рассея-

ния нейтронов является σ0 (42). При увеличении вну-

треннего радиуса кольца индуктивность растет и соот-

ветственно „квант“ энергии кольца E0 уменьшается [7].
Поэтому, согласно (42), для увеличения сечения сле-

дует использовать кольца с большими радиусами. Были

выбраны три значения a = 2, 5 и 10mm. С уменьше-

нием толщины кольца сечение рассеяния увеличивается.

Однако в (42) можно использовать значение глубины

проникновения поля, полученное для массивных сверх-

проводников, только в том случае, если толщина кольца

больше длины свободного пробега электронов. В про-

тивном случае глубина проникновения зависит от d и

растет с уменьшением толщины сверхпроводящей плен-

ки [12]. Таким образом, на величину d есть ограничение

снизу, связанное с длиной свободного пробега. Исполь-

зовалось значение d = λ/3. При увеличении исходной

энергии падающих нейтронов сечение уменьшается. Рас-

четы проводились для холодных нейтронов с энергией

εp = 2µeV. При этом d p/2π = 3.3, что оправдывает

использованный при выводе (37) подход.

Полученные парциальные сечения рассеяния обратно

пропорциональны (m − m1)
5/2(m + m1)

1/2 . Поэтому сече-

ние канала m1 = m − 1, для которого число флуксоидов

состояния кольца уменьшается на единицу, дает глав-

ный вклад в полное сечение, хотя и сечение канала

m1 = m − 2 также является значимым. Число флуксои-

дов в начальном состоянии кольца следует выбирать от-

носительно небольшим. В расчетах полагалось m = 101,

что на много порядков меньше ограничения mmax(Hc1).
Вычисления индуктивности колец прямоугольного се-

чения с представленными выше параметрами приво-

дятся в [7]. Так, L = 0.0709µH и E0 = 0.189meV для

кольца с внутренним радиусом a = 2mm и распре-

делением плотности сверхпроводящего тока (21). Для
кольца с внутренним радиусом a = 5mm L = 0.183µH

и E0 = 0.0731meV. При значении a = 10mm имеем

L = 0.375µH и E0 = 0.0357meV. Используя (42), полу-
чаем σ0 = 0.86µbarn для a = 2mm, σ0 = 3.46µbarn для

a = 5mm и σ0 = 9.91µbarn для a = 10mm.

В таблице представлены вычисленные сечения неу-

пругого рассеяния нейтронов для канала m1 = m − 1.

Этот канал соответствует уменьшению числа квантов

магнитного потока в кольце на единицу после рассеяния

нейтрона.

Сечения рассеяния продольно-поляризованных ней-

тронов без переворота их спина 〈σαα〉 представлены во

втором столбце таблицы. Компонента импульса рассе-

янных нейтронов вдоль z -оси, перпендикулярной плос-

кости кольца, сохраняется. Соответственно энергия εp1z
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Сечения неупругого рассеяния нейтронов для канала

m1 = m − 1

a , 〈σαα〉, 〈σαβ〉, 〈σχχ〉, 〈σχη〉, εp1 ,

mm µbarn µbarn µbarn µbarn meV

2 0.06 0.18 0.09 0.12 37.99

5 0.24 0.73 0.37 0.49 14.69

10 0.70 2.10 1.05 1.40 7.18

равна исходной энергии нейтронов εp = 2µeV. В то же

время у рассеянных нейтронов появляется попереч-

ная составляющая импульса (38), что соответствует

энергии нейтронов εp1ρ = E0(m2 − m2
1) = 37.99meV при

рассеянии на кольце со средним внутренним радиусом

a = 2mm, εp1ρ = 14.69meV для кольца с a = 5mm и

εp1ρ = 7.18meV при a = 10mm. Поскольку εp1ρ ≫ εp1z
и

сечение рассеяния является изотропным по полярному

углу ϕ1, рассеянные нейтроны двигаются вдоль образую-

щих конической поверхности, почти перпендикулярных

z -оси.
При прочих равных условиях наибольшие сече-

ния соответствуют рассеянию сверхпроводящим коль-

цом продольно-поляризованных нейтронов с переворо-

том их спина 〈σαβ〉, как это демонстрирует третий

столбец таблицы. Здесь изменение энергии сверхпро-

водящего кольца, соответствующее каналу рассеяния

m1 = m − 1, передается в значительной степени со-

ставляющей энергии нейтрона εp1z
∼= E0(m2 − m2

1) + εp.

Рассеянные нейтроны двигаются почти вдоль z -оси при

рассеянии вперед, или в противоположном направле-

нии при рассеянии назад. Сечения рассеяния вперед

и назад являются близкими друг к другу. Поперечный

импульс рассеянных нейтронов p1ρ ≪ p1z . Энергети-

ческие распределения рассеянных кольцом нейтронов

определяются выражением (44) с учетом того, что

εp1ρ = E0(m2 − m2
1) + εp − εp1z

.

Сечения рассеяния поперечно-поляризованных ней-

тронов без переворота спина 〈σχχ〉, представленные в

четвертом столбце таблицы, в 2 раза меньше сечений

для продольно-поляризованных нейтронов с переворо-

том спина, а энергетические распределения рассеянных

нейтронов оказываются идентичными. Угловые распре-

деления оказываются различными. Если для продольно-

поляризованных нейтронов сечение (44) является изо-

тропным, то угловые распределения для поперечно-

поляризованных нейтронов (47) следуют cos2 ϕq .

Наконец, в пятом столбце представлены парциальные

сечения рассеяния поперечно-поляризованных нейтро-

нов с переворотом спина 〈σχη〉 для канала m1 = m − 1.

По энергетическому и угловому распределениям рассе-

янных нейтронов это сечение (50) можно представить

в виде суммы двух членов. Первый член (51), являю-
щийся изотропным по углу ϕq, дает половинное сечение

рассеяния для продольно-поляризованных нейтронов без

переворота спина. Причем энергетическое распределе-

ние этой составляющей сечения (50) полностью со-

ответствует распределению при рассеянии продольно-

поляризованных нейтронов без переворота спина, а

именно нейтроны рассеиваются кольцом только вперед

с постоянной составляющей энергии нейтрона εp1z
= εp,

а энергия εp1ρ меняется дискретно; εp1ρ = E0(m2 − m2
1).

Второй вклад в сечение (50), который пропорциона-

лен sin2 ϕq, отличается только угловым распределением

от рассеяния поперечно-поляризованных нейтронов без

переворота спина (47), (48), которое пропорционально

cos2 ϕq . Здесь имеет место рассеяние нейтронов как впе-

ред, так и назад с их энергией εp1z
∼= E0(m2 − m2

1) + εp .

Причем если E0 ≫ εp, то эти сечения рассеяния близки

друг к другу.

Таким образом, рассеяние поперечно-поляризованных

нейтронов с переворотом спина характеризуется обои-

ми типами энергетического распределения рассеянных

нейтронов. Для первого типа изменение энергии сверх-

проводящего кольца E0(m2 − m2
1) передается продольной

компоненте кинетической энергии нейтронов εp1z
, а для

второго типа — поперечной компоненте εp1ρ .

8. Заключение

Как известно, ток в сверхпроводящем кольце, в

принципе являющийся метастабильным, может меняться

лишь квантовыми скачками, соответствующими измене-

нию квантового числа флуксоидов на одну или несколь-

ко единиц. Квантовый скачок осуществляется коллектив-

ным переходом всех вовлеченных в ток куперовских пар.

Как показано в настоящей работе, такое квантовое ма-

кроскопическое состояние сверхпроводящего конденсата

в кольце можно изменять одной микрочастицей — ней-

троном. При неупругом магнитном рассеянии нейтрона

кольцом происходят квантовые скачки числа флуксоидов

в кольце, а изменение энергии кольца передается кине-

тической энергии рассеянного нейтрона. При этом для

изначально холодных нейтронов их энергия в конечном

состоянии может составлять десятки meV, как показано

в таблице.

Конечно, сечения рассеяния являются относительно

малыми, от десятых долей до нескольких µbarn. Насколь-

ко нам известно, в настоящее время можно говорить об

измеримости какого-либо процесса рассеяния нейтрона,

если сечение рассеяния больше 0.1mbarn, т. е. два-три

порядка больше предсказываемых для неупругого маг-

нитного рассеяния нейтронов одним сверхпроводящим

кольцом.

Для увеличения сечения рассеяния можно использо-

вать системы сверхпроводящих колец. В случае если

кольца системы не являются сцепленными магнитным

потоком, сечение рассеяния нейтронов системой таких

колец будет равно сечениям, представленным в таблице,

умноженным на число колец. Такое рассеяние, пропор-

циональное числу колец, можно назвать некогерентным

рассеянием нейтронов системой колец.

Как обсуждалось выше, оптимальная толщина колец

оказывается порядка глубины проникновения поля в

Физика твердого тела, 2011, том 53, вып. 8



Сечение неупругого рассеяния поляризованных нейтронов сверхпроводящими кольцами 1465

сверхпроводник λ ∼= 2 · 103 Å. Характерная длина убыва-

ния магнитного поля кольца порядка его внутреннего

радиуса. Для значения последнего a = 5mm на харак-

терной длине убывания магнитного поля можно создать

систему с большим числом колец с относительно боль-

шими коэффициентами взаимной индукции. Тогда, как

мы полагаем, сечение рассеяния нейтронов на такой

системе колец может содержать член, пропорциональ-

ный N2 . Такое рассеяние следовало бы назвать коге-

рентным рассеянием нейтронов системой сцепленных

потоком колец. Однако это требует исследования.
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