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Проведено исследование обобщенной синхронизации в сетях со сложной

топологией межэлементных связей, в узлах которых находятся хаотические

динамические системы. Показано, что диагностирование обобщенной синхрони-

зации в данном случае возможно по моменту перехода второго по старшинству

показателя Ляпунова в область отрицательных значений. Полученные резуль-

таты подтверждены при помощи метода ближайших соседей. Установлено, что

топология сети оказывает существенное влияние на установление обобщенной

синхронизации.

Исследование хаотичеcкой синхронизации связанных динамических

систем представляется в настоящее время одним из актуальных направ-

лений радиофизики и нелинейной динамики [1]. В простейшем случае

явление хаотичеcкой синхронизации может наблюдаться в двух связан-

ных нелинейных системах. В последнее время внимание исследовате-

лей привлекает изучение взаимодействия большого числа нелинейных

систем — сетей [2]. При этом особое внимание исследователей сосре-

доточено на анализе сложных сетей, структура которых нерегулярна,

характеризуется большой разнородностью в мощности межэлементной

связи, а элементы демонстрируют хаотическое поведение [3]. Интерес

к изучению подобных сетей связан как с необходимостью анализа

разнообразных природных, социальных и технических объектов, так и

с важностью изучения фундаментальных аспектов явления хаотичеcкой

синхронизации в системе многих связанных парциальных систем.

В настоящее время различают несколько типов хаотической синхро-

низации в сложных сетях. Это прежде всего полная синхронизация [4,5],
фазовая синхронизация [3], обобщенная синхронизация [6], кластерная
синхронизация [7] и др., и если полная, фазовая и кластерная син-

хронизации в сложных сетях в настоящее время изучены достаточно
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хорошо, то исследование обобщенной синхронизации в таких системах

находится лишь в самом начале своего развития. Известные работы

направлены лишь на установление факта существования этого режима,

в то время как теория обобщенной синхронизации для таких систем, как

правило, даже не затрагивается. Более того, во всех известных работах

диагностика обобщенной синхронизации производится при помощи

модификации метода вспомогательной системы [8], являющегося эф-

фективным средством анализа обобщенной синхронизации в системах с

однонаправленной связью, однако подобная модификация даже для двух

взаимно связанных систем приводит к некорректным результатам [9,10].
В представленной работе излагаются основные моменты концепции

обобщенной синхронизации в сложных сетях. Как будет показано

ниже, диагностирование обобщенной синхронизации в таких системах

можно осуществлять путем расчета спектра ляпуновских экспонент

для исследуемой сети. Важно отметить, что рассмотренные ранее

случаи двух однонаправленно и взаимно связанных систем [11,12] могут
быть рассмотрены как частные случаи предложенной концепции, что

свидетельствует об ее универсальности.

Так же как и в случае двух однонаправленно и взаимно связанных

систем [9,13], под обобщенной синхронизацией сети связанных нели-

нейных элементов будем понимать установление уникального функцио-

нального соотношения между элементами этой сети, т. е.

F
[

x1(t), x2(t), ...x i(t), . . . , xN(t)
]

= 0, (1)

где x i(t) — вектор состояния i-того элемента, N — число элементов се-

ти. Рассмотрим механизмы возникновения обобщенной синхронизации в

сложных сетях с диссипативным характером связей между элементами.

Предположим,что в узлах сети находятся трехмерные динамические

системы,1 демонстрирующие хаотическую динамику, состояние каж-

дой из которых характеризуется вектором состояния xi = (x i , y i , z i),
где i = 1, N, при этом элементы сети могут быть неидентичными.

Для выявления механизмов возникновения обобщенной синхронизации

такой сети ее состояние удобно характеризовать одним вектором

U = (u1, u2, . . . , ui , . . . , u3N)T , где u3i−2 = x i , u3i−1 = y , u3i = z i . В этом

1 Отметим, что рассуждения, приведенные ниже, могут быть обобщены на системы с

произвольной размерностью фазового пространства. Для простоты ограничимся трехмер-

ным фазовым пространством.
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случае эволюция сложной сети будет определяться уравнением

U̇ = L(U) + εG̃U, (2)

где L(·) — вектор эволюции узлового элемента сети в отсутствие связи,

слагаемое εG̃ описывает влияние топологии сети и силы межэлемент-

ных связей. Матрица G̃, характеризующая структуру диссипативных

связей между элементами сети, — симметричная матрица, сумма эле-

ментов Gi j в каждой строке которой равна 0, G̃ii = −
∑

j 6=i
G̃i j (условие

диссипативности), причем G̃i j = 1(i 6= j), если ui воздействует на u j ,

и равно 0 в противном случае. Отметим, что все элементы матрицы

G̃i j являются положительными или равными нулю, за исключением

диагональных элементов G̃ii (они отрицательны либо равны нулю).

Нетрудно заметить, что слагаемое εG̃U вносит дополнительную

диссипацию в систему (2). Действительно, об уровне диссипации и

скорости сжатия фазового объема в рассматриваемой системе свиде-

тельствует дивергенция векторного поля

lim
1t→0

lim
1V→0

1

1V
1V
1t

= divL + ε

3N
∑

i=1

G̃ii , (3)

где 1V — элементарный объем фазового пространства системы (2).

Так как G̃ii 6 0, слагаемое ε
3N
∑

i=1

G̃ii также отрицательно. Следовательно,

с ростом параметра связи ε увеличивается диссипация в рассмат-

риваемой сети, что приводит к упрощению хаотической динамики

системы (2) [14,15].
Для характеристики сложности хаотического движения обычно

рассчитывается спектр ляпуновских экспонент. В рассматриваемом

случае поведение системы (2) описывается набором λ1 > λ2 > · · · > λ3N

показателей Ляпунова, причем для ε = 0 N старших из них должны

быть положительными. При увеличении диссипации в системе изна-

чально положительные ляпуновские экспоненты постепенно становятся

отрицательными. После перехода λ2 в область отрицательных значений

”
степень хаотичности“ становится минимальной, в системе остается

только один положительный показатель Лупунова, что и соответствует

установлению режима обобщенной синхронизации. Понятно, что в
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данном случае режим обобщенной синхронизации может быть интер-

претирован как переход от гиперхаотических колебаний к хаотическим.

Отметим также, что отрицательность второго показателя Ляпунова λ2

как критерий существования обобщенной синхронизации согласуется

с аналогичным критерием, используемым для диагностики обобщенной

синхронизации в однонаправленно [11,14] и взаимно [9,12,16] связанных
системах.

Рассмотрим поведение сети из N = 5 систем Ресслера со слегка

различающимися значениями управляющих параметров. Эволюция i-го
элемента сети (i = 1, . . . , N) описывается следующей системой уравне-

ний:

ẋ i = −ωi y i − z i + ε

N
∑

j=1

Gi j x j,

ẏ i = ωi x i + ay i,

ż i = p + z i(x i − c), (4)

где a = 0.15, p = 0.2, c = 10, ω1 = 0.95, ω2 = 0.9525, ω3 = 0.955,

ω4 = 0.9575, ω5 = 0.96 — управляющие параметры, ε — коэффициент

связи между элементами, Gi j — элемент матрицы связи G сети.

Топология связей между элементами сети для простоты была выбрана

таким образом, что каждый элемент сети оказывался связанным со

всеми остальными элементами.

Динамика сети (4) характеризуется 3N показателями Ляпунова.

В отсутствие связей между элементами сети N из показателй оказы-

ваются положительными, N — отрицательными и N — нулевыми. При

увеличении параметра связи ε нулевые ляпуновские показатели, также

как и положительные, постепенно переходят в область отрицательных

значений. Зависимость семи старших показателей Ляпунова от пара-

метра связи ε для сети из пяти осцилляторов Ресслера приведена на

рис. 1. Видно, что при εLE ≈ 0.0385 вторая ляпуновская экспонента

λ2 становится отрицательной. Следовательно, при значениях параметра

связи ε > εLE должен иметь место режим обобщенной синхронизации.

Полученные результаты хорошо согласуются с методом ближай-

ших соседей [13]. В основу метода ближайших соседей положено

утверждение о том, что наличие функционального соотношения между

состояниями взаимодействующих систем означает, что все близкие

состояния в фазовом пространстве одной из систем соответствуют
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Рис. 1. Зависимость семи старших показателей Ляпунова от параметра связи

ε для сети из пяти осцилляторов Ресслера (4). Момент возникновения режима

обобщенной синхронизации в сети εLE = 0.0385 показан стрелкой.

близким состояниям в фазовом пространстве других систем. На рис. 2

приведены фазовые портреты всех осцилляторов Ресслера сети для двух

различных значений параметра связи, ниже (рис. 2, a, ε = 0.03) и выше

(рис. 2, b, ε = 0.04) критического значения εLE .

На фазовых портретах трех систем x i(t), i = 2−4 случайным обра-

зом выбирались три точки (одна для каждой системы) и находились

их ближайшие соседи и соответствующие им точки во всех остальных

связанных системах. При ε = 0.03 (рис. 2, a) точки сосредоточены в

ограниченной области аттрактора и распределены вдоль радиуса, что

свидетельствует о существовании режима фазовой синхронизации и

отсутствии обобщенной синхронизации. При ε > εLE (рис. 2, b) все

состояния всех систем оказываются близкими, что говорит о существо-

вании режима обобщенной синхронизации.

Таким образом, диагностирование обобщенной синхронизации в

сетях связанных нелинейных элементов возможно по моменту перехода

(положительного) показателя Ляпунова в область отрицательных зна-

чений. В заключение рассмотрим вопрос о влиянии числа элементов и

топологии сети на установление обобщенной синхронизации. На рис. 3

приведены границы обобщенной синхронизации (сплошные линии) на
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Рис. 3. Границы возникновения режима обобщенной (сплошные линии 1, 2, 3)
и полной (пунктирные линии 1′, 2′, 3′) синхронизации на плоскости параметров

”
число элементов сети N−параметр связи ε“ для случайной сети (кривые 1, 1′),
регулярной сети (кривые 2, 2′) и сети

”
малый мир“ (кривые 3, 3′).

плоскости параметров
”
число элементов сети−параметр связи“ для

сетей с различной топологией межэлементных связей (случайной сети

(кривая 1), регулярной сети (кривая 2), сети типа
”
малый мир“ —

(
”
small-world“) (кривая 3)). Для всех рассмотренных случаев значения

управляющих параметров ωi выбирались случайным образом так, что

плотность распределения вероятности ωi подчинялась нормальному

распределению со средним ω0 = 0.95 и дисперсией 1ω = 0.017, что

соответствует случаю относительно больших значений расстройки

управляющих параметров. Как видно из рисунка, топология сети

оказывает существенное влияние на установление обобщенной синхро-

низации. В частности, порог возникновения обобщенной синхронизации

уменьшается для случайной сети, а для регулярной сети и сети

типа
”
малый мир“ монотонно растет. При этом граница обобщенной

синхронизации для регулярной сети растет более быстро, чем для

сети
”
малый мир“. Наряду с границами обобщенной синхронизации

на рис. 3 показаны также границы полной синхронизации для тех же

топологий сетей (пунктирные линии, кривые 1′, 2′, 3′ соответствен-

но). Как видно из рисунка, ввиду достаточно большой расстройки
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управляющих параметров для всех рассмотренных случаев границы

обобщенной и полной синхронизаций достаточно сильно отличаются

друг от друга (граница полной синхронизации лежит существенно выше

обобщенной), при этом качественное поведение границ (тенденция к

увеличению/уменьшению порогового значения параметра связи, харак-

тер самой зависимости) остается практически неизменным.

Таким образом, в представленной работе проведено исследование

режима обобщенной синхронизации в сетях со сложной топологией

межэлементных связей. Показано, что возникновение режима обобщен-

ной синхронизации во взаимодействующих трехмерных динамических

системах связано с переходом второй ляпуновской экспоненты в об-

ласть отрицательных значений. Полученные результаты подтверждены

при помощи метода ближайших соседей. Показано, что количество

элементов и топология сети оказывают существенное влияние на

установление обобщенной синхронизации.
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