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В рамках нелинейной модели Пуассона для напряженной полупроводниковой

квантовой точки рассчитано распределение электростатического потенциала,

напряженности электростатического поля и электронной плотности с учетом

деформационного потенциала, возникающего вследствие несогласованности

параметров решетки квантовой точки и матрицы.

Последнее десятилетие характеризуется бурным развитием нано-

электроники, которое в значительной мере связано с использованием

при создании нанооптоэлектронных приборов наноструктур с кванто-

выми точками. Особое место занимают наноструктуры с квантовыми

точками, которые имеют малые размеры (∼ 10 nm) и малую диспер-

сию формы и размеров. Электрические и оптические свойства таких

наногетероструктур определяются главным образом энергетическим

спектром носителей заряда, откуда следует, что одной из основных

задач физики наноструктур с квантовыми точками является нахождение

распределения потенциала, концентрации электронов и напряженности

электрического поля в квантовой точке и в матрице. В наногетеро-
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структурах с неоднородным распределением концентрации носителей

заряда необходимо учитывать нелинейную зависимость электронной

плотности от электростатического потенциала [1–3], поэтому в этом

случае необходимо было знать решение нелинейного уравнения Пуас-

сона с функцией Ферми–Дирака. В работах [4–7] решение уравнения

Пуассона найдено численным методом. В работах [8,9] было определено

аналитическое решение нелинейного уравнения Пуассона−Больцмана

для плоской, сферической и аксиальной геометрии.

Целью данной работы является исследование пространственного

распределения электростатического потенциала, напряженности элек-

трического поля и концентрации электронов для квантовой точки на

основе нелинейного уравнения Пуассона с граничными условиями, ко-

торые учитывают присутствие напряжений на границе между квантовой

точкой и матрицей.

Рассмотрим нелинейное уравнение Пуассона для напряженной нано-

гетероструктуры с квантовыми точками сферической и цилиндрической

симметрии
d2ϕ

dr2
+

L
r

dϕ
dr

=
e
εε0

(n(ϕ(r)) − n0) (1)

и со следующими граничными условиями на границе квантовая точка–
матрица:







ϕ(r)|r=R0
= ϕ0,

− dϕ(r)
dr

∣

∣

r=R0
= E0.

(2)

Здесь L = 1, 2 для цилиндрической и сферической симметрии со-

ответственно, ε — относительная диэлектричеcкая проницаемость в

квантовой точке, ε0 — диэлектрическая постоянная, n0 — средняя

концентрация электронов в наногетеросистеме с квантовыми точками,

ϕ0 — значение электростатического потенциала на границе между

квантовой точкой и матрицей, E0 — значение напряженности электри-

ческого поля на этой границе, n(ϕ(r)) — координатное распределение

носителей заряда, которое определяется в соответствии со статистикой

Ферми–Дирака [3]; тогда имеем

n(ϕ(r)) =
2NQD

exp
(E1 + λ0 + acεrr − eϕ(r)− µ

kT

)

+ 1
, (3)

где NQD — поверхностная плотность квантовых точек, которая для

наногетероструктуры InAs/GaAs с квантовыми точками InAs пример-
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но равна ≈ 3 · 1010 cm−2 [10]; E1 — энергия электрона на первом

локализованном уровне в квантовой точке InAs; ac — константа

гидростатического деформационного потенциала зоны проводимости;

µ — химический потенциал; λ0 — энергия дна недеформированной

зоны проводимости в квантовой точке; εrr (~r) — радиальная компонента

тензора деформации εrr = C1 < 0.

Для наногетеросистемы InAs/GaAs с квантовыми точками InAs

радиуса R0 = 100Å имеем C1 = −0.011 [11].

Введем безразмерный потенциал ψ = − eϕ(r)
kT , а в качестве единицы

длины возьмем электронный радиус Дебая Red =
(

εε0kT
e2n0

)1/2
. Тогда урав-

нение (1) запишется в виде

d2ψ

dz 2
+

L
z

dψ
dz

= 1−
δ

eψ+ψ0 + 1
, (4)

где

z =
r

Red
, ψ0 =

En + λ0 + acεrr − µ

kT
, δ =

(NQD)3/2

n0

6 1.

Решение нелинейного уравнения Пуассона (4) находим в виде

логарифма

ψ = Z ln(y) − ψ0 (5)

от степенного ряда y =
∞
∑

n=0

bnxn . Здесь Z — некоторое отличное от нуля

целое число. Разложение y в степенной ряд мы будем проводить в

окрестности точки a = R0/Red (граница квантовой точки с матрицей),
для которой заданы граничные условия. Произведем замену переменной

z = a(1− x)p, (6)

где p — положительное целое или полуцелое число.

После учета (5) и (6) уравнение (4) принимает следующий вид:

(1− x)

[

y
d2y
dx2

−

(

dy
dx

)2
]

+ (p − 1− Lp)y
dy
dx

−
p2a2

Z2
(1− x)2p−1y2

(

1−
δ

y z + 1

)

= 0, (7)
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а граничные условия —

y(0) = exp

(

ψ̃0 + ψ0

Z

)

,
dy
dx

∣

∣

∣

∣

∣

x=0

= Ẽ0

pa
Z

exp

(

ψ̃0 + ψ0

Z

)

, (8)

где

ψ̃0 = −
eϕ0

kT
, Ẽ0 = −E0

eRed

kT
.

Решение уравнения (7) будем искать в виде степенного ряда

y =

∞
∑

n=0

bnxn. (9)

Из граничных условий (8) следует, что

b0 = exp

(

ψ̃0 + ψ0

Z

)

и b1 = Ẽ0

pa
Z

exp

(

ψ̃0 + ψ0

Z

)

.

Подставляя (9) в (7), получаем систему алгебраичеcких уравнений

для определения коэффициентов bn, n = 2, 3 . . . . Cтепень нелинейности

уравнения (7) зависит от величины Z. В данной задаче параметр Z
выбираем таким, чтобы степень нелинейности уравнения (7) была

минимальной, т. е. мы выбираем Z равным единице (Z = 1). Поскольку

независимая переменная — это x = 1− (z/a)1/p, то при увеличении

параметра p возрастает скорость сходимости ряда (9), правда, при

больших значениях p уравнение (7) приобретает более сложный

вид.

Аналитический вид решения нелинейного уравнения Пуассона (1) c

учетом (5), (6) и (9) будет таким:

ϕ(r) = −
kT
e

(

Zln

(

b0 + b1

(

1−
( r

R0

)1/p
)

+ b2

(

1−
( r

R0

)1/p
)2

+ · · · + bn

(

1−
( r

R0

)1/p
)n

+ . . .

)

−ψ0

)

. (10)

Скорость сходимости ряда (11) уменьшается при r → 0, т. е. в

окрестности центра квантовой точки. Чтобы обеспечить точность рас-
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Рис. 1. Координатная зависимость электростатического потенциала ϕ(r) в

квантовой точке размером R0 = 100Å при разных значениях параметра δ :

1 — δ = 0.1, 2 — 0.3, 3 — 0.5, 4 — 0.7, 5 — 0.9. Сплошная линия — T = 77K

и пунктирная линия — T = 300K.

чета величины
∣

∣

ϕn+1−ϕn

ϕn+1

∣

∣ 6 10−5, необходимо вычислить ∼ 103 членов

ряда (10). Радиус сходимости ряда (10) находится в пределах

(

1−
bn

bn+1

)p

<
r

R0

<

(

1 +
bn

bn+1

)p

. (11)

Далее в рамках нелинейного уравнения Пуассона−Ферми−Дирака

(1) с учетом электрон-деформационного потенциала проведены числен-

ные расчеты координатной зависимости распределения электростатиче-

ского потенциала, напряженности электрического поля и электронной

плотности для квантовой точки InAs, которая находится в матрице GaAs

(наличие матрицы определяется заданием граничных условий (2)) с

параметрами: ac = −5.08 eV [12], ε = 15.15, E1 = 0.1 e [13], µ = 0.2Oe,

ϕ0 = ϕ(r)
∣

∣

∣

r=100Å
= 0.095V [3], E0 =

dϕ
dr

∣

∣

∣

∣

r=100Å

= −50
kV
cm

[3].
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Рис. 2. Координатная зависимость напряженности электрического поля E(r)
в квантовой точке размером R0 = 100Å при разных значениях параметра δ :

1 — δ = 0.1, 2 — 0.3, 3 — 0.5, 4 — 0.7, 5 — 0.9. Сплошная линия — T = 77K,

пунктирная линия — T = 300K.

Рис. 3. Координатная зависимость электронной плотности n(r) в квантовой

точке размером R0 = 100Å при разных значениях параметра δ : 1 — δ = 0.1,

2 — 0.3, 3 — 0.5, 4 — 0.7, 5 — 0.9. Сплошная линия — T = 77K, пунктирная

линия — T = 300K.
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Численный расчет электростатического потенциала ϕ(r), напря-

женности электрического поля E(r) и электронной плотности n(r) в

квантовой точке InAs проведен для восьмидесяти членов ряда (11) с

относительной погрешностью ∼ 3 · 10−3 .

На рис. 1−3 приведены координатные зависимости электростати-

ческого потенциала ϕ(r), напряженности электрического поля E(r)
и перераспределения электронной плотности n(r), рассчитанные для

квантовой точки при следующих значениях параметра δ : 1 — δ = 0.1;

2 — 0.3; 3 — 0.5; 4 — 0.7; 5 — 0.9.

Как видно из рис. 1, с увеличением параметра δ (температуры)
потенциал ϕ(r) возрастает (спадает). В частности, увеличение парамет-

ра δ в интервале 0.1–0.9 приводит к увеличению электростатического

потенциала в центре квантовой точки с радиусом R0 = 100Å при

температуре T = 77K на 7mV, а при температуре T = 300K — на

20mV.

Распределение напряженности электричеcкого поля в квантовой

точке (рис. 2) имеет немонотонный характер с минимумом: положение

которого с ростом температуры сдвигается к центру квантовой точки.

С увеличением параметра δ в интервале 0.1−0.9 наблюдается уменьше-

ние напряженности электрического поля на 40 kV/cm при T = 300K.

Как видно из графиков, представленных на рис. 3, с удалением от

центра квантовой точки концентрация электронов монотонно возрас-

тает, причем с уменьшением температуры концентрация электронов

в квантовой точке растет, а характер распределения практически

становится равномерным (рис. 3 — сплошная линия).
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