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Рассмотрена математическая модель кольцевой автоколебательной системы с
хаотической динамикой, состоящей из нелинейного усилителя, содержащего в
цепи обратной связи дифференцирующий элемент, нелинейный колебательный
контур и линию задержки. Численный анализ проведен при нерегулярно изме-
няющихся начальных условиях, задаваемых решениями уравнений хаотической
системы, имитирующей собственные шумы, имеющиеся в реальных автоко-
лебательных системах. Показано, что в случае нерегулярно изменяющихся
во времени условий возбуждения хаотические колебания могут изменяться
под их воздействием, преобразовываясь в стохастические, когда невозможно
воспроизвести реализации колебательного процесса.

PACS: 05.45.-a

Обычно при решении уравнений, описывающих различные системы
с хаотической динамикой, начальные условия задаются в виде единич-
ного толчка, так что процесс хаотических движений, в отличие от стоха-
стических колебаний, является детерминированным. Однако в реальных
автоколебательных системах, в том числе и в генераторах с хаотической
динамикой, мягкое возбуждение движений определяется собственными
шумами, воздействие которых на автоколебания продолжается и после
возбуждения системы. Представляется, что эти шумы могут оказывать
существенное влияние на колебания систем с хаотической динамикой,
делая колебания невоспроизводимыми. Исследованию этого вопроса
посвящена настоящая работа. В ней на примере системы с хаотиче-
ской динамикой, описываемой уравнением, подобным уравнению типа
Ван дерПоля−Дюффинга, но с запаздывающей обратной связью, рас-
сматривается влияние на динамику системы нерегулярных колебаний,
имитирующих ее собственные шумы.
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Автономный генератор типа Ван дерПоля−Дюффинга с учетом
запаздывания в достаточно общем виде (при произвольной амплитудной
характеристике) можно представить в виде усилительного элемента,
в цепи обратной связи которого содержатся дифференцирующий эле-
мент, нелинейный колебательный контур и линия задержки.

Предположим, что на выходе колебательного контура реализуется
колебательный процесс x(t). В этом случае, после задержки сигнала
на время τ , на входе усилителя будем иметь запаздывающие колеба-
ния x(t − τ ). На выходе усилителя колебательный процесс определя-
ется выражением F [x(t − τ )]. После дифференцирующего устройства с
постоянной времени σ (на входе колебательного контура) будем иметь
(1/σ ){dF[x(t − τ )]dt}. Таким образом, при наличии в колебательном
контуре нелинейной возвращающей силы уравнение системы принима-
ет вид

d2x/dt2 + ε(dx/dt) + x + μx3 = (1/σ )[dF(x τ )/dt], (1)

где x τ = x(t − τ ); ε — параметр потерь колебательного контура; μ —
постоянный коэффициент, характеризующий интенсивность нелинейной
восстанавливающей силы.

При τ = 0 и кубической характеристике уравнение (1) при дополне-
нии его внешней гармонической силой, действующей на входе колеба-
тельного контура, принимает вид уравнения Ван дерПоля−Дюффинга,
которое широко используется в различных областях науки и техники.
Применительно к генерированию хаоса рассматривались различные
способы управления его колебаниями [1–5].

Кубическая характеристика широко использовалась при приближен-
ном аналитическом рассмотрении автоколебательных систем. Однако
при численном анализе генераторов целесообразно использовать ха-
рактеристики, которые, хотя и сложнее, но лучше аппроксимируют
реальные нелинейные элементы. Удобными являются аппроксимации
характеристик, используемые в уравнениях Дмитриева−Кислова [1]
и Мэки−Гласса [6].

При численном анализе уравнения (1) целесообразно, как уже
отмечалось, задавать начальные условия, определяющие возбуждение
колебаний, не в виде единичного толчка, а в форме нерегулярных
колебаний, имитирующих флуктуации. Применительно к генератору,
описываемому этим уравнением, удобно использовать простую мате-
матическую модель, обладающую хаотическим поведением, уравнения
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которой имеют вид

du/dt = v − u, dv/dt = u(w − 0.8), dw/dt = 1.2− uv. (2)

Если колебания, формируемые уравнениями (2), воздействуют на
входе усилителя как аддитивная добавка γu(t) (где γ — постоян-
ный коэффициент), то колебания на выходе усилителя зависят от
[x(t − τ ) + γu(t)]. В этом случае для аппроксимации можно записать

F(x τ + γu) = M(x τ + γu) exp
[
−(x τ + γu)n

]
, (3)

где M — коэффициент усиления, n — параметр нелинейности. В част-
ном случае, когда n = 2, соотношение (3) отображает, в соответствии
с [1], рэлеевский закон изменения усиления.

С учетом выражения (3) представим уравнение (1) в виде системы,
удобной для численного анализа. Полагая при этом, что M = σB , будем
иметь

dx/dt = B(x τ + γu) exp
[
−(x τ + γu)n

]
− εx − y,

dy/dt = x + μx3. (4)

Результаты расчетов модели, определяемой уравнениями (2), (4),
показаны на рис. 1−3. Численный анализ проводился методом
Рунге−Кутта четвертого порядка при шаге интегрирования, рав-
ном 0.02. Неизменяемые параметры определялись следующими зна-
чениями: ε = μ = 1, n = 2. При использовании задержки параметр
запаздывания выбирался относительно небольшим, равным τ = 0.8.

На рис. 1, a приведена характерная однопараметрическая бифуракци-
онная диаграмма, наглядно иллюстрирующая изменение максимальных
значений колебательного процесса x(t), обозначенных через [x ], в зави-
симости от параметра усиления, когда τ = 0.8. На рис. 1, b представлена
двухпараметрическая диаграмма, по которой можно судить о грубости
системы.

Как следует из однопараметрической диаграммы (рис. 1, a), по мере
увеличения параметра усиления при достижении им значения B ≈ 2.4
происходит возбуждение автоколебаний. В соответствии с тем, что
максимальные значения колебательного процесса отображаются од-
ной линией, колебания являются однотактными и им соответствует
простой предельный цикл. При B ≈ 4.7 возникает бифуркация, отоб-
ражающая переход к трехтактным колебаниям, а при достижении
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Рис. 1. Однопараметрическая (a) и двухпараметрическая (b) бифуркационные
диаграммы.

значения B ≈ 7.2 возникают более сложные движения. Нерегулярный
разброс точек, отображающий возникновение развитого хаоса, наблю-
дается при B > 16. В соответствии с двухпараметрической диаграммой
(рис. 1, b) нерегулярные колебания занимают относительно широкую
область при изменении параметров μ и B .

Диаграммы, представленные на рис. 1, рассчитаны при увеличении
параметра усиления. При его уменьшении диаграммы несколько изменя-
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ются: проявляется гистерезис. Так, в случае однопараметрической диа-
граммы нижняя граница интервала значений параметра усиления, при
которых реализуются трехтактные колебания, снижается до величины
B ≈ 4.2. При этом колебания, которым соответствует однооборотный
предельный цикл, „затягиваются“ так, что срыв генерации происходит
при B ≈ 1.

Величина коэффициентов γ при расчете диаграмм выбрана малой
(γ = 0.000001), достаточной лишь для выполнения колебаниями u(t)
роли флуктуаций, обеспечивающих возбуждение колебаний в систе-
ме (4). При этом начальные условия для переменных системы (2)
задавались значениями (u(0) = 0.95, v(0) = 1.0, w(0) = 1.1), которые
реализовывались по истечении процесса установления в этой системе
хаотических колебаний. Однако даже в этом случае проявляется вли-
яние на колебания x(t) незначительных изменений начальных условий
уравнений (2).

Естественно, это влияние нарастает с увеличением γ и при значи-
тельных значениях этого параметра (например, при γ = 1) „развитая“
нерегулярность колебательного процесса x(t) может обеспечиваться
даже при τ = 0. Однако этот процесс зашумления колебаний x(t)
не определяется хаотической динамикой системы, определяющей их
генерацию, а внешним воздействием нерегулярных колебаний u(t).
В связи с этим можно полагать, что в реальном генераторе с запазды-
ванием, в котором роль колебаний u(t) выполняют собственные шумы
(флуктуации различного происхождения), генерируемые колебания не
имеют чисто хаотической природы: существенное значение может
иметь стохастичность, определяемая воздействием собственных шумов.
Воспроизводимость фрагментов таких колебаний, являющаяся важным
свойством в ряде применений хаотических систем, проблематична.

Структура колебаний u(t) и x(t), а также влияние изменения колеба-
ний u(t) на колебательный процесс x(t) иллюстрируется фрагментами
реализаций, показанными на рис. 2. На рис. 2, a приведен фрагмент
реализации воздействующих колебаний, при использовании которых с
указанным выше значением коэффициента γ рассчитаны диаграммы
рис. 1. На рис. 2, b представлен фрагмент реализации, иллюстрирую-
щий структуру развитых хаотических движений x(t), возбуждающихся
при параметрах и значениях переменных, соответствующих величине
B = 18.04108 на рис. 1, a. На рис. 2, c приведен фрагмент разностных
движений (обозначенных через X(t)). Он иллюстрирует „разбегание“
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Рис. 2. Фрагменты реализаций колебательных процессов u(t) (a), x(t) (b)
и X(t) (c).

траекторий колебательных процессов при незначительном изменении
параметра γ . Разностные колебания X(t) рассчитывались как разность
колебательного процесса x(t), представленного фрагментом реализации
рис. 2, b, и того же процесса x(t), рассчитанного в том же интер-
вале времени, но при другом значении параметра γ , а именно, при
γ = 0.000002. Как видно на рис. 2, c, при изменении начальных условий
для уравнений (2), при t ≈ 24 появляются разностные колебания,
свидетельствующие о том, что при этом значении времени структура
колебаний при отмеченном незначительном увеличении γ становится
существенно иной.

5∗ Письма в ЖТФ, 2009, том 35, вып. 22



68 Э.В. Кальянов

Из анализа фрагментов реализаций колебательных процессов, рас-
считанных при различных γ , следует, что собственные шумы, всегда
существующие в реальных генераторах с хаотической динамикой,
неизбежно изменяют структуру их колебаний, так что в соответствии
со стохастической природой собственных шумов генерируемые ко-
лебания реальных систем не могут оставаться чисто хаотическими.
Этим обусловлена невозможность точного воспроизведения в натурном
эксперименте фрагментов реализаций колебательного процесса.

На рис. 3, a приведен спектр мощности S(x) (кривая 1), соответству-
ющий колебаниям x(t), фрагмент которых показан на рис. 2, b. Кривая 2
отображает спектр мощности S(u), соответствующий воздействующим
колебаниям u(t). Видно, что в соответствии с диаграммой, представле-
ной на рис. 1, a, и фрагментом реализации колебаний, показанным на
рис. 2, b, спектр мощности S(x) является непрерывным и имеет относи-
тельно малые перепады спектральной плотности мощности колебаний.
Форма спектра S(x) существенно отличается от спектра S(u), соответ-
ствующего воздействующим колебаниям, что свидетельствует об отсут-
ствии эффекта хаотической синхронизации. При этом, как показывает
численный анализ, даже увеличение γ до значения γ = 1 не приводит к
существенному изменению спектра S(x). В то же время при регулярных
колебаниях x(t), полученных за счет уменьшения запаздывания в цепи
обратной связи до величины τ = 0.04, при увеличении γ возможно
возбуждение нерегулярных движений. Это иллюстрируется рис. 3, b, на
котором приведены спектры мощности, соответствующие колебаниям,
возбуждающимся при различных значениях γ (γ = 0.000001 (кривая 1),
γ = 0.1 (кривая 2), γ = 1 (кривая 3)) в случае, когда τ = 0.04, а осталь-
ные параметры те же, что и при расчете рис. 2, b. Видно (кривая 3),
что при γ = 1 спектр, отображая нерегулярный характер колебаний,
становится широкополосным. В то же время он существенно отлича-
ется от спектра мощности воздействующих колебаний u(t): по форме
кривая 3 рис. 3, b даже ближе к кривой 1 на рис. 3, a. Возможно, что
в этом проявляется асинхронное взаимодействие между управляемыми
и управляющими колебаниями, которое, как известно [7], существенно
усложняет спектр колебаний управляемых движений даже в простых
системах с регулярной динамикой.

Приведенные результаты численного анализа свидетельствуют о
возможности возбуждения в генераторе типа Ван дерПоля−Дюффинга,
имеющем характеристику рэлеевского типа, развитого хаоса при ис-
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Рис. 3. Спектры мощности колебательных процессов: a — спектрограмма
колебаний x(t) при τ = 0.8 (кривая 1) и спектрограмма воздействующего
сигнала u(t) (кривая 2); b — спектры, соответствующие колебаниям x(t) при
τ = 0.04, когда γ = 0.000001 (кривая 1), γ = 0.1 (кривая 2), γ = 1 (кривая 3).

пользовании относительно малого запаздывания в цепи обратной связи.
Непрерывно действующие нерегулярные колебания, выполняющие роль
начальных условий, изменяют структуру колебательного процесса в
рассматриваемом генераторе даже при слабых воздействиях, в связи
с чем представляется, что в реальных генераторах с хаотической
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динамикой неизбежна стохастизация колебаний. Время установления
процесса стохастизации сокращается при увеличении интенсивности
собственных шумов.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 07-02-00351).

Список литературы

[1] Дмитриев А.С., Кислов В.Я. Стохастические колебания в радиофизике и
электронике. М.: Наука, 1989, гл. 2. С. 107.

[2] Xu J., Chung K.W. // Physica D. 2003. V. 180. P. 17−39.
[3] Kakmeni F.M.M., Bowong S., Tchawoua C., Kaptouom E. // Journal of Sound

and Vibration. 2004. V. 277. N 11. P. 783−799.
[4] Кальянов Э.В. // Письма в ЖТФ. 2006. Т. 32. В. 6. С. 29−35.
[5] Талагаев Ю.В., Тараканов А.Ф. // Письма в ЖТФ. 2006. Т. 32. В. 24. С. 1−9.
[6] Mackey M.C., Glass L. // Science. 1977. V. 197. N 4300. P. 287−289.
[7] Железовский Б.Е., Кальянов Э.В. Многочастотные режимы в приборах СВЧ.

М.: Связь, 1978. гл. 4. С. 151.

Письма в ЖТФ, 2009, том 35, вып. 22



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 2.00000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 2.00000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 2.00000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


