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Рассматривается случай, когда электрон-электронные столкновения начинают
сказываться на свойствах максвелловской плазмы. Применяется двухпарамет-
рическое кинетическое уравнение, учитывающее эти столкновения. Получено
аналитическое выражение продольной проницаемости плазмы. Когда частота
электрон-электронных столкновений стремится к нулю, полученные результаты
переходят в классические. Проведен анализ различных предельных случаев.

PACS: 52.35.-g, 52.20.-j, 52.25.-b

Диэлектрическая проницаемость является одной из основных ха-
рактеристик плазмы. Знание этой величины необходимо для описания
процесса распространения и затухания плазменных волн, скин-эффекта
и механизма проникновения электромагнитных волн в плазму (см.,
например, [1–3]).

В настоящее время широко применяется интеграл с постоян-
ной частотой столкновений [4]. В частности, для слабоионизованной
плазмы используется τ — приближение интеграла столкновений:
J1[ f ] = ν1( f ei

0 − f ), ν1 = 1/τ1, где ν1 — частота электрон-ионных столк-
новений, f ei

0 — максвелловская функция распределения электронов,
устанавливающаяся в результате столкновений электронов с тяжелой
компонентой (с ионами и нейтральными атомами),

f ei
0 = n

(
β

π

)3/2

exp[−βv2],

β = m
2kBT , m — масса электрона, n(r, t) — их концентрация, kB —

постоянная Больцмана, T — температура плазмы.
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Эта модель основана на предположении, что рассеяние электронов
носит изотропный характер, при этом в результате рассеяния электроны
утрачивают полностью свой первоначальный импульс. Известно, что
τ -модель [5,6] адекватно описывает динамику слабоионизованной плаз-
мы [4]. Для сильноионизованной плазмы становятся существенными
электрон-электронные столкновения. При таких столкновениях полный
импульс электронной подсистемы сохраняется. Это обстоятельство
оказывает существенное влияние на динамику плазмы, особенно на ее
электропроводность, а именно электропроводность плазмы определяет
ее диэлектрическую проницаемость.

Аналогичная проблема возникла при описании свойств плазмы
в металле, где при низких температурах становятся существенными
электрон-электронные столкновения (см., например, [5–7]). Для опи-
сания влияния этих столкновений на поведение плазмы был разра-
ботан двухпараметрический интеграл столкновений, который является
обобщением релаксационной τ -модели [8]. Этот обобщенный интеграл
столкновений был успешно применен для описания электропроводности
тонких пленок (см. [8,9]), а также при изучении аномального скин-
эффекта в металле (см. [10–14]). Цель нашей работы состоит в
применении аналогичного подхода для описания диэлектрической про-
ницаемости сильноионизованной плазмы, когда электрон-электронные
столкновения оказывают существенное влияние на ее динамику.

Итак, τ -модель [12,13] не во всех случаях адекватно описывает рас-
сеяние электронов. Эта модель предполагает, что рассеяние полностью
изотропное. В действительности электроны, претерпевшие рассеяние
в объеме, могут частично сохранять свой импульс. Чтобы учесть
это обстоятельство, в работе предлагается естественно обобщение
интеграла столкновений J1[ f ]:

J2[ f ] = ν1( f ei
0 − f ) + ν2( f ee

0 − f ),

где τ2 = 1/ν2, ν2 — частота столкновений электронов с электро-
нами, f ee

0 — максвелловская функция распределения электронов,
устанавливающаяся в результате электрон-электронных столкновений
с сохранением полного импульса электронной подсистемы, f ee

0 =
= n

(
β
π

)3/2
exp[−β(v − u)2], где u(r, t) — скорость электронов.

Интеграл столкновений J2[ f ] естественно называть (τ1, τ2)-модель-
ным интегралом столкновений, а кинетичеcкое уравнение с этим
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интегралом столкновений

∂ f
∂t

+ v
∂ f
∂r

+ eE
∂ f
∂p

= ν1( f ei
0 − f ) + ν2( f ee

0 − f )

будем называть двухпараметрическим кинетическим уравнением [12,13].
Найдем выражение для продольной диэлектрической проницаемости

сильноионизованной плазмы, которая характеризует электромагнитные
свойства плазмы по отношению к продольному полю. Для изотропной
плазмы тензоры σi j и εi j можно представить в виде

εi j =
(
δi j −

kik j

k2

)
εtr +

kik j

k2
εl, σi j =

(
σi j −

ki k j

k2

)
σ tr +

ki k j

k2
σ l .

Тензоры εi j и σi j связаны соотношением εi j = δi j + 4π
ω
σi j , где δi j —

символ Кронекера.
Будем считать, что электрическое поле в плазме меняется по

гармоническому закону как в пространстве, так и во времени. Ось x
проведем вдоль направления изменения электрического поля. Тогда бу-
дем иметь E = (E, 0, 0), где E(x , t) = E0ei(kx−ωt). Введем безразмерные

параметры: C =
√

Bv, b = ν2
ν
, e(x , t) =

√
2eE(x ,t)
ν
√

mkBT
, ν = ν1 + ν2. Если искать

функцию f в виде f = f 0(C)[1 + f 1], где f 0(C) = n0
(
β
π

)3/2
exp(−C2), то

для функции f 1 получаем уравнение:

∂ f 1
∂t

+ Cx
∂ f 1
∂x

+ f 1 = e(x , t)Cx

+
1

π3/2

∫
exp(−C

′2)[1+ 2bCC′] f 1(x , C′, t)d3C′. (1)

Параметр b (0 � b < 1) есть отношение частоты межэлектронных
столкновений к полной частоте рассеяния электронов. Для слабоиони-
зованной плазмы b � 1. Для сильноионизованной плазмы b ∼ 1. Этот
параметр будем называть столкновительным параметром частотности
или, кратко, параметром частотности.

Решение уравнения (1) ищем в виде бегущей волны f 1 =
= e j(kx−�t)ϕ(Cx ), � = ωτ = ω

ν
. Получаем уравнение относительно

функции ϕ:

ϕ(μ)(w0 + ikμ) = (α0E0 + 2bA1)μ + A0, w0 = 1− i�, μ = Cx , (2)
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где

α0 =

√
2e

ν
√

mkBT
, An =

1√
π

∫
exp(−u2)unϕ(u)du, n = 0, 1. (3)

Из уравнений (2) и (3) находим

ϕ(μ) =
α0E0

w0 + ikμ
(1− T0)μ + T1

(1− T0) − 2b[(1 − T0)T2 + T 2
1 ]
.

Здесь

Tm ≡ Tm(�, k) =
1√
π

∞∫
−∞

exp(−μ2)μm

1+ i(kμ −�)
dμ, m = 0, 1, 2.

Рассмотрим плотность электрического тока jx = σ lE0, откуда для
продольной проводимости получаем:

σ l = σ0 f l(�, k, b), σ0 =
ne2

mν
, (4)

где σ0 — стандартная проводимость плазмы, а f l(�, k, b) — безразмер-
ная продольная проводимость

f l(�, k, b) =
1

�(�, k) − b
, �(�, k) =

0.5

T2 + T 2
1 /(1− T0)

.

Нетрудно проверить, что f l(0, 0, 0) = 1. Следует подчеркнуть, что
изменение параметра b существенно влияет на значения продольной
проводимости (рис. 1). Анализ графика показывает, что с ростом
параметра частотности b модуль продольной проводимости монотонно
возрастает. В то же время с увеличением � наблюдается его убывание.

В высокочастотном пределе (�→ ∞) продольная проводимость
имеет вид

σ l(�, k, b) =
iσ0

�− 2b
.

Отсюда при b = 0 получаем классическое выражение для продоль-
ной проводимости для слабоионизованной газовой плазмы [1,14].

Из формулы (4) при b = 0 в длинноволновом пределе (k → 0) полу-
чаем известную формулу проводимости Друде σD(�) : σD(�) = σ0

1−i� .

Письма в ЖТФ, 2009, том 35, вып. 17



14 А.В. Латышев, Т.В. Терешина, А.А. Юшканов

Рис. 1. Зависимоcть | f l(�, 0, b)| от параметра частотности b. Кривые 1, 2, 3
отвечают значениям � = 0, 10−2, 10−1.

Для описания продольной диэлектрической проводимости при про-
межуточных значениях величины �(0 � � < ∞) будем исследовать
отношение ψ(�, k, b) = σ l(�, k, b)/σD(�).

На рис. 2 представлена зависимость действительной части ψ(�, k, b)
от величины �. Из приведенных графиков следует, что с возрастанием
волнового числа k максимумы действительной части ψ(�, k, b) увели-
чиваются, сдвигаясь вправо.

На рис. 3 представлены графики зависимости модуля ψ(�, k, b) от
частоты внешнего поля. Из рисунков видно, что при данных значениях
параметра частотности зависимость модуля величины ψ(�, k, b) носит
немонотонный характер. Проведенный анализ показывает, что наиболее
существенный вклад в поведение модуля рассматриваемого отношения
параметр b вносит в низкочастотном случае и при промежуточных
значениях �. При этом в указанном частотном диапазоне |ψ(�, k, b)|
увеличивается с ростом параметра b.

Учитывая связь тензора диэлектрической проницаемости плазмы с
тензором проводимости, имеем

εl(�, k, b) = 1+
4πi
ω

σ0 f l(�, k, b).

Письма в ЖТФ, 2009, том 35, вып. 17
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Рис. 2. Зависимость Reψ от величины �. Кривые 1, 2, 3 отвечают значениям
k = 1, 3, 10; b = 0.35.

Рис. 3. Зависимость |ψ| от величины �. Кривые 1, 2, 3 отвечают значениям
b = 0.1, 0.35, 0.7; k = 2.
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Заметим, что продольная диэлектрическая проницаемость связана с дис-
персионной функцией �(z ) = 1− w−1

0 + λC(z )w−1
0 − 2z 2λC(z )(γw0)−2 в

задаче о колебаниях плазмы [15] равенством

εl =
w0�(z )

w0 − 1+ λC(z ) + 2bw0(w0 − 1)z 2λC(z )
, γ =

ν

ωp
, (5)

где ωp — частота плазменных колебаний, λC(z ) — дисперсионная
функция ван Кампена

λC(z ) = 1+
z√
π

∞∫
−∞

exp(−u2)du
u − z

.

Величина εl , согласно (4) и (5), является комплексной, что означает
наличие диссипации энергии электрического поля в плазме [1,2].

В данной работе получены формулы для вычисления продольной
диэлектрической проницаемости в сильноионизованной невырожденной
плазме. Установлено существенное влияние межэлектронных столк-
новений на эту характеристику плазмы. Следовательно, электрон-
электронные столкновения необходимо учитывать в экспериментальных
разработках.

Выявлена зависимость решения от параметра частотности b. Прове-
ден анализ зависимости импеданса от величины частотного параметра
плазмы. Полученные результаты совпадают с классическими в случае
b = 0.

Учет скорости обмена энергией в столкновениях электронов с
электронами и с тяжелой компонентой существенен для рассмотрения
термических свойств плазмы. Для расчета проводимости и диэлектри-
ческой проницаемости плазмы наиболее существенным является учет
релаксации импульса электронов. Существенно то, что при электрон-
электронных столкновениях суммарный импульс электронной подсисте-
мы сохраняется, в то время как при электрон-ионных столкновениях
электроны устрачивают свой импульс. Это обстоятельство решающим
образом сказывается на проводимости и диэлектрической проницаемо-
сти плазмы.

Аналогичный двухпараметрический интеграл стлкновений ранее
был уже успешно использован для описания влияния электрон-элек-
тронных столкновений на электропроводность металлических пленок и
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поверхностный импеданс металла. Отметим, что случай, когда время
релаксации зависит линейно от скорости электронов, рассмотрен в [16],
где исследована проводимость и диэлектрическая проницаемость невы-
рожденной плазмы.
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