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Впервые получены точные явные безынтегральные выражения для инте-
гральных функций Дебая, а также безынтегральное выражение теплоемкости
k-мерной кристаллической решетки в зависимости от температуры. Выражения
содержат полилогарифмы и дзета-функцию Римана.

PACS: 02.30.Gp, 65.40.Ba

Интегральные функции Дебая, энергии и теплоемкости соответ-
ственно

DEk(x) =
k

xk+1

x∫
0

tkdt
exp t − 1

, (1)

DCk(x) =
k
xk

x∫
0

tk+1 exp(−t)dt
[1− exp(−t)]2

(2)

представляют собой математические элементы теории теплоемкости
k-мерного кристалла [1,2] (в разных источниках множители перед инте-
гралами могут различаться). Важность этих функций иллюстрируется
тем, что по данным поиска в Интернете их включают в уравнения
состояния твердых материалов в более чем 103 оригинальных работах
(например, [3–5]); их свойства описаны практически во всех учебниках
по статистической физике и физике твердого тела (например, [6–8]),
а также в монографиях (например, [9–11]). Функция (1) внесена и в
знаменитый математический справочник [12].
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В теории теплоемкости функции Дебая (1) и (2) возникают при
интегрировании планковских выражений для фононной плотности со-
стояний решетки.

Считается (в [10,11] об этом сказано прямо), что функции Де-
бая, даже для частного случая k = 3, нельзя представить в явном
безынтегральном виде конечной комбинации известных функций. Это
обстоятельство затрудняет их использование в аналитических теориях
твердого тела, а выражения, содержащие функции Дебая в интегральной
форме, имеют незавершенный вид.

Поэтому функции Дебая подробно табулированы [12–14], для них
уже в течение многих десятилетий ищутся всевозможные удобные
аппроксимации [14–16].

Вместе с тем ранее предпринимались попытки получить точные
аналитические выражения для (1), (2). Уже достаточно давно заметили,
что интеграл (1) при замене x в верхнем пределе на бесконечность
выражается через дзета-функцию Римана. Так, в работе [17] достаточно
простым способом (с помощью разложения в ряд Фурье) получено
точное выражение предела (1) при x →∞ и k = 3. Аналогичный
результат получен в [1] для произвольного натурального k. Можно,
например, еще указать на разложение (1) в бесконечный степенной ряд
с помощью чисел Бернулли (п. 27.1 в [12]), справедливый при |x| < 2π
и k > 1:

DEk(x) =
1
x
− 1

2
k

k + 1
+

k
x

k∑
m=1

B2mx2m

(2m+ k)(2m)!
, (3)

а также на бесконечное разложение [12], справедливое при x > 0 и
k > 1:

DEk(x) =
k

xk+1

{ ∞∑
m=1

exp(−mx)

×
[

xk

m
+

kxk−1

m2
+

k(k + 1)xk−2

m3
+ . . . +

k!
mk+1

]}
. (4)

В п. 1.12.5 книги [18] о полилогарифмах кратко упомянута функция
Дебая (1) и приведено ее безынтегральное выражение для частного слу-
чая k = 2 от комбинации 33-функции Куммера с элементарными функ-
циями. Это дало нам основание предположить, что безынтегральное
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конечное выражение для (1) и (2) при произвольных целых k получить
все-таки можно, причем основу новых выражений должны составлять
полилогарифмы или родственные им функции (дзета-функция Римана
относится к их числу).

В данной работе мы впервые приводим такие точные явные
безынтегральные выражения для (1) и (2) в виде конечной комбинации
известных функций, вопреки сложившемуся мнению о невозможности
этого сделать.

Итак, для любого положительного целого k справедливы

DEk(x) =
k

xk+1

[
(−1)kk!ζ (k + 1)

+
k∑

m=0

(−1)k−m+1 k!
m!

xmLik−m+1(exp x)

]
− k

k + 1
, (5)

DCk(x) =
k
xk

{
(k + 1)!ζ (k + 1)−

k+1∑
m=0

(k + 1)!
m!

xmLik−m+1[exp(−x)]

}
,

(6)
где ζ (x) — дзета-функция Римана [19], Liv(x) — полилогарифм [18,20],
а суммы, как видно, конечны.

Доказательство (5) и (6) достаточно простое. Действительно,
неопределенные интегралы в (1) и (2) c точностью до произвольной
константы имеют вид∫

tkdt
exp t − 1

=
k∑

m=0

(−1)k−m+1 k!
m!

tmLik−m+1(exp t) − tk+1

k + 1
, (7)

∫
tk+1 exp(−t)dt
[1− exp(−t)]2

= −
k+1∑
m=0

(k + 1)!
m!

tmLik−m+1[exp(−t)]. (8)

В их верности легко убедиться простым дифференцированием пер-
вообразных, применяя правило дифференцирования полилогарифма
d
dx Lik(x) = 1

x Lik−1(x). Подставляя (7) и (8) в исходные интегралы (1)
и (2), используя формулу Ньютона−Лейбница с учетом Lik(1) = ζ (k),
а затем, умножая их на соответствущие множители, получим (5) и (6).
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Особое значение для теории Дебая теплоемкости твердых тел имеют
эти функции при k = 3. Приведем для справки их внешний вид:

DE3(x) =− 1
5
π4

x4
− 3

4
+

3
x

ln(1− exp x) +
9
x2

Li2(exp x)

− 18
x3

Li3(exp x) +
18
x4

Li4(exp x), (9)

DC3(x) =
4
5
π4

x3
+

3x exp(−x)
[exp(−x)− 1]

+ 12 ln[1− exp(−x)]

− 36
x

Li2[exp(−x)]− 72
x2

Li3[exp(−x)]− 72
x3

Li4[exp(−x)]. (10)

Для упрощения записи в (9), (10) мы воспользовались

Li0(x) =
x

1− x
, Li1(x) = − ln(1− x), (11)

а также тем, что для четных аргументов значения дзета-функции Римана
определяются как

ζ (2n) = (−1)n−1 (2π)2n

2(2n)!
B2n, (12)

где B2n — числа Бернулли [12,21]. В частности, B4 = −1/30 и
ζ (4) = π4/90.

Отрицательные аргументы обеих функций — отрицательные темпе-
ратуры — не имеют физического смысла. Но с математической точки
зрения полезно знать, что сумма DEk(x) + k/2(k + 1) есть нечетная
функция, а DCk(x) и dDEk(x)/dx — четные функции. Непосредствен-
ной подстановкой можно проверить и следующие функциональные
тождества

d
dx

[xDEk(x)] =
k

exp(x)− 1
− kDEk(x), (13)

DCk(x) = xDEk(x)− x
d
dx

[xDEk(x)]. (14)
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Графики зависимости (15) теплоемкости k-мерного кристалла от приведенной
температуры; номер кривой равен величине k.

В заключение отметим, что значения вычисленных интегралов,
согласно [9], входят в математические выражения практически всех
термодинамических величин твердых тел; здесь приведем лишь точное
безынтегральное безразмерное выражение для теплоемкости k-мерного
кристалла в теории Дебая:

CV(T) = DCk

(
TD

T

)
, (15)

в котором TD — температура Дебая. На рисунке представлены зависи-
мости (15) теплоемкости от температуры при различных значениях k.1

Таким образом, в данной работе впервые получены точные выраже-
ния для функций Дебая в безынтегральной форме.

Работа одного из нас (А.Е. Дубинова) поддержана грантом прави-
тельства Нижегородской области.

1 На рисунке среди прочих приведена кривая температурной зависимости теплоемкости
4-мерного кристалла. Этим мы, во-первых, показываем тенденцию в эволюции кривых при
росте k, а во-вторых, напоминаем, что в некоторых теориях твердого тела (например,
ренормализационной теории фазовых переходов [22]) 4-мерный кристалл занимает
математически привилегированное положение на множестве k-мерных кристаллов.
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