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На примере двух связанных систем Ресслера показано, что режим обобщен-
ной синхронизации может быть рассмотрен как частный случай синхронизации
временны́х масштабов, описанный в работе Короновского А.А., Храмова А.Е. //
Письма в ЖЭТФ. 2004. Т. 79. В. 7. С. 391.

Явление хаотической синхронизации является одним из фундамен-
тальных феноменов, активно изучаемых в последнее время [1–3]. Это
явление имеет важное не только теоретическое, но и прикладное
значение (в частности, в биологических задачах [4,5], при передаче
информации с помощью детерминированных хаотических колебаний [6]
и т. д.). В настоящее время различают несколько различных типов
хаотической синхронизации, таких как обобщенная [7,8], фазовая [9,10],
лаг [11] и полная синхронизация [12]. В работах [13,14] было показано,
что фазовая, лаг и полная синхронизации тесно связаны между собой
и, по сути дела, являются проявлением одного и того же вида
синхронной динамики временны́х масштабов связанных хаотических ос-
цилляторов; при этом характер синхронного режима (фазовая, лаг или
полная синхронизация) определяется количеством синхронизованных
временны́х масштабов, вводимых с помощью непрерывного вейвлетного
преобразования [15].

В настоящей работе показано, что режим обобщенной синхрониза-
ции также, по сути, является частным случаем синхронного поведения
временны́х масштабов связанных хаотических осцилляторов.

Обобщенная синхронизация [7,8], введенная в рассмотрение для
однонаправленно связанных динамических систем, означает, что суще-
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ствует некоторая функциональная зависимость F[·] между состояниями
хаотических осцилляторов, т. е. x2(t) = F[x1(t)]. Эта функциональная
зависимость может быть весьма сложной, однако существуют методы,
позволяющие определить явление синхронизации однонаправленно свя-
занных хаотических осцилляторов (см., например, [7,16,17]).

Временно́й масштаб s и ассоциированная с ним фаза φs(t) вводятся
в рассмотрение с помощью непрерывного вейвлетного преобразования

W(s, t0) =

+∞∫
−∞

x(t)ψ∗s,t0
(t)dt, (1)

где ψs.t0(t) — вейвлетная функция, получающаяся из материнского
вевлета ψ0(t):

ψs,t0(t) =
1√
s
ψ
( t − t0

s

)
. (2)

Временно́й масштаб s определяет ширину вейвлета ψs,t0(t), t0 —
временно́й сдвиг вейвлетной функции вдоль оси времени, символ „∗“
в соотношении (1) означает комплексное сопряжение. В качестве
материнского вейвлета используется Морлет-вейвлет

ψ0(η) =
1

4
√
π

exp( j�0η) exp
(−η2

2

)
. (3)

Выбор значения параметра вейвлета �0 = 2π обеспечивает соотноше-
ние s = 1/ f между временны́м масштабом s вейвлетного преобразова-
ния и частотой f преобразования Фурье. Интегральное распределение
энергии вейвлетного спектра по временны́м масштабам определяется
как

〈E(s)〉 =
∫
|W(s, t0)|2dt0. (4)

Расмотрим временны́е реализации x1,2(t) двух связанных хаотиче-
ских осицилляторов. Если существует некоторый диапазон временны́х
масштабов [sm; sb], такой, что для любого временно́го масштаба
s ∈ [sm; sb] выполняется условие захвата фаз

|φs1(t)− φs2(t)| < const (5)
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и доля энергии вейвлетного спектра, приходящаяся на этот диапазон,
отлична от нуля

Esnhr =

sb∫
sm

〈E(s)〉ds> 0, (6)

то временны́е масштабы s ∈ [sm; sb] являются синхронизованными, а ха-
отические осцилляторы находятся в режиме синхронизации временны́х
масштабов.

В качестве двух однонаправленно связанных хаотических осцилля-
торов, демонстрирующих режим обобщенной синхронизации, выберем
системы Ресслера

ẋ1 = −ω1y1 − z1,

ẏ1 = ω1r 1 + ay1,

ż1 = p + z1(x1 − c), (7)

ẋ2 = ω2y2 − z2 + ε(x1 − x2),

ẏ2 = ω2x2 + ay2

ż2 = p + z2(x2 − c),

где x1 = (x1, y1, z1)T и x2 = (x2, y2, z2)T — векторы состояний пер-
вой (ведущей) и второй (ведомой) систем соответственно. Значения
управляющих параметров выбраны следующими: ω1 = 0.8, ω2 = 1.0,
a = 0.15, p = 0.2, c = 10 и ε = 0.2. При данных значениях управляю-
щих параметров в системе реализуется режим обобщенной синхрониза-
ции (см. подробнее [18]), в то время как режим фазовой синхронизации
не наблюдается.

Почему в данном случае невозможно выявить режим фазовой
синхронизации, хотя имеет место обобщенная синхронизация, стано-
вится ясно из анализа поведения временны́х масштабов. Фурье-спектры
связанных хаотических осцилляторов показаны на рис. 1, a. Видно,
что в спектре присутствуют основные спектральные компоненты с
частотами f 1 = 0.125 и f 2 = 0.154. Анализ поведения временны́х мас-
штабов показывает, что временны́е масштабы s1 = 1/ f 1 = 8 связанных
осцилляторов, соответствующие частоте f 1 (и масштабы, близкие к s1),
оказываются синхронизованными, в то время как временны́е масштабы
s2 = 1/ f 2 ' 6.5 и близкие к ним демонстрируют несинхронное пове-
дение (рис. 1, b). Поскольку обе частоты в спектре оказывают влияние
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Рис. 1. a — фурье-спектры для первой (ведущей) и второй (ведомой) систем
Ресслера (7). Параметр связи ε = 0.2. b — нормированное распределение
энергии в вейвлетном спектре 〈E(s)〉 для первой (1) и второй (2) систем
Ресслера (7). Временны́е масштабы, показанные стрелочками, соответствуют
частотам f 1 = 0.125 и f 2 = 0.154 соответственно. На правом рисунке приведе-
на разность фаз φs1(t)−φs2(t) для различных временны́х масштабов. В системе
реализуется режим обобщенной синхронизации (a, b).

на мгновенную фазу хаотического сигнала, вводимую тем или иным
образом (см. подробнее [9]), а временны́е масштабы, соответствующие
частоте f 2, оказываются несинхронными, то и явление фазовой синхро-
низации не диагностируется (см. также [19]).
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Причина такого поведения временны́х масштабов становится понят-
ной из анализа вейвлетных спектров 〈E(s)〉 обеих систем (рис. 1).
Временно́й масштаб s1 ведущей системы Ресслера характеризуется
большим значением энергии, в то время как доля энергии, приходящей-
ся на этот масштаб в ведомой системе, достаточно мала. Вследствие
этого ведущая система навязывает свою динамику ведомой системе
на временно́м масштабе s1. Напротив, доля энергии, приходящейся на
временно́й масштаб s2 ведущей системы, мала, а ведомой — велика; и
соответственно ведущая система не может навязывать свою динамику
ведомой системе, а следовательно, временны́е масштабы s2 остаются
несинхронизованными. По мере дальнейшего увеличения параметра
связи ε диапазон синхронизованных масштабов [sm, sb] расширяется,
и в тот момент, когда все временны́е масштабы становятся синхронизо-
ванными, в системе возникает режим лаг-синхронизации.

Картину синхронизации временны́х масштабов количественно ил-
люстрирует риc. 2, a, на котором показаны зависимости верхней sb

и нижней sm границ области масштабов, для которых выполняется
условие синхронизации временны́х масштабов (5) и (6), от параметра
связи ε. Хаотическая синхронизация возникает при ε ' 0.1, когда
начинает наблюдаться некоторый диапазон масштабов 1s = (sb − sm),
для которого имеет место захват фаз. Далее, с ростом ε наблюдает-
ся расширение области синхронизованных временны́х масштабов 1s,
пока все масштабы не становятся синхронизованными (режим lag-
синхронизации).

Удобной характеристикой описания степени хаотической синхро-
низации двух хаотических подсистем может служить относительная
величина энергии вейвлетного спектра, приходящаяся на синхронные
масштабы [13]:

ρ =

sb∫
sm

E(s)ds
/ ∞∫

0

E(s)ds, (8)

где E(s) — интегральное распределение энергии вейвлетного спектра
по масштабам, определяемое формулой (4).

Соответствующая зависимость ρ(ε) представлена на рис. 2, b. Видно,
что с ростом параметра связи имеет место увеличение доли энергии
хаотического колебательного процесса, приходящейся на синхронизо-
ванные масштабы. При больших параметрах связи (ε > 1.5) величина ρ
стремится к единице. Последнее означает, что вся энергия хаотических
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Рис. 2. Зависимости: a — нижней sm и верхней sb границ области синхрони-
зованных масштабов, b — величины относительной энергии, приходящейся на
синхронные масштабы ρ для системы Ресслера от величины параметра связи ε.

колебаний приходится на синхронизованные масштабы, и в системе,
как уже отмечалось выше, устанавливается режим lag-синхронизации.
Иными словами, поведение связанных хаотических осцилляторов, де-
монстрирующих режим обобщенной синхронизации с точки зрения
синхронизации временны́х масштабов, оказывается точно таким же, как
и в случае фазовой синхронизации (см. [13,14]).
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Таким образом, все различные режимы хаотической синхро-
низации (фазовая синхронизация, обобщенная синхронизация, лаг-
синхронизация и идентичная синхронизация) обусловлены синхронным
поведением определенного диапазона временны́х масштабов. Иными
словами, можно говорить о том, что для связанных хаотических
осцилляторов существует единый тип синхронного поведения — син-
хронизация временны́х масштабов, а все остальные виды хаотической
синхронизации являются частными случаями синхронизации временны́х
масштабов.
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