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Разработана теория диффузного рассеяния рентгеновских лучей от кристал-
лического слоя с хаотически распределенными в латеральном направлении
квантовыми кольцами. Модель квантового кольца выбрана в виде фигуры,
образованной внешним усеченным конусом и вложенным внутренним перевер-
нутым усеченным конусом („кратером“). Проведено численное моделирование
карт распределения интенсивности рассеяния в обратном пространстве от
эпитаксиального слоя с квантовыми кольцами разной формы. Показано, что
угловое распределение диффузного рассеяния существенно зависит как от
наклона образующей внешнего контура квантового кольца, так и от формы и
размеров кратера.

PACS: 61.46.Db, 68.65.-k

Морфология низкоразмерных структур, в частности квантовых
точек, сильно зависит от ростовых условий. Различные по форме
квантовые точки в виде линз, капель, пирамид, конусов и т.д. создаются
в результате вариаций потоков молекулярных пучков, изменений ро-
стовых температур и скоростей, причем немаловажная роль отводится
процессу прерывания эпитаксиального роста. Более того, при опре-
деленных технологических режимах самоорганизованные квантовые
точки, например в форме линз, трансформируются в наноразмерные
островки в виде „вулканов“ [1]. Этот новый тип наноструктур получил
название квантовых колец. Кольцевая геометрия этих низкоразмерных
объектов представляет особый интерес в связи с магнитооптическими
и электронными применениями (см. [2] и приведенную в этой работе
литературу). Поэтому большое внимание уделяется исследованию тех-
нологических процессов формирования формы и размеров квантовых
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колец [3–6]. Для анализа морфологических особенностей квантовых
колец на поверхности эпитаксиального роста широко применяется
метод атомно-силовой микроскопии [1,3–6]. Однако возможности этого
метода ограничены толщинами исследуемых слоев. Поэтому для верти-
кального массива из слоев с квантовыми кольцами результаты атомно-
силовой микроскопии регистрируются последовательно за каждым оче-
редным нанесением разделительного слоя [7]. Контроль всей системы
с вертикально упорядоченными квантовыми кольцами проводится с
помощью просвечивающей электронной микроскопии [7]. С другой
стороны, существуют неразрушающие рентгеновские методы контроля
устойчивости нанообъектов после нанесения сверху разделительных
слоев [8]. Недавние исследования квантовых колец базируются на
методах зеркального малоуглового рассеяния [9] и дифракции в сколь-
зящей геометрии [9,10] Современные достижения высокоразрешающей
рентгеновской дифрактометрии показали перспективность изучения са-
моорганизованных наноструктур с привлечением диффузного рассеяния
рентгеновских лучей [11]. Несмотря на богатый экспериментальный
материал по диффузному рассеянию на низкоразмерных структурах, в
ряде случаев отсутствуют соответствующие теории, и анализ дифрак-
ционных данных преимущественно проводится в рамках численного
метода конечных элементов [11]. В частности, отсутствует теория
диффузного рассеяния от эпитаксиального слоя с квантовыми кольцами.
Настоящая работа посвящена разработке этой теории.

Рассмотрим диффузное рассеяние рентгеновских лучей на кристал-
лическом слое толщиной l с латерально распределенными квантовыми
кольцами. Пусть δu(r) — случайные атомные смещения, вызванные
хаотическими нарушениями кристаллической структуры из-за возник-
новения кольцеобразных наноструктур. Интенсивность диффузионного
рассеяния как функцию вектора q, определяющего отклонение вектора
рассеяния kh − k0 от узла обратной решетки, где k0,h — волновые
векторы падающего и дифракционного рентгеновского пучка, запишем
в виде

I d
h(q) = |ah|2(1− f 2)S0lτ (q), (1)

где S0 — площадь засветки рентгеновским пучком поверхности
кристаллического слоя, f = 〈exp(i hδu)〉 — [12] статический фактор
Дебая−Валлера, характеризущий пространственные нарушения кри-
сталлического слоя (величина статического фактора зависит от кон-
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Рис. 1. Модель квантового кольца.

центрации квантовых колец в слое), 〈. . . 〉 означает статистическое
усреднение, h — вектор обратной решетки, ah — рассеивающая
способность среды [13].

Корреляционный объем τ (q) можно представить в виде [14]

τ (q) ≈ c
(2π)2Vc(1− f 2)

|D(q)|2. (2)

Здесь

D(q) =
∫

(1− exp(i hδu(r)) exp(i qr)dr, (3)

c — концентрация квантовых колец в слое, Vc — объем элементарной
ячейки кристалла. Интенсивность диффузного рассеяния (1) с учетом
сделанных выше преобразований может быть представлена как

I d
h(q) = KD |D(q)|2. (4)

Коэффициент KD = c|ah|2(S0l/Vc)/(2π)2 является постоянной величи-
ной, следовательно, функция D(q) приобретает смысл амплитуды
диффузного рассеяния.

Модель квантового кольца выбрана в виде фигуры, образованной
внешним усеченным конусом и вложенным внутренним перевернутым
усеченным конусом меньшего радиуса и меньшей высоты (рис. 1). Поля
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атомных смещений для данной модели запишутся как

δu(r)=


random, for R1 − z tan(α) 6

√
x2 + y2 6 R2 + z tan(β),

(z 6 h1) (z 6 h2)
0, for

√
x2 + y2 < R1 − z tan(α),

√
x2 + y2 > R2 + z tan(β),

(5)
где R1 и R2 — радиусы внутренного и внешнего усеченных конусов
при значении z = 0, h1 и h2 — соответственно высоты этих конусов,
α и β — углы между высотой и образующей внутреннего и внешнего
конуса. Модель квантовых колец, определенная (5), в общем случае
соответствует форме „вулкана“. Такая форма чаще всего встречается
на изображениях, полученных с помощью атомно-силовой микроско-
пии [1,3–8]. Если углы α и β равны нулю и h1 = h2, то выражение (5)
описывает объект в виде прямого полого цилиндра (диска).

Используем (5) для вычисления амплитуды диффузного рассеяния
D(q). Интегрирование в (3) выполним в цилиндрической системе
координат. После несложных математических преобразований получим

D(q) = 8(q; h2,R2, β)− 8(q; h1,R1, α). (6)

Здесь 8(q; h,R, γ) = 2π
h∫

0
dzexp(iqzz)R+z tan γ

q0
J1(q0[R+z tan γ]) — функ-

ция форм-фактора квантового кольца, q0 =
√

q2
x +q2

y , J1(q0R) — функ-

ция Бесселя первого порядка.
Для расчетов двумерных карт распределения интенсивности диф-

фузного рассеяния в обратном пространстве следует воспользоваться
следующим выражением [15]:

I d
h(qx, qz) =

+∞∫
−∞

dqy|D(q)|2. (7)

Соотношение (7) с учетом (6) для квантовых колец разной кон-
фигурации использовалось в процедуре вычислений двумерных карт
интенсивностей диффузного рассеяния (рис. 2). Все вычисления прове-
дены для наноструктур, вершина которых имеет вид кольца с внешним
радиусом R2 = 60 nm и внутренним радиусом (радиусом „кратера“)
R2 = 40 nm. Высота квантового кольца h2 = 4 nm. Изменение формы
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Рис. 2. Расчетные карты распределения интенсивности диффузного рассеяния
от эпитаксиального слоя с квантовыми кольцами разной формы: a — α = −60◦,
β = 60◦, h1 = 4 nm и h2 = 4 nm; b — α = 0◦, β = 60◦, h1 = 0 и h2 = 4 nm;
c — α = 0◦, β = 0◦, h1 = 4 nm и h2 = 4 nm.
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Рис. 2 (продолжение).

нанообъекта осуществлялось вариацией углов наклона образующих
конусов α и β и глубиной „кратера“ h1. Отношение между соседними
изодиффузными линиями представлено в логарифмическом масштабе и
составляет 0.316.

Для колец вулканообразной формы (α = −60◦, β = 60◦ и h1 = 4 nm)
картина диффузного рассеяния характеризуется расщеплением горизон-
тальной полосы на два направления, показанные штриховыми линиями
(рис. 2, a). Эти направления зависят от угла наклона боковых поверхно-
стей квантовых колец относительно оснований. Такое же расщепление
наблюдается для модели наноостровков в отсутствие „кратеров“, т. е.
в случае трансформации квантовых колец в квантовые точки в форме
усеченного прямого конуса (рис. 2, b). Если форма квантового кольца
соответствует прямому полому цилиндру, то картина диффузного рассе-
яния формируется в виде двух перпендикулярных полос в вертикальном
и латеральном направлении (рис. 2, c).

В заключение отметим, что в рассматриваемой теории все кванто-
вые кольца имеют один и тот же размер, что, безусловно, не соответ-
ствует реальной ситуации. Поэтому на всех картах угловое распреде-

Письма в ЖТФ, 2009, том 35, вып. 1



Теория диффузного рассеяния рентгеновских лучей... 47

ление интенсивности диффузного рассеяния имеет явно выраженный
осцилляционный характер. Для анализа экспериментальных измерений
в рамках настоящей теории необходимо проводить статистическое
усреднение как по размерам, так и по форме квантовых колец [16,17].

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 07-
02-00090-a).
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