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Найдено приближенное аналитическое решение уравнений Такаги для
амплитуд дифрагированной и проходящей волн при обратном отражении
плоской рентгеновской волны от упруго изогнутого кристалла. В случае строгой
обратной дифракции найденное решение является точным.

Целью настоящего сообщения является аналитическое решение
уравнений Такаги для амплитуд дифрагированной и проходящей волн
при обратном отражении монохроматической рентгеновской волны от
изогнутого идеального кристалла.

Пусть рентгеновская волна E0(r, t) = E0(r, ω)e0 exp(ik0r− iωt), ис-
пущенная источником S (рис. 1), прошедшая через монохроматор,
выделяющий частоту ω, падает под углом ϕ0 к нормали n к поверхности
изогнутого кристалла в его центре. Здесь ω — частота волны, e0 —
вектор поляризации для падающей волны. Рентгеновскую поляризуе-
мость χ(r) кристалла разложим в ряд Фурье, оставив в нем три члена:

χ(r) =
∑
0,±h

χh exp
{

ih[r− u(r)]
}
. (1)

Здесь χh = χhr + iχhi — фурье-компоненты рентгеновской поляризу-
емости идеального кристалла, r(x, y) — радиус-вектор атома в неизо-
гнутом кристалле. Предположим, что ϕ0 6 |χhr |1/2, т. е. падающая волна
полностью отражается кристаллом в обратном направлении. В случае,
если ϕ0 � |χhr |1/2, можно считать, что θB 6= π/2. Аналитическое реше-
ние уравнений Такаги для этого случая получено в [1–3]. Дифракцион-
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Рис. 1. Принципиальная схема отражения плоской синхротронной волны,
испущенной источником S, от цилиндрически изогнутого кристалла. n —
единичная внутренняя нормаль к поверхности кристалла.

ное отражение в направлении волнового вектора kh является упругим
и когерентным, т. е. k2h = k20 = ~2.

Рассмотрим одномерно изогнутый кристалл, когда hu =
= ~(x2/Rx + z2/Rz). Здесь h — вектор обратной решетки идеального
кристалла, u — вектор упругого смещения атомов кристаллической
решетки, Rx — радиус изгиба кристалла в плоскости дифракции,
определяемой векторами k0 и n, радиус Rz выражается через
компоненты обратного тензора модулей упругости [4,5].

В работе [6] система дифференциальных уравнений Такаги [7,8] была
сведена к дифференциальному уравнениню второго порядка для Eh:

d2Eh/dz2 + A(z)dEh/dz + B(z)Eh(z) = 0, (2)
где

A(z) = A1 + A2z, A1 = 2i (1θ)2, A2 = 2i~/Rz, B(z) = B1 + B2z,

B1 = ~2{χ0(χ0 + α) − χhχ−h}/4, B2 = −~2(χ0 − α)/Rz,

α = −4(1θ)2, 1θ = θ − π/2,

θ — угол скольжения для падающей плоской волны.
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Рис. 2. Границы области применимости уравнений (2) и (10). Уравнения
линий OB и OA: |x| = 10 tgϕ0z. Область, в которой справедливы уравнения (2)
и (10) и, следовательно, полученные решения уравнений Такаги, лежат левее
линии OA и правее линии OB.

Уравнение (2) было выведено для (x, z)-области внутри кристал-
ла при условии x � z tgϕ0, где с учетом сделанного выше заме-
чания tgϕ0 ∼ |χhr |1/2 (рис. 2). Заметим, что при строгом обратном
отражении, когда ϕ0 = 0, уравнение (2) справедливо при любых x и z.

Решение уравнения (2) имеет вид:

Eh(z) = (2π)−1

+∞∫
−∞

dkGh(k) exp(ikz), (3)

где

Gh(k) = exp(−ik2/2A2 − A1k/A2 + B2k/A2
2)(1 + ikA2/B2)−A

3 (iB2)−1,

(4)

A3 = (A1A2B2 − B2
2 − B1A

2
2 − A3

2)/A3
2 . (5)

Можно убедиться в том, что для идеального неизогнутого кристал-
ла (A2 → 0, B2 → 0)Gh(k) пропорциональна дельта-функции δ(k − ε1,2),
где ε1,2 — ошибки возбуждения для идеального кристалла:

ε1,2 =
{

iA1 ± (−A2
1 + 4B1)1/2

}/
2. (6)
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Амплитуда для дифрагированной волны Eh может быть представлена
как в интегральной форме (3), так и в виде бесконечного ряда Лорана.
Действительно, разложим функцию (1 + ikA2/B2)−A

3 в ряд

(1 + ikA2/B2)−A
3 =1+

∞∑
n=0

{
0(n+1+A3)/0(A3)(n+1)!

}
(−ikA2/B2)n+1.

(7)
Здесь 0(x) — гамма-функция.

Тогда интеграл (3) равен:

Eh(z) = (iπB2)−1

{ +∞∫
0

dkexp(−k2/2|A2|) cos(A1k/A2 − B2k/A2
2 + kz)

+
∞∑

n=0

{0(n + 1 + A3)/0(A3)(n + 1)!} (−iA2/B2)n+1

×
+∞∫
0

dkexp(−k2/2|A2|) cos(A1k/A2 − B2k/A2
2 + kz)kn+1

}
. (8)

Учтем, что cos x = (πx/2)1/2J−1/2(x), где J−1/2(x) — функция Бесселя
порядка −1/2 вещественного аргумента. Используя теперь формулу
Вебера–Сонина [9] для вычисления интегралов в (8), найдем амплитуду
Eh(z):

Eh(z) = (iπB2)−1

{
(2πA2)1/2 exp(−a2A2)

+
∑(

0(n + 1 + A3)0(1 + n/2)/0(A3)(n + 1)!
)

× (2−1−n/2A−1−n/2
2 )(−iA2/B2)n+1

1F1(1 + n/2; 1/2;−a2A2)
}
. (9)

Здесь коэффициент a = A1/A2 − B2/A2
2 + z > 0, 1F1(α; β; z) — вы-

рожденная гипергеометрическая функция.
Полная амплитуда дифрагированной волны Eh(r) = Eh(z)Eh(x), где

Eh(x) = exp(−i~x2/Rx).
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Для амплитуды E0(z) проходящей волны при тех же предположени-
ях, что и при выводе уравнения (2), получаем следующее дифференци-
альное уравнение:

d2E0/dz2 − A(z)dE0(z)/dz + C(z)E0(z) = 0, (10)
где

C(z) = C1 + C2z, C1 = B1, C2 = −~2χ0/Rz.

Конечное выражение для E0(z) определяется формулой (8), в
которой надо сделать замены: A1 → −A1, A2 → −A2, B2 → C2.

Диапазон углов ϕ0, для которых справедливы уравнения (2) и (10),
определяется неравенством: sinϕ0Eh(z)dEh(x)/dx � cosϕ0Eh(x) ×
×dEh(z)/dz, откуда с учетом явного вида Eh(x) получаем:

tgϕ0 � Rx(2~x)−1|d lnEh(z)/dz|. (11)

Неравенство (11) выполняется, в частности, для строгой обратной
дифракции, когда ϕ0 ≡ 0. Когда ϕ0 6= 0, неравенство (11) хорошо вы-
полняется для tgϕ0 � x/z. Для слабо изогнутого кристалла с большим
радиусом кривизны Rx , когда отражательная способность кристалла
близка к отражательной способности плоского идеального кристалла,
условие (11) принимает вид: tgϕ0 � Rxε(2~x)−1, где ε — ошибки
возбуждения для идеального кристалла. Видно, что для идеального
кристалла диапазон углов ϕ0 очень широк и выходит за пределы
области полного обратного отражения.

Заметим в заключение, что уравнения (2) и (10), а следовательно,
и решения этих уравнений были получены для падения рентгенов-
ской волны на кристалл, близкого к нормальному, т. е. γ0 = −γh

∼=
∼= (1− ϕ2

0)
1/2 ∼= 1.

Для обратной дифракции с направляющими косинусами γ0 =
= −γh � 1− |χhr |/2, т. е. далеко за пределами области полного обратно-
го отражения, применима „обычная“ динамическая теория дифракции.
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