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Показано, что классический метод обработки данных разрезного стержня
Гопкинсона применим только к акустически „мягким“ материалам, акусти-
ческий импеданс которых мал по сравнению с акустическим импедансом
материала измерительных стрежней. Некритическое применение классического
метода к материалам с высоким акустическим импедансом, таким, например,
как керамика, или к материалам с высокой вязкостью может приводить к
неприемлемо большим ошибкам. Предложена физически последовательная
теория обработки данных разрезного стержня Гопкинсона.

Дан критический анализ классического метода обработки данных
разрезного стержня Гопкинсона — Split-Hopkinson Pressure Bar (SHPB)
(рис. 1). Этот метод получения реологических данных при скоростях
нагружения 100−104 s−1 имеет более чем 50-летнюю историю и стал
практическим стандартом реологических исследований [1–9]. Самые
разнообразные материалы исследовались с помощью этого метода.

1. Классический анализ SHPB и природа проблемы. Классическая
теория (см., например, [8]) рассматривает образец, зажатый между
двумя идентичными упругими стержнями. Эффективная деформация
образца εs может быть выражена через смещения поверхностей
„образец−стержни“ (рис. 2) следующим образом:

ε̄s =
(
UT(t) −UI (t)

)
/H. (1)

В свою очередь, смещения (в силу непрерывности смещений на
границах) могут быть выражены с помощью деформаций в падающей
εI (t, 0), отраженной εR(t, 0) и прошедшей εT(t, H) волнах, приведенных
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Рис. 1. Схема установки Гопкинсона: 1 — ударник, 2 — входной стержень,
3 — образец, 4 — выходной стержень, 5, 6 — сенсоры.

Рис. 2. Граничные условия для одномерной задачи: UI — смещение границы
входной стержень−образец, uI — смещение частиц в падающей волне на
границе входной стержень−образец, uR — смещение частиц в отраженной
волне на границе входной стержень−образец, UT — смещение границы
образец−выходной стержень, uT — смещение частиц в прошедшей волне на
границе образец−входной стержень.

к поверхностям „образец−стержни“:

dUI

dt
= −c

(
εI (t, 0) − εR(t, 0)

)
,

dUT

dt
= −cεT(t, H). (2)

Тогда
dε̄(t)

dt
=

c
H

(
εI (t, 0) − εR(t, 0) − εT(t, H)

)
. (3)

Здесь c — скорость звука в материале стержней, H — толщина
образца, UI — смещение поверхности входного (incident) стержня,
UT — смещение поверхности выходного (transmitter) стержня.

С другой стороны, силы, действующие на образец, могут быть
представлены следующим образом:

FI = AE
(
εI (t, 0) + εR(t, 0)

)
, FT = AEεT(t, H). (4)
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В классическом анализе предполагается, что эти силы находятся в
равновесии, так что

FI = FT . (5)

Следовательно, согласно классическому рассмотрению, используя (4),
имеем

εI (t, 0) + εR(t, 0) − εT(t, H) = 0. (6)

Исключая εT(t, H) с помощью уравнения (6) из (3), получаем

dε̄(t)
dt

= −2c
H

εR(t, 0). (7)

Эффективное напряжение в образце определяется следующим образом:

σ̄ =
FI + FT

2As
=

AE
2As

(
εI (t, 0) + εR(t, 0) + εT(t, H)

)
=

AE
As

εT(t, H). (8)

Здесь A и As — площади сечения соответственно стержней и образца,
а E — упругий модуль стержней, который предполагается известным.
Уравнения (7) и (8) выражают эффективные деформацию и напряжения
образца через акустические данные, которые могут быть измерены в
стержнях и представляют собой математическую модель классического
метода обработки данных.

Несмотря на кажущуюся правдоподобность приведенной логики,
уравнения (7) и (8) содержат математический и физический дефекты.
Чтобы прояснить природу проблемы, предположим, что равенство (5)
выполняется только приблизительно и, таким образом, имеется некото-
рое (пусть малое) отклонение сил от равновесия 1F :

1F = FT − FI . (9)

Повторяя предыдущие выкладки, но учитывая наличие пусть малого, но
конечного отклонения от равновесия, немедленно получаем:

σ̄ =
FI + FT

2As
=

AE
As

(
εT(t, H) − 1F(t)

2AE

)
, (10)

dε̄(t)
dt

= −2c
H

(
εR(t, 0) +

1F(t)
2AE

)
. (11)

Уравнение (10) эквивалентно классическому уравнению (8), если мож-
но пренебречь величиной 1F(t)

2AE по сравнению с εT(t, H); Kolsky [5],
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Gray III [8] и Ravichandran и Subhash [10] обсуждали это условие.
Однако уравнение (11) становится эквивалентным классическому урав-

нению (7), только если условие |εR(t,0)| �
∣∣∣1F(t)
2AE

∣∣∣ также выполняется.

Таким образом, наша главная цель теперь — найти величину 1F(t)
AE и

сравнить ее с εR(t, 0).
2. Одномерная модель распространения волн в SHPB. Для

простоты обсудим только случай произвольного линейного образца.
Этот случай перекрывает, однако, широкий спектр материалов, таких
как линейно-упругие материалы, вязкие материалы, материалы с регу-
лярной и сингулярной памятью [11–17] и т. д. Следуя классическому
рассмотрению, обратимся к одномерной модели SHPB. В этом случае
естественно использовать разложение полей в стержнях и образце по
гармоникам. Мы будем при анализе использовать положительный знак
в экспоненциальном факторе iωt . Граничные условия между образцом
и стержнями могут быть представлены в виде

x = 0 :

{
uI (t, 0) + uR(t, 0) = uS(t, 0)

A(σI (t, 0) + σR(t, 0)) = ASσS(t, 0)

}

x = H :

{
uS(t, H) = uT(t, H)

ASσS(t, H) = AσT(t, H)

}
. (12)

После довольно громоздких, но простых вычислений, по сути по-
вторяющих рассмотрение рапространения волн в трехслойной си-
стеме, которое можно найти, например в [17] (в этой монографии
Л. Бреховских использует обратный знак в экспоненциальном факторе
(−iωt), что приводит к обратному знаку коэффициента отражения)
средние напряжение и деформации образца могут быть представлены
в следующем виде:

σ̄ (ω) =
1
2

A
As

(1− r 2) + (1− r 2 f −)eiωτs − r ( f − − 1)eiωτs

(1− r 2)
σT(ω, H), (13)

ε̄(ω) = − c
H

(
(1− r 2)e−iωτs − r ( f − − 1) − 1 + r 2 f −

r ( f − − 1)

)
εR(ω, 0)

iω
, (14)

где

f −(ω) = e−2iωτs ; τs =
H

cs(ω)
; τ =

H
c
; r (ω) =

Asρscs(ω) − Aρc
Asρscc(ω) + Aρc

. (15)
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Величина r (ω) — это обычный коэффициент отражения от границы
стержень−образец. В общем случае „скорость волн“ может быть
комплексной величиной.

3. Квазистатическое приближение. Фронты распространяющихся
импульсов нагрузки обычно размазаны геометрической и/или физиче-
ской дисперсией волн в стержнях. В результате характерное время
нагружения обычно заметно больше, чем время прохождения сигнала
через образец, τs(ω). Тогда для наших целей можно использовать только
низкочастотную асимптотику точных выражений (13), (14). Мы будем
именовать эту асимптотику „квазистатическим приближением“.

Разлагая f −(ω) и e±iωτs в ряды по степеням ωτs и подставляя ре-
зультат в уравнения (13) и (14), сохраняя только первые неисчезающие
члены и возвращаясь назад от частотного к временно́му представлению,
имеем:

σ̄ (ω) ≈ A
As

σT(ω, H),
dε̄(t)

dt
≈ −2c

H

(
1 + K̂(0)

ε

)
εR(t, 0), (16a,b)

где

K̂(0)
ε ≡ −F−1

(
1 +

(1− r (ω))2

4r (ω)

)

= −F−1

(
1 +

1
γ2(ω) − 1

)
= −F−1

(
γ2(ω)

γ2(ω) − 1

)
.

(17)

Здесь F−1 — обратное преобразование Фурье и γ(ω) ≡ Asρscs(ω)
Aρc —

отношение полных импедансов образца и стержней. Обратим внимание
на то, что в частном случае линейно-упругого образца оператор K̂(0)

ε

есть просто умножение на число, так как в этом случае γ не зависит
от частоты и, как нетрудно видеть, ядро оператора K̂(0)

ε есть дельта-
функция Дирака.

Уравнение (16a) для среднего напряжения полностью идентично со-
ответствующему классическому уравнению (8). Однако уравнение (16b)
для средней деформации существенно отличается от уравнения (7).
Оно содержит дополнительный операторный множитель (1 + K̂(0)

ε ). Оче-
видно, что классическое уравнение (7) для эффективной деформации
справедливо только, если оператор K̂(0)

ε мал и, следовательно, согласно
уравнению (17), только если импеданс образца мал по сравнению с
импедансом стержней.
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Нетрудно проверить, что уравнение (9) может быть представлено в
квазистатическом приближении как:

εI (t, 0) + εR(t, 0) − εT(t, H) = K̂(0)
ε · εR(t, 0). (18)

Сопоставление уравнений (18) и (6) полностью проясняет природу
математической ошибки классического анализа стержня Гопкинсона,
представленного во многих учебниках и статьях. При классическом
подходе пренебрегается членом K̂(0)

ε εR(t, 0), который в общем случае
имеет тот же порядок величины, что и оставленный член εR(t, 0).
На деле, если предполагать, что силовое равновесие существует в
форме уравнения (5), необходимо с той же точностью полагать, что
в уравнении (6) εR(t, 0) = 0! Это утверждение имеет ясный физический
смысл: тело в состоянии полного равновесия не может производить
работу и, в частности, генерировать отраженный сигнал.

4. Сравнение с классическим методом для линейно-упругого
образца. Рассматривая частный случай линейно-упругого образца, мож-
но определить эффективный упругий модуль материала следующим
образом:

Es =
σ̄

ε̄
= −(1− γ2)

A
As

E
εT(t, H)

2c
H

t∫
0
εR(t, 0)dt

= (1− γ2)E(cl)
s , (19)

где

E(cl)
s = − A

As
E

εT(t, H)

2c
H

t∫
0
εR(t, 0)dt

(20)

— эффективный модуль, определенный с помощью классических
выражений (7) и (8). Рассмотрим случай стальных стержней
(c ∼ 5.13 km/s, ρ ∼ 7.85 g/cm3) и керамического образца
(c ∼ 9.74 km/s, ρ ∼ 3.90 g/cm3) равного диаметра. В этом случае γ =
= ρscs

ρc = 1.061. Тогда эффективная деформация образца равна
ε̄ = 8.98ε̄cl , что почти в девять раз (!) больше, чем предсказывается
классическим методом. Соответственно эффективный упругий модуль,
рассчитанный классическим методом, будет почти в девять раз больше,
чем модуль, рассчитанный по представленному методу. Формально
можно произвольно уменьшить импеданс образца, используя образцы
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достаточно малого размера. Однако эта возможность сильно ограничена
из-за возникновения паразитных отражений от ненагруженной части
поверхности стержней. Практически площадь образца не может быть
сделана меньше 0.6−0.7 площади сечения баров. Детальное обсуждение
этого факта может быть найдено в [8], а теоретический анализ влияния
отклонений от одномерной модели — в [18].

В принципе, из (20) можно немедленно убедиться, что классический
метод приводит в некоторых случаях к физически абсурдным результа-
там. Так, например, в соответствии с (20) этот метод предсказывает
бесконечный модуль для образца (того же диаметра), выполненного
из того же материала, что и стержни (в этом случае εT(t, H) 6= 0,
εR(t, H) ≡ 0), и даже отрицательный модуль для образцов, акустически
более жестких, чем стержни (в этом случае для падающего импульса

сжатия εT(t, H) < 0,
t∫
0
εR(t, H)dt < 0). В то же время наше выраже-

ние (19) предсказывает правильный знак во всех случаях, поскольку
величина (1− γ2) меняет знак для жестких образцов и влечет к
неопределенному (0/0) выражению, если γ = 1. В последнем случае это
неопределенное выражение может быть легко вычислено с помощью
правила Лопиталя и дает в пределе γ → 1 и ρs = ρ правильный
результат: Es = E (в этом можно немедленно убедиться, к примеру, с
помощью уравнения (21) следующего раздела, поскольку в этом случае
εR(ω, 0) → 0 и величина ζ (ω) стремится к бесконечности).

5. Обработка данных SHPB в общем случае. В общем случае
реологическое уравнение для линейных материалов имеет вид σ̄ (t) =
= Ês · ε̄(t), где Ês — некоторый линейный (интегродифференциальный)
оператор. В частотном представлении этот оператор может быть
представлен как Ê(ω) = σ̄ (ω)

ε̄(ω) . Используя уравнение (19) и учитывая,

что γ(ω) =
√

ρsEs(ω)√
ρE

, во временно́м представлении можно найти опера-
торный модуль среды:

Ês = −F−1

(
iωτ A

2As
ζ (ω)(

1− iωτ A
2As

ρs

ρE ζ (ω)
)
)
, ζ (ω) =

σT(ω, H)
εR(ω, 0)

. (21)

Однако поскольку Фурье-спектры измеряемых величин σT(ω, H) и
εR(ω, 0) ограничены в частотной области, величина ζ (ω) плохо опре-
делена в области высоких частот и для практических применений
необходимо использовать некоторые регуляризующие процедуры.
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6. Заключение. Мы показали, что классический метод обработ-
ки данных разрезного стержня Гопкинсона содержит существенные
дефекты и в результате может применяться только к исследованию
реологических свойств материалов с акустическим импедансом, суще-
ственно более низким, чем акустический импеданс материала стержней.
Мы предложили также универсальную процедуру обработки данных
разрезного стержня Гопкинсона.
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