
Журнал технической физики, 2013, том 83, вып. 12

01

О самосогласованных состояниях плоского вакуумного диода

с пучком электронов

© В.И. Кузнецов, А.Я. Эндер

Физико-технический институт им. А.Ф. Иоффе РАН,

194021 Санкт-Петербург, Россия

e-mail: victor.kuznetsov@mail.ioffe.ru

(Поступило в Редакцию 26 ноября 2012 г.)

Дана полная классификация самосогласованных стационарных решений вакуумного диода плоской геомет-

рии с моноэнергетическим потоком электронов. Приведены формулы для расчета распределений потенциала

всех типов, а также максимального тока, который может быть пропущен через диод в стационарном режиме,

при произвольной величине внешнего напряжения. Исследована устойчивость решений.

Введение

История изучения интенсивных электронных потоков,

в которых влияние собственного пространственного за-

ряда на транспортировку пучка играет важную роль, на-

считывает уже около 100 лет [1–20]. Если на начальных

этапах исследования были связаны в основном с элек-

тронной оптикой (cм., например, [21]), то в последнее

время интерес к диоду с пучком электронов проявляется

в самых различных областях физики и техники: это ге-

нераторы СВЧ-излучения и ускорительная техника [22],
ионные диоды в термоядерном синтезе [23], диоды с по-

левой эмиссией и вакуумная микроэлектроника [24], ла-
зерные принтеры и копировальная техника [16], техноло-
гические процессы, связанные с изготовлением полупро-

водников и полупроводниковых диодов [25], технология
изготовления плоскопанельных дисплеев на основе элек-

тронной эмиссии из углеродных нанотрубок [26] и т. д.

Впервые диод плоской геометрии, в котором пучок

электронов с малым разбросом по скоростям движется

в вакууме без столкновений, теоретически изучался

В.Р. Бурсианом [3]. В этой работе было обнаружено

и объяснено явление обрыва тока при превышении

плотностью тока пучка некоторой пороговой величины.

Поэтому естественно называть это устройство диодом

Бурсиана. Важной особенностью такого диода является

то, что ток в нем замыкается через внешнюю цепь,

т. е. обеспечивается обратная связь между электродами.

Из-за наличия этой связи при фиксированных величинах

внешнего напряжения и межэлектродного промежутка

существует предельная плотность тока JSCL, который

может быть пропущен через диод в стационарном ре-

жиме. Если сделать ток чуть больше предельного, в

диоде разовьется апериодическая неустойчивость Бур-

сиана [11], которая завершается переходом на слаботоч-

ную ветвь. Наличие двух ветвей позволяет использовать

диод Бурсиана в качестве ключевого элемента (см.,
например, [27,28]).
При определенных условиях на слаботочной ветви

могут возникнуть сильно нелинейные колебания, со-

провождающиеся электромагнитным излучением, что

делает такое устройство привлекательным для прило-

жений [22]. Характерные черты колебательных режимов

рассмотрены в [29].

В последнее время повышенный интерес к диодам

с пучком электронов проявляется в основном в связи

с тем, что такие сравнительно простые устройства

демонстрируют многие черты нелинейных динамических

систем. Процессы, развивающиеся в межэлектродном

промежутке, можно изучать теоретически, а полученные

результаты проверять экспериментально. Однако наблю-

дается интерес и к изучению стационарных состояний

диода. Например, недавно появилась работа [30], в

которой изучались стационарные решения на сильно-

точной ветви. В настоящей работе рассмотрены все

типы самосогласованных стационарных решений как для

режима без отражения, так и с отражением электронов.

Проведено исследование устойчивости всех решений и

построены границы областей, соответствующих устой-

чивым решениям.

1. Стационарные решения диода

Будем рассматривать вакуумный диод плоской гео-

метрии, в котором нерелятивистский поток элек-

тронов с функцией распределения по скоростям

f 0(v) = n0 · δ(v − v0) (n0 и v0 — начальные концен-

трация и скорость электронов) поступает с эмиттера

(z = 0) и движется без столкновений в самосогласо-

ванном электрическом поле. Моноэнергетический поток

электронов будем называть пучком. Коллектор располо-

жен на расстоянии d от эмиттера. Между электродами

приложена постоянная разность потенциалов U . Будем

считать, что при достижении любого из электродов

частицы поглощаются.

При изучении характеристик диода Бурсиана, а также

плазменных диодов с пучком электронов, в качестве

единиц длины и энергии удобно использовать пучковую

дебаевскую длину λD , которая определяется энергией

Wb и плотностью тока Jb влетающих в межэлектрод-

ный промежуток электронов, и кинетическую энергию
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пучка Wb :

λD =

[

2ǫ0Wb

e2n0

]1/2

=

(

8ǫ20
e2m

)1/4
W 3/4

b

J1/2
b

≈ 0.3238 · 10−2 V 3/4
b

J1/2
b

[cm],

Wb = mv2
0/2. (1)

Здесь плотность тока пучка Jb = en0v0 и ускоряющее

напряжение Vb = Wb/e выражены соответственно в ам-

перах на квадратный сантиметр и в вольтах; e и m —

заряд и масса электрона, а ǫ0 ≈ 8.854 · 10−12 c2/N ·m2.

Такое определение дебаевской длины было предложено

в [11] и широко использовалось в [13,20].
В дальнейшем будем использовать следующие без-

размерные величины: координату ζ =z/λD , время

τ = tv0/λD , скорость u = v/v0, потенциал η = e8/(2Wb),
напряженность электрического поля ε = eEλD/(2Wb) и

плотность тока j = J/Jb. Удобство использования таких

безразмерных величин обусловлено, в частности, тем,

что стационарные решения диода Бурсиана параметризу-

ются всего двумя безразмерными величинами: межэлек-

тродным расстоянием δ = d/λD и внешним напряжением

V = eU/(2Wb).
При внешнем напряжении V > −1/2 для стационар-

ных решений диода Бурсиана характерны распределения

потенциала (РП) с минимумом 0 > ηm ≥ −1/2, лежа-

щим внутри межэлектродного промежутка: 0 < ζm < δ .

При этом, если величина минимума оказывается меньше

начальной энергии электронов, все вылетевшие с эмит-

тера электроны достигают коллектора — это режим без

отражения электронов (рис. 1, кривая 1) [13].
Когда |ηm| становится равным начальной энергии элек-

тронов, т. е. 8m = −Wb/e, в точке минимума потенциала

часть электронов пучка отражается и возвращается

обратно на эмиттер. Это решение называется решением

с виртуальным катодом (ВК), а режим — режимом с от-

ражением электронов (рис. 1, кривая 3). Если минимум

потенциала оказывается на коллекторе, реализуются мо-

нотонные РП. Отметим, что ε0 ≤ 0 реализуются только

монотонные РП (рис. 1, кривая 2).
При V < −1/2 в точке ζr , где потенциал становится

равным −1/2, все электроны пучка отражаются, так что

в промежутке ζr < ζ ≤ δ электронов нет. В этом случае

реализуется режим с полным отражением электронов,

и потенциал монотонно убывает с ростом координаты

(рис. 1, кривая 4).
В [3] было впервые показано, что в некотором интер-

вале значений Jb в диоде с пучком электронов при одних

и тех же значениях тока и внешнего напряжения могут

существовать три решения, причем по крайней мере

одно из них всегда является решением с отражением

электронов. В точке, где η = −1/2, часть электронов

пучка отражается от ВК и возвращается обратно на

эмиттер. В результате конвективный ток на коллекторе

Рис. 1. Различные типы распределений потенциала в диоде

Бурсиана: 1 — РП с минимумом в режиме без отражения

электронов (ηm > −1/2), 2 — монотонные РП с ε0 < 0,

3 — РП с минимумом в режиме с частичным отражением

электронов (ηm = −1/2), 4 — РП в режиме с полным отра-

жением электронов (V < −1/2).

оказывается меньше входящего тока. В математической

модели функция распределения (ФР) электронов по

скоростям выбиралась монокинетической. В этом случае

возможность
”
расщепления“ пучка электронов в точ-

ке отражения оправдана тем, что в реальных устрой-

ствах поступающие с эмиттера электроны всегда имеют

небольшой разброс по скоростям. Для количественного

описания частичного отражения электронов от ВК в

стационарном режиме Бурсиан ввел коэффициент от-

ражения электронов r , равный отношению числа отра-

женных к числу летящих с эмиттера электронов. Тогда

безразмерная плотность тока на коллектор, т. е. доля

электронного потока, прошедшего за точку отражения,

j = 1− r .
В одномерном случае для нахождения стационарных

решений достаточно воспользоваться законом сохране-

ния энергии, уравнением неразрывности и уравнением

Пуассона. Закон сохранения энергии электрона можно

записать в виде

u2/2− η = 1/2. (2)

В случае без отражения электронов из уравнения

неразрывности следует

j = nu = 1. (3)

Таким образом, если плотность входящего тока принять

за единицу, то концентрация частиц n(ζ ) в точке ζ , где

электрон имеет скорость u(ζ ), равна 1/u(ζ ). В случае

с отражением электронов в области, расположенной

между эмиттером и виртуальным катодом, существуют

два потока — прямой и обратный. Поскольку в стацио-

нарном случае в любой точке ζ скорости прямых и
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обратных частиц совпадают по абсолютной величине,

плотности прямых и обратных частиц равны соответ-

ственно 1/u(ζ ) и r/|u(ζ )|. Таким образом, в этой области

полная концентрация электронов равна (1 + r)/u(ζ ).
Справа от ВК существует поток электронов с весом

1− r . Поэтому общее выражение для концентрации

электронов в диоде имеет вид

n(ζ ; r) = u−1H(ζ ; r),

H(ζ ; r) = (1 + r)2(ζr − ζ ) + (1− r)2(ζ − ζr ). (4)

Здесь функция 2(x) равна 1 при x > 0 и 0 при x < 0.

Уравнение Пуассона имеет вид

d2η

dζ 2
= n. (5)

Подставляя (2), (4) в (5), получим нелинейное обыкно-

венное дифференциальное уравнение 2-го порядка для

нахождения η:

d2η

dζ 2
=

1√
1 + 2η

H(ζ ; r). (6)

Граничные условия

η(0) = 0, η(δ) = V. (7)

Сначала рассмотрим режим без отражения электро-

нов. Здесь r = 0 и H(ζ ; 0) ≡ 1. Уравнение (6) легко ин-

тегрируется как влево, так и вправо от точки минимума

потенциала, и PП дается неявной формулой

ζ = ζm ∓
(√

2/3
)

[

(

√

1 + 2η −
√

1 + 2ηm

)3/2

+ 3
√

1 + 2ηm

(

√

1 + 2η −
√

1 + 2ηm

)1/2
]

. (8)

Здесь знак
”
−“ соответствует области ζ < ζm, а ”

+“—

ζ > ζm. Видно, что распределение потенциала симмет-

рично относительно своего минимума. Положение этого

минимума дается формулой

ζm =
(√

2/3
)(

1−
√

1 + 2ηm

)1/2 (

1 + 2
√

1 + 2ηm

)

, (9)

которая получается из (8) с учетом граничных условий

на эмиттере ζ = 0, η = 0. В формулы (8) и (9) в качестве
параметра входит потенциал в минимуме ηm. При анали-

зе решений в качестве параметра удобнее использовать

напряженность электрического поля на эмиттере ε0.

Чтобы найти связь между ε0 и ηm, нужно один раз

проинтегрировать уравнение (6)

dη
dζ

= ±
(

ε20 + 2
√

1 + 2η − 2
)1/2

, (10)

и воспользоваться условием равенства нулю напряжен-

ности электрического поля в точке минимума потенциа-

ла:
√
1 + 2ηm =

(

2− ε20
)

/2. Тогда получим

ηm = −ε20
(

4− ε20
)

/8. (11)

Рис. 2. Зависимость напряженности электрического поля у

эмиттера от величины межэлектродного зазора для стационар-

ных решений. Кривая I — V = 0 (δBF = 23/2/3, δSCL = 4/3),
II — −0.4, III — +0.2 [20].

В результате формулы (8) и (9) примут соответственно

вид

ζ = ε0
(

3− ε20
)

/3∓
[

(

2
√

1 + 2η − 2 + ε20

)3/2

+ 3(2− ε20)
(

2
√

1 + 2η − 2 + ε20

)1/2
]

/6, (12)

ζm = ε0
(

3− ε20
)

/3. (13)

После подстановки граничного условия на коллекторе

η(δ) = V в (12), получаем алгебраическое уравнение, из

которого при заданных внешнем напряжении V и вели-

чине межэлектродного промежутка δ можно найти ε0:

δ = ε0
(

3− ε20
)

/3 +

[

(

2
√
1 + 2V − 2 + ε20

)3/2

+ 3(2− ε20)
(

2
√
1 + 2V − 2 + ε20

)1/2

/6. (14)

Зависимость (14) является основной при анализе ста-

ционарных состояний диода Бурсиана. Для того чтобы

понять, как решения ведут себя с изменением тока

пучка Jb, удобно изображать их точками на плоско-

сти {ε0, δ}, поскольку при фиксированных Wb и d
(энергии электронов и величине межэлектродного зазо-

ра) δ ∼ J1/2
b . При фиксированном внешнем напряжении

V точка, соответствующая решению, с изменением δ

описывает некоторую кривую на плоскости {ε0, δ}. При-

меры такой зависимости представлены на рис. 2 для ряда

значений V . Три ветви стационарных решений в лите-

ратуре получили название normal C branch (ветвь 1),
overlap C branch (ветвь 2) и B branch (ветвь 3) [7].
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Правая точка бифуркации (точка SCL — Space-

Charge-Limited point) на каждой кривой ε0(δ) соответ-

ствует максимальной плотности тока, который может

быть пропущен через диод плоской геометрии в ста-

ционарном режиме при заданном внешнем напряжении.

Эта предельная плотность тока, JSCL, получила название

порог Бурсиана [11]. При произвольном значении внеш-

него напряжения U эта величина равна

JSCL(U) = 2ǫ0

(

2e
m

)1/2

δ2SCL(U)
V 3/2

b

d2

≈ 1.048 · 10−5δ2SCL(U)
V 3/2

b

d2

[

A

cm2

]

,

δSCL(U) =

√
2

3

[

1 +

(

1 +
U
Vb

)1/2]3/2

. (15)

Здесь ускоряющее напряжение Vb = Wb/e и величина

межэлектродного зазора d выражены соответственно

в вольтах и сантиметрах. При U = 0 δSCL = 4/3, и

формула (15) переходит в известную формулу Бурсиа-

на [3]. Отметим, что задача о вычислении предельных

токов для различных пучковых конфигураций подробно

рассмотрена в [31].
Следует обратить внимание на то, что в тот момент,

когда плотность входяшего тока достигает значения

JSCL, величина потенциала в минимуме (ηm) всегда боль-
ше −1/2, т. е. здесь не возникает отражения электронов.

Например, в короткозамкнутом диоде ηm = −0.375. Та-

ким образом, в диодах с моноэнергетическим потоком

электронов, имеющим ненулевую начальную скорость,

величина предельной плотности тока не связана с огра-

ничением тока пространственным зарядом. Возникнове-

ние точки бифуркации SCL — это просто следствие

нелинейности задачи [18]. Ошибочное мнение об огра-

ничении предельного тока пространственным зарядом

возникло, по-видимому, из аналогии с задачей, рас-

смотренной Ленгмюром [32], где с эмиттера электроны

поступают с полумаксвелловской функцией распределе-

ния по скоростям, а не с δ-функцией с v0 > 0, и при

любой величине минимума потенциала (ηm < 0) часть

электронов отражается обратно на эмиттер. Ситуации

в задаче Ленгмюра скорее соответствует левая точка

бифуркации на зависимости ε0(δ) (рис. 2) — мы ее

обозначаем BF, в которой действительно имеет место

ограничение тока пространственным зарядом.

Легко показать, что монотонные РП также определя-

ются по формуле (12), где знаки
”
−“ и

”
+“ отвечают

случаю ε0 > 0 и ε0 < 0 соответственно.

В режиме с частичным отражением электронов

(0 < r < 1), когда точка отражения находится внутри

зазора (ζr < δ), напряженность электрического поля у

эмиттера связана с коэффициентом отражения по фор-

муле

ε0 =
√

2(1 + r). (16)

Для того чтобы получить эту формулу, нужно один раз

проинтегрировать уравнение (6) в эмиттерной области и

воспользоваться условием равенства нулю напряженно-

сти электрического поля в точке минимума потенциала.

В режиме с частичным отражением РП оказываются

несимметричными относительно точки отражения —

левее этой точки

ζ =
1

3

√

2

1 + r

[

1− (1 + 2η)3/4
]

,

η = −1

2
+

1

2

(

1− ζ

ζr

)4/3

, (17)

а правее нее

ζ = ζr +
1

3

√

2

1− r
(1 + 2η)3/4 ,

η = −1

2
+

1

2

(

1− r
1 + r

)2/3 (

ζ

ζr
− 1

)4/3

. (18)

Подставляя в (17) η = −1/2, легко получить координату

точки отражения

ζr =
1

3

√

2

1 + r
. (19)

Используя граничное условие на коллекторе η(δ) = V ,

из (18) и (19) можно получить алгебраическое уравне-

ние для вычисления коэффициента отражения r . Запи-
шем это уравнение с учетом соотношения j = 1− r :

V = 2

(

3

4

)4/3
[

δ − 1

3

(

2

2− j

)1/2
]4/3

j2/3 − 1

2
. (20)

Формула (20) фактически представляет собой вольт-

амперную характеристику диода [13]. С использовани-

ем (16) легко выразить j через ε0, и тогда по форму-

ле (20) строится ветвь 3 зависимости ε0(δ) (рис. 2).
И наконец, в режиме с полным отражением электро-

нов (r = 1) после интегрирования уравнения (6) в эмит-

терной области находим РП левее точки отражения:

ζ =
1

12
ε0

(

6− ε20
)

− 1

24

(

4
√

1 + 2η + ε20 − 4
)3/2

+
1

8

(

ε20 − 4
)

(

4
√

1 + 2η + ε20 − 4
)1/2

. (21)

Правее точки отражения электронов нет, и потенциал

изменяется линейно

η(ζ ) = −1/2− (ε20 − 4)1/2(ζ − ζr). (22)

При этом положение точки отражения ζr , а также

ε0 однозначно определяются из (21) при η = −1/2 и

граничного условия на коллекторе (7):

ζr =
1

12
ε0

(

6− ε20
)

+
1

12

(

ε20 − 4
)3/2

,

V = −1

2
− (ε20 − 4)1/2(δ − ζr ). (23)

Таким образом, для всех типов РП имеются аналити-

ческие формулы.
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Отметим, что в работе [30] авторы строят РП только

для случая, когда все эмитированные электроны дости-

гают противоположного электрода — коллектора, т. е.

для режима без отражения электронов. Для РП приведе-

ны аналитические выражения и построена зависимость

плотности тока Jb от напряженности электрического

поля у эмиттера E0 для положительных потенциалов

на коллекторе. Авторы обнаружили максимум на этой

зависимости. На самом деле, как видно из эквивалентной

зависимости ε0(δ) (рис. 2), этот максимум соответствует

давно известной точке SCL диода.

Для координат обеих точек бифуркации получены ана-

литические выражения при любых величинах внешнего

напряжения. В точке SCL имеем [15,18] (см. форму-

лы (П2) Приложения)

δSCL(V ) =

√
2

3

[

1 + (1 + 2V )1/2
]3/2

,

εSCL0 (V ) =
√
2

[

1 + (1 + 2V )1/2
]

−1/2
. (24)

Для координат точки BF в случаях положительного

и отрицательного потенциалов коллектора получаются

разные формулы [20]. При V ≥ 0 эта точка бифуркации

лежит на границе режимов без отражения и с отраже-

нием электронов, и для ее координат имеем (форму-
лы (П3))

δBF(V ) =

√
2

3

[

1 + (1 + 2V )3/4
]

, εBF0 =
√
2. (25)

В случае V < 0 переход в режим с отражением электро-

нов происходит не в точке BF, а в некоторой точке
”
0“

ветви 2 (кривая с V < 0 на рис. 2), т. е. часть этой

ветви попадает в режим с отражением электронов.

В этом случае в точке BF коэффициент отражения не

равен нулю (формула (П5)), и для ее координат имеем

следующие выражения (формулы (П6)):

δBF(V ) =
1

3

[

1 + (1 + 2V )1/2
]3/2

,

εBF0 (V ) = 2
[

1 + (1 + 2V )1/2
]

−1/2

,

jBF(V ) = 2(1 + 2V )1/2[1 + (1 + 2V )1/2]−1. (26)

В работе [13] проводилась классификация стацио-

нарных решений диода Бурсиана. Показано, что тип

решения независимо от потенциала коллектора опреде-

ляется параметрами ε0 и δ . Все решения принадлежат

к одному из четырех типов: решения без отражения

электронов (r = 0), решения с частичным отражением

1-го и 2-го рода (0 < r < 1) и решения с полным

отражением электронов (r = 1). У решений с частичным

отражением 1-го рода минимум на РП лежит внутри

зазора, а у 2-го рода — на коллекторе. На рис. 3

сплошные линии разделяют области решений различ-

ного типа на плоскости {ε0, δ}. Решения с частичным

отражением электронов лежат в полосе, ограниченной

Рис. 3. Области существования решений различного типа на

плоскости {ε0, δ}; δ1 = 1/3, δ2 =
√
2/3 [13].

сверху линиями 1 и 3, а снизу — линиями 2 и 6.

Ниже этой полосы реализуются состояния без отраже-

ния, выше — с полным отражением. Внутри полосы

правее линии 5 лежат решения с частичным отраже-

нием 1-го, а левее — 2-го рода. Уравнения линий 1−6

приведены в Приложении. Таким образом, каждой точке

плоскости {ε0, δ} соответствует один из четырех типов

стационарных решений.

2. Влияние энергетической
неоднородности пучка
на стационарные решения

Вопрос о влиянии теплового разброса по скоростям у

эмитированных электронов на характеристики стацио-

нарных решений изучался в ряде работ [14,16,20,33].
В [14,16,20] ФР электронов на эмиттере рассматрива-

лась в виде
”
воротиков“:

f +
0 (u0) = (21)−12

[

12 − (1− u0)
2
]

(27)

с 1 = 1v/v0 ≪ 1. В [33] f +
0 выбиралась в виде сдвину-

той максвелловской функции с температурой T , много
меньшей кинетической энергии пучка: q = kT/mv2

0 ≪ 1.

С ФР электронов на эмиттере (27) в [14,20] получено
аналитическое выражение для концентрации электронов

для РП любого типа. Следует отметить, что в отличие от

случая моноэнергетической ФР теперь высота ВК отли-

чается от −1/2. Найдены аналитические выражения для

координат точек бифуркации SCL и BF. Оказалось, что с

ростом 1 точка SCL смещается влево довольно слабо —

на величину порядка 12. В случае ФР, рассмотренной

в [33], сдвиг положения точки SCL получается таким же,

если выбрать q = 12/3. Таким образом, как и следовало

ожидать, при малом тепловом разбросе результаты не

должны существенно зависеть от вида ФР внутри обла-

сти, соответствующей разбросу по скоростям.
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Что касается точки BF, то она смещается вправо и

довольно сильно — на величину порядка 11/2. Таким

образом, тепловой разброс по скоростям приводит к

сужению области гистерезиса. При 1 ∼ 0.1 область

гистерезиса исчезает. Поэтому для того, чтобы можно

было использовать явление гистерезиса для технических

приложений, необходимо создавать пучки с малой раз-

мазкой по скоростям.

Следует отметить, что в [16] анализировалось явление
гистерезиса на зависимости проходящего через диод

тока от внешнего напряжения. Авторы изучали численно

влияние разброса электронов по скоростям на эту зави-

симость. Показано, что с увеличением разброса область

гистерезиса сужается, и, в конце концов, исчезает.

3. Об устойчивости стационарных
решений

После того, как решения построены, необходимо

определить, какие из них являются устойчивыми от-

носительно малых возмущений. Такие исследования

для монокинетической ФР для режима без отражения

электронов проводились в [8,10,13,18]. Этим решениям

соответствуют ветвь 1, а также вся ветвь 2 при V ≥ 0

(кривые I и III на рис. 2) либо только ее участок (0, SCL)
в случае V < 0 (кривая II на рис. 2).
Для изучения устойчивости решений без отражения

электронов в [18] использовалось дисперсионное урав-

нение, выведенное в [15] с использованием лагранжева

формализма:

Z(δ, ω) = − ω−4
[

(2− iωT ) exp (iωT )

− iω3δ − iωT − 2
]

= 0. (28)

Время пролета электронов через зазор T связано с δ

и ε0 по формуле δ = T 3/6− (ε0/2)T 2 + T [13]. На рис. 4

в качестве примера показаны собственные значения

ω(δ,V ) = �(δ,V ) + iŴ(δ,V ) ряда мод для случая V = 0.

Сплошные линии соответствуют ветви 1, а штрихо-

вые — ветви 2. Видно, что решения, соответствующие

ветви 1, являются устойчивыми, а ветви 2 — неустой-

чивыми. Отметим, что при каждом фиксированном зна-

чении параметров δ и V существует счетное число

собственных мод, причем главной модой (той, которая
имеет наибольший инкремент) является апериодическая

мода.

Используя уравнение (28), можно получить уравнение

для границы апериодической устойчивости на плоско-

сти {ε0, δ}. Соответствующие выкладки даны в При-

ложении. Оказывается, правая точка бифуркации SCL

лежит как раз на границе апериодической устойчивости

(рис. 2). На рис. 3 граница устойчивости для решений

без отражения электронов изображена штриховой ли-

нией 7. Ее уравнение дается формулой (П16). Ниже

этой линии лежат устойчивые решения, а выше —

неустойчивые.

Рис. 4. Дисперсионные кривые диода Бурсиана с V = 0 для

ветвей 1 и 2. A — апериодические, O — колебательные

ветви [18].

Исследование устойчивости решений в режиме с

отражением электронов представляет собой значитель-

но более сложную задачу. Вопрос об устойчивости

таких решений относительно апериодических возмуще-

ний можно решить аналитически с помощью аппарата

η, ε-диаграмм [34]. Данный аппарат был разработан

для изучения устойчивости решений в кнудсеновском

диоде с поверхностной ионизацией. При этом рассмат-

ривалась стационарная система уравнений Власова с

заданными на электродах значениями потенциала и

ФР электронов; распределение ионов в межэлектродном

промежутке считалось фиксированным. При построении

η, ε-диаграммы решается набор задач Коши для данной

системы уравнений с варьированием напряженности

электрического поля на эмиттере. При этом каждый раз
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находится концентрация электронов как функция РП и

подставляется в уравнение Пуассона. После решения

полученного нелинейного дифференциального уравне-

ния рассчитывается РП, находится значение потенци-

ала в точке, где расположен коллектор и строится

зависимость этого потенциала от напряженности поля

на эмиттере. Как правило, получается немонотонная

зависимость. Точки ее пересечения с прямой, соответ-

ствующей граничному условию на коллекторе, дают все

решения нелинейной краевой задачи. Решение, которому

соответствует положителеный наклон диаграммы, явля-

ется неустойчивым относительно малых электронных

возмущений, а отрицательный — устойчивыми. При

этом η, ε-диаграмма определяет апериодическую устой-

чивость.

C привлечением аппарата η, ε-диаграмм в [13] проана-
лизирована устойчивость решений на ветви 2. Показано,

что для решений как без, так и с отражением электронов

наклон η, ε-диаграммы положителен, т. е. все решения на

этой ветви неустойчивы.

В [13] с использованием метода η, ε-диаграмм по-

казано, что решения, лежащие на ветви 3, являются

устойчивыми относительно малых апериодических воз-

мущений. На рис. 3 граница апериодической устойчиво-

сти для решений с частичным отражением электронов

изображена штриховой линией 4. Ее уравнение дается

формулой (П17). Эта линия как раз отделяет ветвь 2

от ветви 3, т. е. на ней лежат точки BF. Ниже этой

линии лежат неустойчивые решения, а выше – апериоди-

чески устойчивые. Однако некоторые из апериодически

устойчивых решений могут оказаться неустойчивыми

относительно малых колебательных возмущений. Эту

проблему можно было бы решить с использованием

дисперсионного уравнения, но такое уравнение для слу-

чая с отражением электронов до сих пор не получено.

Долгое время ошибочно считалось, что все решения на

ветви 3 колебательно неустойчивы. Это мнение сложи-

лось еще в 60-е годы после появления работы [35], где
в расчетах с использованием PIC-кода для параметров,

соответствующих ветви 3, вместо стационарных были

получены нестационарные решения колебательного ха-

рактера.

Для изучения нестационарных процессов в плазмен-

ных диодах разработан новый численный код (см.,
например, [26,27]). В литературе он получил название

E, K-код. С его использованием в [20] численно изу-

чался процесс развития колебательной неустойчивости.

ФР электронов на эмиттере выбиралась в виде (27)
с 1 ≪ 1. Было показано, что существует порог по

величине межэлектродного зазора δl , ниже которого все

решения на ветви 3 устойчивы относительно малых

возмущений. Это демонстрирует рис. 5, взятый из [20].
С уменьшением величины размазки по скоростям элек-

тронов величина порога δl уменьшается, но в преде-

ле 1 → 0 остается большей, чем δBF.

При δ > δl развивается колебательная неустойчи-

вость. Как показывает рис.5,a, с увеличением δ за

Рис. 5. Зависимости инкремента (a) и частоты (b) от вели-

чины межэлектродного зазора для ветви 3; V = 0, величина

размазки функции распределения электронов на эмиттере по

скоростям 1 = 0.02. Вертикальные штриховые линии отмеча-

ют границы зон устойчивости [20].

областью неустойчивых решений (δl, δr) следует об-

ласть (δr , δ
2
l ), где решения являются устойчивыми, затем

снова идет область неустойчивости (δ2l , δ
2
r ), за ней —

опять область устойчивости (δ2r , δ
3
l ) и т. д. Таким об-

разом, в диоде Бурсиана могут реализоваться стацио-

нарные состояния с частичным отражением электронов

от ВК.

Заключение

Проведенное рассмотрение дает полную картину ста-

ционарных решений для вакуумного диода плоской

геометрии с пучком электронов. Как правило, это

распределения потенциала с одним минимумом. При

фиксированном внешнем напряжении каждому решению

соответствует определенная точка на зависимости ε0(δ)
на плоскости {ε0, δ}. Эта кривая имеет две точки

бифуркации: левую BF и правую SCL. При этом точ-

ка SCL соответствует максимальной плотности тока,

который может быть пропущен через диод в стационар-

ном режиме. Для всех стационарных решений и обеих
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точек бифуркации имеются аналитические формулы для

произвольной величины внешнего напряжения.

Решения, соответствующие ветви 1, всегда являются

устойчивыми, а ветви 2 — апериодически неустойчи-

выми. На ветви 3, где лежат решения с отражением

электронов от ВК, области устойчивых и неустойчивых

решений чередуются с изменением плотности тока пуч-

ка. Здесь соответствующий устойчивым решениям ток,

проходящий через диод, всегда меньше входящего тока.

Наличие двух устойчивых состояний с сильно раз-

личающимися уровнями тока позволило предложить

использовать диод Бурсиана для создания миниатюрных

сверхбыстрых электронных ключей, в которых переходы

между сильно- и слаботочной ветвями организуются

путем подачи коротких импульсов внешнего напряже-

ния [27,28]. В таких устройствах время переключения

оказывается исключительно малым — порядка времени

свободного пробега электронов между электродами. На-

пример, при плотности тока в 10A/cm2 и ускоряющем

напряжении 5V пороговая величина межэлектродного

зазора составляет около 35µm, а время переключе-

ния — примерно 50 ps, что значительно превосходит воз-

можности полупроводниковых ключей, где электроны

движутся в веществе, испытывая столкновения. Кроме

того, электронные ключи на основе диода Бурсиана

являются радиационно- и температуростойкими.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ

(гранты №10-08-00924 и 12-08-00490).

Приложение

1. Координаты характерных точек на зависимо-

сти ε0(δ,V )
Рассматриваются точки бифуркации SCL и BF, а также

точка минимума на зависимости ε0(δ,V ), возникающая

при V < 0 (рис. 2). Все эти точки существуют только

в случае положительной напряженности электрического

поля у эмиттера.

Точка SCL. Это правая точка бифуркации. Она соот-

ветствует режиму без отражения электронов. Здесь РП

имеют минимум, и связь ε0 с δ дается формулой (14).
Из рис. 2 видно, что в точке SCL производная ∂δ/∂ε0 об-

ращается в нуль. Беря эту производную и вводя обозна-

чение X =
(

2
√
1 + 2V − 2 + ε20

)1/2
, получаем квадратное

уравнение

X2 − 2
(

1− ε20
)

ε−1
0 X −

(

2− ε20
)

= 0. (П1)

Его решение: X =
(

2− ε20
)

/ε0. Подставив найденное

значение X в определение этой величины и решив

полученное уравнение, определяем ε0,SCL, а из (14) δSCL.

Таким образом, для координат точки SCL получаем

ε0,SCL(V ) =
√
2

(

1 +
√
1 + 2V

)

−1/2

,

δSCL(V ) = (
√
2/3)

[

1 + (1 + 2V )1/2
]3/2

. (П2)

Точка BF. Это левая точка бифуркации. В слу-

чае V ≥ 0 она оказывается на границе РП, соответ-

ствующих режимам без отражения и с отражением

электронов. Здесь ηm = −1/2 и r = 0. Из (16) следует,

что ε0(V ) ≡
√
2. Подставляя граничное условие на кол-

лекторе η(δ) = V в (18) и учтя (19), получаем

ε0,BF(V ) =
√
2, δBF(V ) =

(√
2/3

)

[

1 + (1 + 2V )3/4
]

.

(П3)

В случае V < 0 переход в режим с отражением элек-

тронов происходит не в точке бифуркации, а в некоторой

точке
”
0“ ветви 2 (см. кривую II на рис. 2). Для

ее координат получаются формулы, аналогичные (П3).
Точка BF лежит левее точки 0 и соответствует режиму с

отражением электронов. Для определения ее координат

нужно воспользоваться формулой (18) с ζ = δ, η = V :

δ = (
√
2/3)

[

(1 + r)−1/2 + (1− r)−1/2 (1 + 2V )
3/4

]

.

(П4)
В точке BF производная ∂δ/∂ε0 = 0 или в силу свя-

зи (16), ∂δ/∂r = 0. Вычислив эту производную и решив

полученное уравнение, находим, что

rBF(V ) =
1−

√
1 + 2V

1 +
√
1 + 2V

,

jBF(V ) = 1− rBF(V ) =
2
√
1 + 2V

1 +
√
1 + 2V

. (П5)

Теперь для координат точки BF из (16) и (П4) получаем

ε0,BF(V ) = 2
(

1 +
√
1 + 2V

)

−1/2

,

δBF(V ) = (1/3)
(

1 +
√
1 + 2V

)3/2

. (П6)

Точка минимума на зависимости ε0(δ;V ). Эта кри-

вая имеет локальный минимум только при V < 0. Он

соответствует правой границе монотонных РП в режиме

без отражения электронов. Подставляя граничное усло-

вие на коллекторе η(δ) = V в (12), получаем

δ = ε0
(

3− ε20
)

/3−
[

(

2
√
1 + 2V − 2 + ε20

)3/2

+ 3
(

2− ε20
)(

2
√
1 + 2V − 2 + ε20

)1/2
]

/6. (П7)

Из рис. 2 (кривая II) видно, что в искомой точке

производная ∂δ/∂ε0 обращается в бесконечность. Этому

условию соответствует 2
√
1 + 2V − 2 + ε20 = 0. Отсюда

находим ε0,min, а затем из (П7) — δmin:

ε0,min(V ) =
√
2

(

1−
√
1 + 2V

)1/2

,

δmin(V ) =
(√

2/3
) (

1−
√
1 + 2V

)1/2 (

1 + 2
√
1 + 2V

)

.

(П8)
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2. Уравнения граничных линий на рис. 3

Граничная линия 1 на рис. 3 разделяет области,

соответствующие решениям с частичным отражением

электронов 2-го рода и полным отражением. Понятно,

что здесь потенциал коллектора V = −1/2. На этой

линии r = 1 и напряженность электрического поля на

коллекторе равна нулю. Из (21) при η = −1/2 получаем

δ =
[

ε0
(

6− ε20
)

+
(

ε20 − 4
)3/2

]

/12. (П9)

Линия 1 расположена левее δ = δ1.

Граничная линия 2 разделяет области решений без от-

ражения электронов и с частичным отражением 1-го ро-

да. Здесь потенциал коллектора V = −1/2. На этой ли-

нии r = 0, РП монотонны и, кроме того, напряженность

электрического поля на коллекторе равна нулю. Из (12)
при η = −1/2 получаем

δ =
[

ε0
(

3− ε20
)

+
(

ε20 − 2
)3/2

]

/3. (П10)

Линия 2 расположена левее δ = δ2.

Граничная линия 3 отделяет области решений с ча-

стичным отражением 1-го рода и полным отражением.

Ее уравнение ε0 = 2 при δ ≥ δ1.

Граничная линия 4 отделяет решения без отраже-

ния электронов от решений с частичным отражением

1-го рода. Ее уравнение ε0 =
√
2 при δ ≥ δ2.

И наконец, граничная линия 5 разделяет области, со-

ответствующие решениям с частичным отражением 1-го

и 2-го рода. Здесь потенциал коллектора V = −1/2, а РП

монотонны. Ее уравнение получается путем подстановки

формулы (16) в (19):

δ = 2/(3ε0). (П11)

3. Границы апериодической устойчивости

Чтобы найти границу апериодической устойчивости

на плоскости {ε0, δ} для решений без отражения элек-

тронов, сначала обратимся к дисперсионному уравне-

нию (28). Подставим в него ω = iŴ и устремим Ŵ к

нулю. Это дает δ = T 3/6. Далее нужно воспользоваться

уравнениями, связывающими время пролета электрона

через межэлектродный промежуток T с δ, V и ε0.

В [13] получено уравнение для определения траектории

электрона, движущегося по направлению к коллектору,

справедливое как для режима без отражения, так и с

отражением электронов: d3ζ /dτ 3 = H(ζ , r); функция H
определяется по формуле (4), а τ — время пролета

электрона от эмиттера до рассматриваемой точки. На-

пример, в случае без отражения электронов положение

и скорость электрона определяются по формулам:

ζ (τ ) = (1/6)τ 3 − (ε0/2)τ
2 + τ ,

u(τ ) = (1/2)τ 2 − ε0τ + 1. (П12)

После подстановки граничных условий на коллекторе

ζ (T ) = δ, u(T ) =
√
1 + 2V получаем

δ = T 3/6− (ε0/2)T
2 + T,

√
1 + 2V = T 2/2− ε0T + 1.

(П13)

Поскольку на границе апериодической устойчивости

δ = T 3/6, из 1-го уравнения находим, что T = 2/ε0.

Затем из 2-го определяем ε0:

ε0 =
√
2

[

1 +
√
1 + 2V

]

−1/2

. (П14)

Подставляя (П14) в 1-е уравнение (П13), находим δ :

δ =
(√

2/3
) [

1 +
√
1 + 2V

]3/2

. (П15)

Сравнивая (П14) и (П15) с (П2), видим, что каждая

точка, лежащая на границе апериодической устойчиво-

сти, есть точка SCL.

Исключая параметр V из уравнений (П14) и (П15),
получаем явное выражение для границы апериодической

устойчивости для решений без отражения электронов:

ε0 = 22/3/(3δ)1/3. (П16)

На рис. 3 она изображена штриховой линией 7.

Уравнение границы апериодической устойчивости

для решений с частичным отражением электронов

1-го рода получено в [13] с использованием метода

η, ε-диаграмм [34]. На этой линии производная ∂η(δ)/∂ε0
изменяет знак, что эквивалентно условию смены знака у

производной ∂δ/∂ε0 ((18) с η = η(δ), ζ = δ и (19)). Из

рис. 2 видно, что в режиме с частичным отражением

смена знака этой производной происходит в точке BF.

При V ≤ 0 здесь ∂δ/∂ε0 = 0. Решение этого уравнения

дается формулами (П6̇). Исключая из них параметр V ,

для границы апериодической устойчивости получаем

ε0 = 2/(3δ)1/3. (П17)

На рис. 3 она изображена штриховой линией 4.
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