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В аналитических расчетах первого порядка малости показано, что равновесная форма поверхности капли

в поле точечного заряда является асимметричной относительно плоскости, проходящей через центр масс

капли перпендикулярно оси, соединяющей центр масс с точечным зарядом. Устойчивость равновесной

формы определяется величиной полевого параметра, зависящего от величины точечного заряда и расстояния

до него. Существует асимптотическое значение критического параметра, при величинах выше которого

реализуется неустойчивость всех мод. В поле точечного заряда увеличивается связанность мод, т. е.

возбужденная в начальный момент времени мода вызывает колебания связанных с ней шести ближайших

мод, амплитуды которых пропорциональны амплитуде изначально возбужденной моды. Если изначально

возбужденная мода теряет устойчивость, то одновременно реализуется неустойчивость всех связанных с ней

мод. Неустойчивость поверхности капли развивается и в том случае, если изначально возбужденная мода

устойчива, однако неустойчива хотя бы одна из связанных мод.

Введение

Задача изучения физических условий реализации

неустойчивости незаряженной электропроводной капли

во внешнем неоднородном поле точечного заряда пред-

ставляет интерес в связи с приложениями к пробле-

мам формирования ионно-кластерно-капельных пучков в

масс-спектрометрах и жидкометаллических источниках

ионов, микро- и макроразделения зарядов в грозовых

облаках и формирования канала разряда линейной мол-

нии [1–3]. В работе [4] в экспериментах капля, падая в

поле тяжести и пролетая область сильного неоднород-

ного электрического поля, испытывала неустойчивость,

при которой она выбрасывала заряженную струйку жид-

кости, распадающуюся, в свою очередь, на существенно

более мелкие заряженные капельки. При этом распад

струи происходил в одном из трех режимов: за счет реа-

лизации неустойчивости осесимметричных капиллярных

волн с азимутальным числом [5] и неосесимметричных с

m = 1 [6] и с m = 2 [7]. В настоящем исследовании пред-

полагается изучить закономерности реализации неустой-

чивости сферической идеально проводящей капли в

неоднородном электростатическом поле, напряженность

которого убывает обратно пропорционально квадрату

расстояния. В качестве примера такого поля выбрано

электростатическое поле точечного заряда.

Постановка задачи

Пусть имеется незаряженная капля, сферическая, ра-

диуса R, идеальной, несжимаемой, идеально проводящей

жидкости в вакууме, с коэффициентом поверхностного

натяжения свободной поверхности σ и массовой плот-

ностью ρ, расположенная на расстоянии L от точечного

заряда Q.

Рассмотрим только осесимметричные капиллярные

колебания капли, что существенно уменьшит громозд-

кость математических выкладок, но не отразится на

общности рассуждений. Задачу будем решать в сфери-

ческих координатах r, θ, ϕ с началом в центре масс

капли (ось, от которой отсчитывается угол θ, будем

принимать проходящей через заряд и центр масс капли

и направленной от заряда). Форму капли представим в

виде суперпозиции ее равновесной формы r = r(θ) и

малого возмущения ξ(θ, t) на ее поверхности:

F(r, θ, t) ≡ r − r(θ) − ξ(θ, t) = 0, |ξ(θ, t)| ≪ min r(θ).

Математическая формулировка задачи состоит из

уравнения Эйлера, уравнения неразрывности и уравне-

ний, определяющих напряженность электрического поля

в предположении малости гидродинамических скоростей

по сравнению со скоростью распространения электро-

магнитного сигнала:

∂V

∂t
+ (V,∇)V = −

1

ρ
∇P +

Fin

ρ
,

divV = 0, divE = 0, E = −∇8.

Здесь V — скорость волнового движения жидкости в

капле, P — давление в жидкости, Fin — сила инерции,

действующая на единицу объема, которая возникает

вследствие ускоренного движения центра масс капли

при втягивании поляризованной капли в область боль-

шей неоднородности электрического поля, E и 8 —

напряженность и потенциал электростатического поля

точечного заряда.
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Задачу дополним условием ограниченности скорости

в центре масс капли и условием убывания электростати-

ческого потенциала с увеличением расстояния

r = 0 : |V| < ∞,

r → ∞ : 8 →
Q

√

L2 + r2 + 2Lrµ
, µ ≡ cos θ,

а также граничными условиями: динамическим, кинема-

тическим и условием эквипотенциальности поверхности

капли

r = r(θ) + ξ(θ, t) : P − Patm + PE = Pσ ,

∂F

∂t
+ (V,∇)F = 0, 8 = const,

где давление на свободную поверхность капли элек-

тростатического поля PE и капиллярное давление Pσ

выражаются формулами

PE =
E2

8π
, Pσ = σ div n.

Орт нормали к возмущенной поверхности капли n

определяется выражением

n =
∇F
|∇F|

∣

∣

∣

∣

F=0

.

Исходя из общефизических соображений, дополним

задачу условиями: сохранения объема капли (следствие
несжимаемости жидкости), неподвижности центра масс

капли в выбранной системе координат при колебаниях

ее поверхности и незаряженности капли:
∫∫∫

V

dV =
4

3
πR3,

{V : 0 ≤ r ≤ r(θ) + ξ(θ, t), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π},
∫∫∫

V

r dV = 0,

{V : 0 ≤ r ≤ r(θ) + ξ(θ, t), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π},
∫∫

S

κ dS = 0,

{S : r = r(θ) + ξ(θ, t), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π},

где κ — поверхностная плотность заряда, определяемая

выражением

κ ≡
(F, n)

4π
.

Для удобства расчетов перейдем к безразмерным

переменным, выбирая в качестве основных масштабов

обезразмеривания R = 1, ρ = 1, σ = 1. При этом все

остальные величины будут выражены в долях своих

характерных значений

[V ] = R−1/2ρ−1/2σ 1/2, [P] = σR−1,

[Q] = R3/2σ 1/2, [t] = R3/2ρ1/2σ−1/2.

Условимся за безразмерными величинами сохранять

старые обозначения.

Скаляризация задачи

Поскольку в поставленной задаче исследуются дви-

жения жидкости, связанные с малыми колебаниями

свободной поверхности, воспользуемся моделью потен-

циального течения жидкости, в рамках которой поле

скоростей V определяется гидродинамическим потен-

циалом ψ(r, θ, t): V = ∇ψ. Переходя к электрическому

8(r, θ, t) и гидродинамическому ψ(r, θ, t) потенциалам,

получим систему скалярных уравнений, в безразмерных

переменных имеющую вид

P = P0 + Finrµ −
∂ψ

∂t
−

1

2
(∇ψ)2, ∇ψ = 0, 18 = 0,

r = 0 : |∇ψ| < ∞,

1 ≪ r ≪ L : 8 →
Q

√

L2 + r2 + 2Lrµ
,

r = r(θ) + ξ(θ, t) : P0 + Finrµ −
∂ψ

∂t

−
1

2
(∇ψ)2 − Patm + PE = Pσ ,

−
∂ξ

∂t
+

(

∂ψ

∂r
+

1

r2
∂ψ

∂θ

(

−
∂r(θ)

∂θ
−
∂ξ(θ, t)
∂θ

))

= 0,

8 = const,

PE =
(∇8)2

8π
, Pσ = div n,

n =

(

er + eθ
1

r
∂

∂θ
[−r(θ) − ξ(θ, t)]

)

×

[

1 +
1

r2

(

−
∂r(θ)

∂θ
−
∂ξ(θ, t)
∂θ

)2
]−1/2

,

2π
∫

0

π
∫

0

r(θ)+ξ(θ,t)
∫

0

r2 sin θdrdθdϕ =
4

3
π,

2π
∫

0

π
∫

0

r(θ)+ξ(θ,t)
∫

0

r r2 sin θdrdθdϕ = 0,

2π
∫

0

π
∫

0

(∇8, n)r2dθdϕ = 0,

где er и eθ — орты сферической системы координат.

Выписанную задачу будем решать асимптотическим

методом, предполагая, что искажение равновесной по-

верхности капли ξ(θ, t) мало и, как следствие, мала

скорость течения жидкости, вызванного колебаниями

поверхности |ψ(r, θ, t)| ≈ |ξ(θ, t)|. Рассмотрение ограни-

чим нулевым и первым порядками малости по амплиту-

де осцилляций ξ(θ, t), представляя искомые величины в

виде суммы компонент указанных порядков:

8 = 8(0) + 8(1) + O(ξ2), PE = P(0)
E + P(1)

E + O(ξ2),

Pσ = P(0)
σ + P(1)

σ + O(ξ2), P = P(0) + P(1) + O(ξ2).
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Проводя процедуру линеаризации стандартными ме-

тодами, получим задачу нулевого порядка для определе-

ния равновесной формы поверхности и задачу первого

порядка для анализа устойчивости поверхности.

Равновесная форма поверхности

Равновесную форму поверхности капли представим

как

F(0)(r, θ) ≡ r − r(θ) = 0.

Функция r(θ) определяется из баланса давлений на

поверхности капли

P(0) − Patm + P(0)
E = P(0)

σ ,

выражения для гидродинамического давления, давления

электрического поля и давления капиллярных сил име-

ют вид

r = r(θ) : P(0) = P0 + F(0)
in rµ,

P(0)
E =

(

∇8(0)
)2

8π
, P(0)

σ = div n0,

где n0 — орт нормали к невозмущенной поверхности

капли, он определяется выражением

n0 =

(

er − eθ
1

r
∂

∂θ
[r(θ)]

)

[

1 +
1

r2

(

∂r(θ)

∂θ

)2
]−1/2

.

Распределение электростатического поля вблизи по-

верхности капли определяется через решение краевой

задачей для электрического потенциала

18(0) = 0, 8(0)
∣

∣

1≪r≪L
→ 8∞,

8∞ ≡
Q

√

L2 + r2 + 2Lrµ
, 8(0)

∣

∣

r=r(θ)
= const.

Решение должно удовлетворять дополнительным ус-

ловиям: постоянства объема, неподвижности ее центра

масс и равенства нулю полного заряда капли

2π
∫

0

π
∫

0

r(θ)
∫

0

r2 sin θdrdθdϕ =
4

3
π,

2π
∫

0

π
∫

0

r(θ)
∫

0

r r2 sin θdrdθdϕ = 0,

2π
∫

0

π
∫

0

1

4π

(

n0,∇8(0)
)

r2
∣

∣

r=r(θ)
dθdϕ = 0.

Будем полагать, что электрическое поле в окрестно-

сти капли слабо неоднородно, что правомерно, если рас-

стояние от центра масс-капли до заряда много больше ее

радиуса. В безразмерных переменных это соотношение

имеет вид

1/L ≪ 1.

Величина 1/L будет служить малым параметром в

настоящем разделе.

В сферических координатах форму поверхности капли

запишем в виде разложения по полиномам Лежандра [8]

r(θ) =

∞
∑

n=0

αnPn(µ).

Подставляя это разложение в условия постоянства объ-

ема капли и неподвижности ее центра масс, получим

приближенное выражение для коэффициента α0 и значе-

ние α1 соответственно

α0 = 1 + O

(

α2
n

α2
0

)

≈ 1, α1 = 0,

с учетом выражений для α0- и α1-разложения форма

поверхности r(θ) и выражение для вектора нормали n0
в линейном по αn приближении будут иметь вид

r(θ) = 1 +

∞
∑

n=2

αnPn(µ), n0 = er − eθ
1

r
∂

∂θ

∞
∑

n=2

αnPn(µ).

Решение уравнения Лапласа в электростатической за-

даче в сферических координатах для осесимметричного

случая записывается в виде

8(0) =
∞
∑

n=0

(

Anrn + Bnr−(n+1)
)

Pn(µ).

Пользуясь предположением о слабой неоднородности

поля и полагая, что даже на больших расстояниях от

поверхности капли (r ≫ 1) значение параметра r/L
остается малым r/L ≪ 1, разложим граничное условие

для потенциала на больших расстояниях до слагаемых

порядка (r/L)2 включительно

1 ≪ r ≪ L : 8(0) ≈
Q
L

[

1−
r
L

P1(µ) +
r2

L2
P2(µ)

]

.

Подставляя выражение для потенциала и равновесной

формы капли в это разложение и условие эквипотенци-

альности, определим константы An и Bn, а из условия

незаряженности капли получим значение потенциала на

поверхности капли Q/L. В результате выражение для

электрического потенциала 8(0) в окрестности капли

примет вид

8(0) =
Q
L

+
Q
L2

(

−r +
1

r2

)

P1(µ) +
Q
L3

(

r2 −
1

r3

)

P2(µ).

(1)
Используя явный вид потенциала 8(0), рассчитаем

давление электрического поля на поверхность капли PE ,
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ограничивая рассмотрение слагаемыми до 1/L3 включи-

тельно

P(0)
E =

(

Q
L

)2
3

8π

[

1

L2
−

1

L3
4P1(µ)

+
1

L2
2P2(µ) −

1

L3
6P3(µ)

]

,

где общий множитель (Q/L)2 отвечает за величину

внешнего электрического поля и в разложении по по-

рядкам малости 1/L не учитывается.

Лапласовское давление P(0)
σ с учетом вида формы

равновесной поверхности примет вид

P(0)
σ =

[

2 +

∞
∑

n=2

αn(n − 1)(n + 2)Pn(µ)

]

.

Подставим выражения для P(0)
σ и P(0)

E в баланс дав-

лений

P0 + F (0)
in rµ − Patm −

[

1 +

∞
∑

n=2

αn(n − 1)(n + 2)Pn(µ)

]

= −

(

Q
L

)2
3

8π

[

1

L2
−

1

L3
4P1(µ)

+
1

L2
2P2(µ) −

1

L3
6P3(µ)

]

.

Пользуясь ортогональностью полиномов Лежандра, при-

равняем коэффициенты при полиномах одинакового по-

рядка и получим выражения для коэффициентов αn

P0 = 2σ + Patm − 6
W
L2
, Fin = −24

W
L3
,

α2 = 3
W
L2
, α3 = −

18

5

W
L3
,

αn = 0, (n ≥ 4), W =
Q2

16πL2
,

где параметр W характеризует величину электрического

поля.

С учетом выражений для коэффициентов запишем

форму равновесной поверхности

r(θ) = 1 + 3
W
L2

P2(µ) −
18

5

W
L3

P3(µ).

В постановке задачи предполагалось, что Fin — это

сила инерции, отвечающая за дипольное взаимодействие

капли с электрическим полем. Чтобы удостовериться

в этом, рассчитаем дипольный момент поляризованной

внешним электрическим полем капли по формуле

p =

∫∫

S

(

−∇8(0), n
)

4π
r r2 sin θdθdϕ

{S : r = r(θ), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}.

В итоге получим

p =
Q
L2

ez .

Сила взаимодействия дипольного момента капли с по-

лем будет иметь вид

r = 0 : Fe = ∇
(

p, (−∇8∞)
)

= −2
Q2

L5
ez .

Поскольку в уравнении Эйлера используются силы,

действующие на единицу объема, получим следующее

выражение для Fin:

Fin =
3Fe

4π
= −

3

2π

Q2

L5
ez = −24

W
L3

ez ,

которое согласуется со значением, получаемым из ба-

ланса давлений.

Устойчивость равновесной формы

Задача первого порядка малости, полученная из ис-

ходной системы уравнений, имеет вид

1ψ = 0, 18(1) = 0,

r → 0 : |∇ψ| < ∞, r → ∞ : 8(1) → 0,

граничные условия на поверхности: динамическое, кине-

матическое и условие эквипотенциальности

r = r(θ) : P(1) + P(1)
E = P(1)

σ ,

−
∂ξ(θ, t)
∂t

+
∂ψ(r, θ, t)

∂r
−
∂ψ(r, θ, t)

∂θ

∂r(θ)

∂θ
= 0,

8(1) +
∂8(0)

∂r
ξ(θ, t) = const,

выражения для поправок первого порядка малости к

давлениям гидродинамического, электрического поля и

капиллярных сил:

r = r(θ) : P(1) = Finξ(θ, t)µ −
∂ψ(r, θ, t)

∂t
,

P(1)
E =

∂

∂r

(

(

∇8(0)
)2

8π

)

ξ(θ, t) +

(

∇8(0)
∇8(1)

)

4π
,

P(1)
σ = [−2ξ(θ, t) − 1θξ(θ, t)] − 2

∂r(θ)

∂θ

∂ξ(θ, t)
∂θ

+ 2
(

r(θ) − 1
)

[1θξ(θ, t)] + 2ξ(θ, t)[1θr(θ)],

1θ ≡
1

sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

и интегральные условия: сохранения объема, неподвиж-

ности центра масс и незаряженности капли

π
∫

0

r2(θ)ξ(θ, t) sin(θ)dθ = 0,
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π
∫

0

r3(θ)ξ(θ, t) sin θdθ = 0,

π
∫

0

[

∂8(0)

∂r
2ξ(θ, t) +

(

2r(θ) − 1
)

(

∂28(0)

∂r2
ξ(θ, t)

+
∂8(1)

∂r

)

−
∂8(0)

∂θ

∂ξ(θ, t)
∂θ

−
∂28(0)

∂r∂θ
∂r(θ)

∂θ
ξ(θ, t)

−
∂8(1)

∂θ

∂r(θ)

∂θ

]

sin θdθ = 0.

Решение задачи первого порядка

Решение уравнения Лапласа для гидродинамического

потенциала с учетом ограниченности скорости в центре

капли имеет вид

ψ(r, θ, t) =
∞
∑

n=0

Vn(t)r
nPn(µ).

Подставляя выражения для равновесной формы по-

верхности и гидродинамического потенциала в кинема-

тическое граничное условие, определим координатную

зависимость ξ

ξ(θ, t) =

∞
∑

n=0

αn(t)Pn(µ) (2)

и выразим коэффициенты Vn разложения через амплиту-

ды αn(t):

Vn(t) =
1

n

[

α̇n(t) − 3
W
L2

(

α̇n−2(t)N
(2)
−2(n) + α̇n(t)N

(2)
0 (n)

+α̇n+2(t)N
(2)
2 (n)

)

+
18

5

W
L3

(

α̇n−3(t)N
(3)
−3(n)

+α̇n−1(t)N
(3)
−1(n) + N(3)

1 (n − 1)α̇n+1(t) + N(3)
3 (n)α̇n+3(t)

)

]

,

N(2)
k (n) = n(n − 1)Ks (2, n + k, n) − Kθ(2, n + k, n),

N(3)
k (n) = n(n − 1)Ks (3, n + k, n) − Kθ(3, n + k, n).

Здесь и далее коэффициенты Ks , Kθ имеют вид

Ks(a, b, c) =
(

Cc,0
a,b b,0

)2
,

Kθ(a, b, c) = −
√

a(a + 1)b(b + 1)Cc,0
a,0 b,0 Cc,0

a,−1 b,1,

где C l,m
l1,m1 l2,m2

— коэффициенты Клебша−Гордана [9].
Решение уравнения Лапласа для электрического по-

тенциала первого порядка, удовлетворяющее условию

убывания потенциала на бесконечности, запишем в виде

8(1) =
∞
∑

n=0

Dnr−(n+1)Pn(µ). (3)

Подставляя (1)–(3) в условие эквипотенциальности, по-

лучим выражения для Dn через амплитуды возмуще-

ния αn

Dn =
3Q
L2

[Ks (1, n − 1, n)αn−1(t) + Ks(1, n + 1, n)αn+1(t)]

−
5Q
L3

[Ks(2, n − 2, n)αn−2(t) + Ks (2, n, n)αn(t)

+ Ks (2, n + 2, n)αn+2(t)].

Чтобы удовлетворить динамическому граничному

условию, получим выражения для добавок первого по-

рядка малости по амплитуде возмущения к давлениям

капиллярных сил и электрического поля. Подставляя (2)
в выражение для капиллярного давления первого поряд-

ка, получим для P(1)
σ

P(1)
σ =

∞
∑

n=0

[

αn(t)
(

2 + n(n + 1) + G2n(0)
)

+ αn+2(t)G2n(2) + αn−2(t)G2n(−2)

+ αn+3(t)G3n(3) + αn+1(t)G3n(1)

+ αn−1(t)G3n(−1) + αn−3(t)G3n(−3)
]

Pn(µ),

G2n(m) = − 6
W
L2

[

Ks (2, n + m, n)
(

(n + m)

× (n + m + 1) + 6
)

Kθ(2, n + m, n)
]

,

G3n(m) =
36

5

W
L3

[

Ks (3, n + m, n)
(

(n + m)

× (n + m + 1) + 12
)

Kθ(3, n + m, n)
]

.

С учетом вида электрических потенциалов (1), (3)
и выражений для формы поверхности рассчитаем и

электрическое давление P(1)
E

P(1)
E =

∞
∑

n=0

4W

(

−18

L2

(

αn(t)Z0(n) + αn+2(t)Z2(n)

+ αn−2(t)Z−2(n)
)

+
15

L3

(

αn+3(t)Z3(n) + αn+1(t)Z1(n)

+ αn−1(t)Z−1(n) + αn−3(t)Z−3(n)
)

)

Pn(µ),

где Zi(n) — численные коэффициенты, выражения для

которых приведены в Приложении 1.

Эволюционное уравнение

Используя полученные выражения для давлений P(1)
E ,

P(1)
σ , P(1) и формулы для формы поверхности и гидро-

динамического потенциала, запишем баланс давлений.

Перенеся все слагаемые в левую часть, объединим их
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в одну сумму, после чего, воспользовавшись ортого-

нальностью полиномов Лежандра, получим систему свя-

занных дифференциальных уравнений второго порядка,

каждое из которых имеет вид

α̈n(t) + ω2
nαn(t) −

W
L2

[

C f
−2(n)αn−2(t) + Cd

−2(n)α̈n−2(t)

+C f
2 (n)αn+2(t) + Cd

2(n)α̈n+2(t)
]

−
W
L3

[

C f
−1(n)αn−1(t)

+Cd
−1(n)α̈n−1(t) + C f

1 1(n)αn+1(t) + Cd
1(n)α̈n+1(t)

]

−
W
L3

[

C f
−3(n)αn−3(t) + Cd

−3(n)α̈n−3(t)

+ C f
3 (n)αn+3(t) + Cd

3(n)α̈n+3(t)
]

= 0, (4)

где ωn — собственная частота колебаний моды с номе-

ром n, определяемая выражением

ω2
n = (n − 1)(n + 2)n − n

W
L2

{

−24 + 36(n + 1)

× [Ks(1, n − 1, n)Ks(1, n, n − 1) + Ks(1, n, n + 1)

× Ks(1, n + 1, n)] + 9(n − 1)(n + 2)

× Ks(2, n, n) +
3(−2 + 3n + n2)

n
Kθ(2, n, n)

}

,

а C f
i (n), Cd

i (n) — численные коэффициенты, выражения

для которых приведены в Приложении 2. Заметим, что

индексы n амплитуд αn(t) не могут быть отрицательны-

ми, поэтому будем считать αn(t) = 0 при n < 0.

Из системы (4), в частности, видно, что в неодно-

родном электростатическом поле выделенная мода (под
выделенной модой будем понимать n-ю моду) взаимо-

действует с шестью ближайшими. В однородном элек-

тростатическом поле n-я мода взаимодействует только с

двумя соседними модами [10,11].
Кроме того, следует отметить, что условия сохране-

ния объема капли и неподвижности ее центра масс опре-

деляют величины амплитуд нулевой и первой мод соот-

ветственно, которые несложно получить, подставляя в

соответствующие интегральные условия неизменности

объема и неподвижности центра масс выражение для

формы поверхности

α0(t) = −
6

6

W
L2

α2(t) +
36

35

W
L3

α3(t),

α1(t) = 3

(

162

175

W
L3

α2(t) −
27

35

W
L2

α3(t) +
24

35

W
L3

α4(t)

)

.

Так как амплитуды возмущений α0(t), α1(t) опреде-

лены, систему уравнений (4) будем решать для n ≥ 2

методом последовательных приближений. В нулевом

приближении пренебрежем слагаемыми, отвечающими

за взаимодействие мод и содержащими малые множи-

тели W/L2, W/L3, система примет вид

α̈0
n(t) + ω2

nα
0
n(t) = 0, (n ≥ 2).

Решение этого гармонического уравнения запишется в

виде

α0
n(t) = A+

n exp(iωnt) + A−
n exp(−iωnt),

где A±
n = const.

Ограничиваясь в расчетах первым приближением, для

вычисления амплитуд αn(t) получим следующее урав-

нение

α′′
n (t) + ω2

nαn(t) −
W
L2

[

(

C f
−2(n) − ω2

n−2C
d
−2(n)

)

×
[

A+
n−2 exp(iωn−2t) + A−

n−2 exp(−iωn−2t)
]

+
(

C f
2 (n) − ω2

n+2C
d
2(n)

)[

A+
n+2 exp(iωn+2t)

+A−
n+2 exp(−iωn+2t)

]

]

−
W
L3

[

(

C f
−1(n)

−ω2
n−1C

d
−1(n)

)[

A+
n−1 exp(iωn−1t)

+ A−
n−1 exp(−iωn−1t)

]

+
(

C f
1 (n) − ω2

n+1C
d
1(n)

)

×
[

A+
n+1 exp(iωn+1t) + A−

n+1 exp(−iωn+1t)
]

]

−
W
L3

[

(

C f
−3(n) − ω2

n−3C
d
−3(n)

)[

A+
n−3 exp(iωn−3t)

+A−
n−3 exp(iωn−3t)

]

+
(

C f
3 (n) − ω2

n+3C
d
3(n)

)

×
[

A+
n+3 exp(iωn+3t) + A−

n+3 exp(−iωn+3t)
]

]

= 0.

(5)
Уравнение (5) является неоднородным уравнением вто-

рого порядка. Его общее решение ищется в виде суммы

общего решения однородного уравнения

α(hom)
n (t) = A+

n exp(iωnt) + A−
n exp(−iωnt) (6)

и частного решения неоднородного, которое представим

в виде суперпозиции экспонент, аналогичных экспонен-

там, входящим в функцию неоднородности,

α
(het)
n±m(t) = B+

n,±m exp(iωn±mt) + B−
n,±m exp(−iωn±mt),

(m = 1, 2, 3). (7)

Подставляя (7) в уравнение (5), определим выражения

для коэффициентов B±
n,±m

m = 2 : B±
n,±m = Cs

±m(n)
W
L2

A±
n±m,

m = 1, 3 : B±
n,±m = Cs

±m(n)
W
L3

A±
n±m,

Cs
±m(n) =

C f
±m(n) − ω2

n±mCd
±m(n)

ω2
n − ω2

n±m

. (8)

Отметим, что, исходя из физических соображений,

амплитуды колебаний должны описываться веществен-

ными функциями, поэтому можно записать B+
n,±m =

= (B−
n,±m)∗, A+

n = (A−
n )∗, где ∗ обозначает комплексное
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сопряжение. Используя (6), (7) с учетом соотноше-

ний (8) для B±
n,±m и представляя коэффициенты A±

n в

виде A±
n = αn exp(±ibn), где an и bn — вещественные

константы, запишем выражение для αn(t) как суперпози-

цию α
(hom)
n (t) и α

(het)
n (t):

αn(t) = an exp[i(ωnt + bn)]

+
W
L2

an±2 exp[i(ωn±2t + bn±2)]C
s
±2(n)

+
W
L3

an±1 exp[i(ωn±1t + bn±1)]C
s
±1(n)

+
W
L3

an±3 exp[i(ωn±3t + bn±3)]C
s
±3(n) + k.c. (9)

Аббревиатура k.c. обозначает слагаемые, комплексно

сопряженные к выписанным. В решении (9) константы

an и bn определяются из начальных условий.

Начальные условия

Рассмотрим случай, когда в начальный момент време-

ни возбуждена мода с номером k , амплитуду которой

положим равной константе ζ , а скорость движения

поверхности в начальный момент примем равной нулю:

t = 0 : αn(t) = ζ δn,k , α′
n(t) = 0 (n ≥ 2). (10)

Подставляя решение (9) в систему начальных усло-

вий (10), получим































































































an cos(bn) +
W
L2

an±2 cos(bn±2)C
s
±2(n)

+
W
L3

an±1 cos(bn±1)]C
s
±1(n)

+
W
L3

an±3 cos(bn±3)C
s
±3(n) = ζ δn,k ,

anωn sin(bn) +
W
L2

an±2ωn±2 sin(bn±2)C
s
±2(n)

+
W
L3

an±1ωn±1 sin(bn±1)]C
s
±1(n)

+
W
L3

an±3ωn±3 sin(bn±3)C
s
±3(n) = 0.

(11)

Систему связанных уравнений (11) будем решать

методом последовательных приближений.

В нулевом приближении, пренебрегая взаимодействи-

ем мод, отбросим все слагаемые, содержащие множите-

ли W/L2, W/L3, после чего система примет вид







a0
n cos(b

0
n) = ζ δn,k ,

a0
nωn sin(b

0
n) = 0,

а ее решения при ωn 6= 0 достаточно очевидны







a0
n = ζ δn,k ,

b0
n = πm, m ∈ Z.

(12)

В первом приближении запишем систему, учитывая

решение (12) в слагаемых, которыми пренебрегли в

нулевом приближении. При этом (11) приводится к виду































































































an cos(bn) +
W
L2

a0
n±2 cos(b

0
n±2)C

s
±2(n)

+
W
L3

a0
n±1 cos(b

0
n±1)C

s
±1(n)

+
W
L3

a0
n±3 cos(b

0
n±3)C

s
±3(n) = ζ δn,k ,

anωn sin(bn) +
W
L2

a0
n±2ωn±2 sin(b

0
n±2)C

s
±2(n)

+
W
L3

a0
n±1ωn±1 sin(b

0
n±1)C

s
±1(n)

+
W
L3

a0
n±3ωn±3 sin(b

0
n±3)C

s
±3(n) = 0.

(13)
Решая систему (13) для различных n, получим, что

она дает нетривиальные решения для номеров мод в

интервале k − 3 ≤ n ≤ k + 3:

{

ak = ζ ,

sin(bk) = 0,











ak±1 = −
W
L3

ζCs
∓1(k ± 1),

sin(bk±1) = 0,

(14)











ak±2 =−
W
L2

ζCs
∓2(k ± 2),

sin(bk±2) = 0,











ak±3 = −
W
L3

ζCs
∓1(k ± 3),

sin(bk±3) = 0.

Выражение для функции, описывающей возмущение

поверхности капли, ξ(θ, t) с учетом решений (14) запи-

шется в виде

ξ(θ, t) = ζ cos(ωkt)Pk(µ)

+
W
L3

ζCs
∓1(k ± 1)[cos(ωk t) − cos(ωk±1t)]Pk±1(µ)

+
W
L2

ζCs
∓2(k ± 2)[cos(ωk t) − cos(ωk±2t)]Pk±2(µ)

+
W
L3

ζCs
∓3(k ± 3)[cos(ωk t) − cos(ωk±3t)]Pk±3(µ).

(15)

Анализ результатов

Заметим, что расчетная форма равновесной поверх-

ности капли совпадает со сфероидальной в линейном

по квадрату эксцентриситета приближении. Слагаемое

(−18W/5L3)P3(µ) возникает вследствие неоднородности
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электрического поля, обусловливая асимметрию формы

поверхности капли: ее
”
вытянутость“ в сторону заряда.

Увеличение полевого параметра W/L2 усиливает иска-

жение формы капли.

Для анализа устойчивости равновесной поверхности

заметим, что капля устойчива, когда полная амплитуда

возмущения поверхности ξ(θ, t), описываемого выраже-

нием (15), ограничена во времени. Это справедливо,

когда собственные частоты колебаний мод ωn, определя-

ющих возмущение ξ(θ, t), вещественны. Мода колебаний

с номером n теряет устойчивость, когда квадрат ее

частоты проходит через ноль. Из условия (ωn)
2 = 0 по-

лучим выражение для критического значения полевого

параметра

(

W
L2

)

cr

= (n − 1)(n + 2)

{

−24 + 36(n + 1)

×[Ks (1, n − 1, n)Ks(1, n, n − 1) + Ks (1, n, n + 1)

×Ks (1, n + 1, n)] + 9(n − 1)(n + 2)Ks (2, n, n)

+
3(−2 + 3n + n2)

n
Kθ(2, n, n)

}−1

.

Значения этого параметра в зависимости от номеров мод

(которые условно приняты непрерывно изменяющими-

ся) представлены на рис. 1.

Расчеты показывают, что данная кривая имеет го-

ризонтальную асимптотику при значении критического

параметра (W/L2)cr ≈ 0.45. Из этого следует, что можно

задать такое поле, при котором будут неустойчивы все

моды осцилляций. Кроме того, из рис. 1 видно, что

моды с меньшими номерами теряют устойчивость при

меньших значениях полевого параметра, рост которого

соответствует росту напряженности и неоднородности

электрического поля.

Из полученного выражения (15) следует, что возбуж-

дение единичной k-й моды в начальный момент времени

вызывает возбуждение шести соседних мод. Моды с

номерами k ± 1, k ± 2, k ± 3 будем называть связанными

модами. Из (14) видно, что амплитуды связанных мод

Рис. 1. График зависимости критического параметра (W/L2)cr
от номера моды n.

Рис. 2. a — зависимости амплитуд мод колебаний, опреде-

ляющих возмущение поверхности от времени, рассчитанные

при k = 2, W = 0.3, L = 3, ζ = 0.1. Штриховой толстой линией

нанесена изначально возбужденная мода: k = 2; сплошная тол-

стая — связанная с ней мода k + 1 = 3; штриховая тонкая —

связанная мода k + 2 = 4; сплошная тонкая — связанная мода

k + 3 = 5. b — то же, что на рис. 2, a, но рассчитано при

W = 3.3, L = 10.

пропорциональны амплитуде изначально возбужденной

моды (−ζ ) и малы по сравнению с ней за счет наличия

множителей W/L2, W/L3. Соотношение амплитуд мод

представлено на рис. 2, a. При больших значениях па-

раметра L, а именно (L ≥ 10) вклад связанных мод с

номерами k ± 2 более существен, чем с номерами k ± 1,

k ± 3, что проиллюстрировано на рис. 2, b.

Расчеты показывают, что если в начальный момент по-

левой параметр достаточно высок и становятся неустой-

чивыми несколько десятков мод, то амплитуды мод на

передней части капли складываются и формируют эмис-

сионный выступ. При этом на тыловой части амплитуды

четных и нечетных мод компенсируют друг друга, как

это можно видеть на рис. 3, на котором приведены

результаты модельного расчета для суммарного возму-

щения в 0.3R при одинаковых амплитудах двадцати мод,

равных 0.015R.
Важным результатом, следующим из (15), является

тот факт, что если изначально возбужденная мода те-

ряет устойчивость, то одновременно с ней становятся

неустойчивыми все связанные моды за счет присутствия

cos(ωkt) в амплитуде каждой из них. На рис. 4, a

представлены зависимости амплитуд различных мод от

времени для случая, когда величина полевого параметра
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Рис. 3. Форма капли, когда возбуждены 20 первых мод.

Рис. 4. a — эволюция амплитуд различных мод осцилляций

поверхности капли при начальном возбуждении второй моды,

рассчитанные при k = 2 W = 0.7, L = 3, ζ = 0.1; толстая

сплошная линия соответствует k = 2; тонкая сплошная —

k + 1 = 3; толстая штриховая — k + 2 = 4; тонкая штрихо-

вая — k + 3 = 5. Время выражено в долях характерного

масштаба: [t] = R3/2ρ1/2σ−1/2. b — соотношения амплитуд мод

капли при начальном возбуждении третьей моды, рассчитан-

ные при k = 3, W = 0.3, L = 3, ζ = 0.1; толстая сплошная

линия соответствует k − 1 = 2; тонкая сплошная — k = 3; тол-

стая штриховая — k + 1 = 4; тонкая штриховая — k + 2 = 5;

штрихпунктирная — k + 3 = 6.

Рис. 5. a — формы поверхности неустойчивой капли при

начальном возбуждении второй моды, рассчитанные при k = 2,

W = 0.7, L = 3, ζ = 0.1; толстая сплошная линия соответству-

ет t = 0; тонкая сплошная — t = T/2; штриховая — t = 3T/2;
T — период третьей моды T = 2π/ω3 . b — формы поверхности

неустойчивой капли при начальном возбуждении третьей мо-

ды, рассчитанные при k = 3, W = 1.05, L = 3, ζ = 0.1; толстая

сплошная линия соответствует t = 0; тонкая сплошная —

t = T/4; штриховая — t = 7T /8; T — период четвертой моды

T = 2π/ω4 .

превышает критическое значение для изначально воз-

бужденной основной (второй) моды.

Несложно видеть из рис. 4, a, что хотя при выделенной

k-й моде значение полевого параметра критическое для

нее, ниже критического значения полевого параметра

для мод k + 1, k + 2, k + 3, связанных с k-й, их ам-

плитуды тоже экспоненциально нарастают во времени,

сохраняя тем не менее осциллирующий характер.

На рис. 4, b представлены аналогичные зависимости,

когда изначально возбуждена 3-я мода, а величина

полевого параметра (W/L2) превышает критическое для

нее значение: (W/L2) > (W/L2)cr,3. В этом случае ха-

рактер возрастания амплитуд основной и третьей мод

является чисто экспоненциальным, а осциллирующий

характер сохраняется для мод k + 1, k + 2, k + 3, значе-

ние критического полевого параметра для которых выше

принятого.

На рис. 5 представлены формы поверхности капли в

различные моменты времени, рассчитанные для случая
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изначально возбужденных в начальный момент неустой-

чивых мод (основной и третьей соответственно).

Заключение

В проведенных расчетах выяснилось, что с увели-

чением степени неоднородности поля увеличивается и

степень связности мод осцилляций капли, что зависи-

мость полевого параметра от номера моды выходит на

насыщение при номерах мод ∼ 100 и можно указать

такое значение полевого параметра, при котором все

моды неустойчивы, что наложение амплитуд неустой-

чивых мод на вершине капли, обращенной в сторону

увеличения неоднородности поля, формирует эмиссион-

ный выступ, выбрасывающий струю жидкости, как это

наблюдается в эксперименте [4].

Приложение 1

Выражения для коэффициентов Zi(n).

Z0(n) =
(

Ks (1, 1, 0) + Ks (1, 1, 2)Ks (2, n, n)

+
(

Ks(1, n − 1, n)Ks(1, n, n − 1)

− 0.5Ks (1, n, n + 1)Ks (1, n + 1, n)
)

(1 + n)
)

,

Z2(n) =
(

Ks(1, 1, 2)Ks (2, n + 2, n)

− 0.5Ks (1, n + 1, n)Ks (1, n + 2, n + 1)(1 + n)
)

,

Z−2(n) =
(

Ks (1, 1, 2)Ks (2, n − 2, n)

− 0.5Ks (1, n − 2, n −1)Ks (1, n − 1, n)(1 + n)
)

,

Z3(n) =
(

(4Ks (1, 2, 3) − Kθ(1, 2, 3))Ks (3, n + 3, n)

− (1 + n)
(

Ks(1, n + 3, n + 2)Ks (2, n + 2, n)

+ Ks(1, n + 1, n)Ks(2, n + 3, n + 1)
))

,

Z1(n) =
(

(4Ks (1, 2, 1) − Kθ(1, 2, 1))Ks (1, n + 1, n)

+ (4Ks (1, 2, 3) − Kθ(1, 2, 3))Ks (3, n + 1, n)

− (1 + n)
(

Ks(1, n + 1, n)Ks (2, n, n)

+ Ks(1, n − 1, n)Ks(2, n + 1, n − 1)

+ Ks(1, n + 1, n)Ks(2, n + 1, n + 1)

+ Ks(1, n + 1, n + 2)Ks (2, n + 2, n)
))

,

Z−1(n) =
(

(4Ks (1, 2, 1) − Kθ(1, 2, 1))Ks (1, n − 1, n)

+ (4Ks (1, 2, 3) − Kθ(1, 2, 3))Ks (3, n − 1, n)

− (1 + n)
(

Ks(1, n − 1,−2 + n)Ks (2, n − 2, n)

+ Ks (1, n − 1, n)Ks(2, n − 1, n − 1)

+ Ks (1, 1 + n, n)Ks(2, n − 1, 1 + n)

+ Ks (1, n − 1, n)Ks(2, n, n)
))

,

Z−3(n) =
(

4Ks (1, 2, 3) − Kθ(1, 2, 3)
)

Ks (3, n − 3, n)

− (1 + n)
(

Ks (1, n − 1, n)Ks(2, n − 3, n − 1)

+ Ks (1, n − 3, n − 2)Ks (2, n − 2, n)
)

.

Приложение 2

Выражения для коэффициентов C f
i (n), Cd

i (n).

C f
1 (n) = n

(

24Ks (1, n + 1, n) + 60(−1− n)

×
(

Ks (1, n + 1, n)Ks(2, n, n)

+ Ks (1, n − 1, n)Ks(2, n + 1, n − 1)

+ Ks (1, 1 + n, n)Ks(2, n + 1, n + 1)

+ Ks (1, n + 1, n + 2)Ks (2, n + 2, n)
)

− 7.2
(

(−16 + 3n + n2)Ks (3, n + 1, n)

+ Kθ(3, n + 1, n)
))

,

C f
−1(n) = n

(

24Ks (1, n − 1, n) + 60(−1− n)

×
(

Ks(1,−1 + n,−2 + n)Ks(2, n − 2, n)

+ Ks(1, n − 1, n)Ks(2, n − 1, n − 1)

+ Ks(1, n + 1, n)Ks(2, n − 1, n + 1)

+ Ks(1, n − 1, n)Ks(2, n, n)
)

+ 7.2
(

(18 + n − n2)Ks (3, n − 1, n)

+ Kθ(3, n − 1, n)
))

,

C f
−2 = n

(

36(n + 1)Ks [1, n − 2, n − 1]

× Ks [1, n − 1, n] + 6n(n − 3)

× Ks [2, n − 2, n] + 6Kθ[2, n − 2, n]
)

,

C f
2 (n) = n

(

36(n + 1)Ks (1, n + 1, n)

× Ks(1, 2 + n, 1 + n) +
(

6(1 + n)(4 + n)
)

× Ks(2, n + 2, n)6Kθ(2, n + 2, n)
)

,
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C f
−3(n) = n

(

−60(n + 1)
(

Ks (1, n − 1, n)

× Ks(2, n − 3, n − 1) + Ks(1, n − 3, n − 2)

× Ks(2, n − 2, n)
)

+
36

5

(

(12 + 5n − n2)

× Ks [3,−3 + n, n] + Kθ[3,−3 + n, n]
))

,

C f
3 (n) = n

(

−60(n + 1)
(

Ks (1, n + 3, n + 2)

× Ks (2, n + 2, n) + Ks (1, n + 1, n)

× Ks (2, n + 3, n + 1)
)

+
36

5

(

(6− 7n − n2)

× Ks (3, n + 3, n) + Kθ(3, n + 3, n)
))

,

Cd
1(n) =

18Kθ(3, n + 1, n)

5(1 + n)
,

Cd
−1(n) =

18

5

(

2Ks (3, n − 1, n) +
Kθ(3, n − 1, n)

(n − 1)

)

,

Cd
−2(n) = −3

(

3Ks(2, n − 2, n) +
Kθ(2, n − 2, n)

(n − 2)

)

,

Cd
2(n) = 3

(

Ks(2, 2 + n, n) −
Kθ(2, n + 2, n)

(2 + n)

)

,

Cd
−3(n) =

18

5

(

4Ks (3, n − 3, n) +
Kθ(3, n − 3, n)

(n − 3)

)

,

Cd
3(n) =

18

5

(

−2Ks (3, n + 3, n) +
Kθ(3, n + 3, n)

(n + 3)

)

.
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