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Предложены уравнения автоколебательной системы с инерционностью, обладающей хаотической динами-

кой. Исследованы взаимодействие двух таких системы при взаимной связи через диффузию, а также случай

однонаправленной связи. Показано, что в обоих случаях синхронизация является частичной — остаются

разностные хаотические колебания. Рассмотрены переходные процессы при установлении хаотической

синхронизации.

Введение

Автоколебательные системы с хаотической динамикой

широко известны [1,2] и находят важное практическое

применение [3,4]. При этом явление синхронизации ши-

роко исследуется применительно к таким системам [5,6].

В отличие от систем с регулярной динамикой, в ко-

торых существуют два режима неавтономной работы:

синхронный и асинхронный [7–9], в хаотических си-

стемах введены понятия о нескольких режимах [6]:

режим полной синхронизации, обобщенная синхрониза-

ция, фазовая синхронизация, частичная синхронизация

и др., хотя не все они, как показано в [10], достаточно

обоснованы.

В работе с целью выяснения особенностей синхро-

низации автоколебательных систем с инерционностью

исследуется взаимодействие двух хаотических автоко-

лебательных систем при взаимной и однонаправленной

связи. При этом учитываются переходные процессы

установления синхронной динамики.

Математическая модель

В настоящее время известны различные типы генера-

торов, обладающих хаотической динамикой. Уравнения

многих из них сводятся к уравнениям, описывающим

генератор с инерционностью. К таким уравнениям могут

быть сведены даже классические уравнения Лоренца

и Ресслера [1,11]. Поэтому представляется, что запись

уравнений автоколебательной системы в виде генера-

тора с инерционностью свидетельствует о возможности

возбуждения в ней хаотических колебаний. К тому же

запись уравнений в виде генератора с инерционностью

позволяет наглядно записать связанную систему генера-

торов классическим способом, вводя элементы связи в

правую часть уравнений.

Каждая из исследуемых автоколебательных систем

описывается уравнениями

dx/dt = x − xy + z ,

dy/dt = x2 − αy − z ,

dz/dt = −βx + δ,

(1)

где α, β, δ — постоянные коэффициенты. Эту систе-

му можно рассматривать как модификацию уравнений

Ресслера, приведенных в [12]. Исключая переменную z ,
после несложных преобразований можем получить

d2x/dt2 − [1− (y − x)]dx/dt + βx = f (x , y),

dy/dt + αy = ϕ(x , dx/dt, y), (2)

где

f (x , y) = [(α + x)y − (1 + x)x ]x − δ,

ϕ(x , dx/dt, y) = (1 + x − y)x − dx/dt. (3)

Соотношения (2), (3) имеют вид уравнений, описы-

вающих автоколебательную систему с инерционностью.

При этом коэффициент α имеет смысл параметра инер-

ционности.

Используя уравнения (2), (3), запишем систему двух

генераторов, связанных через диффузию, в виде

d2x i/dt2 − [1− (y i − x i)]dx i/dt + βi x i

= f i(x i , y i) + Di(dx j/dt − dx i/dt),

dy i/dt + αi y i = ϕi(x i , dx i/dt, y i), (4)

где

f i(x i , y i) = [(αi + x i)y i − (1 + x i)x i ]x i − δi ,

ϕi (x i , dx i/dt, y i) = (1 + x i − y i )x i − dx i/dt, (5)

где i, j = 1.2 при i 6= j .
Численный анализ этих уравнений проводился мето-

дом Рунге−Кутта 4-го порядка. При исследовании по-

стоянные параметры выбраны так, что βi = 0.4, δi = 0.2;

при этом малое различие, определяющее расстройку,

задавалось значениями параметров инерционности, вы-

бранными равными α1 = 1.25, α2 = 1.251.
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Автономные колебания

Характерной особенностью парциальных генераторов

(подсистем) в рассматриваемой связанной автоколеба-

тельной системе является возможность возбуждения ко-

лебаний в подсистемах при нулевых начальных условиях

(при x i(0) = y i(0) = 0). Роль единичного толчка в ней

выполняет постоянный коэффициент δi .

На рис. 1, a, b приведены реализации колебатель-

ных процессов подсистем системы, описываемой урав-

нениями (4), (5), при их автономной работе, когда

D1 = D2 = 0. На рис. 1, c показана реализация разност-

ных колебаний x1(t) − x2(t). Аттракторы, соответству-

ющие этим колебательным процессам, приведены на

рис. 2, a−c. На рис. 2, d показано движение изобража-

ющей точки в проекции на плоскость {x1, x2}. Рис. 1 и 2

рассчитаны в интервале времени t ∈ [360, 540] с целью

исключения переходного процесса установления колеба-

ний, который в системах с хаотической динамикой, как

показано в [13–15], может занимать достаточно большое

время.

Как видно, несмотря на малое отличие по параметру

инерционности, колебательные процессы существенно

различаются между собой. Это наглядно иллюстрирует

реализация разностных колебаний, а также соответству-

ющий ей аттрактор и проекция движения изображаю-

щей точки. Аттракторы автономных колебаний имеют

структуру, подобную структуре аттрактора Ресслера, и

отображают хаотическое перемешивание фазовых тра-

екторий. При этом, как показывает численный анализ,

спектры мощности, соответствующие автономным хао-

тическим колебаниям x1(t) и x2(t), а также разностным

колебаниям x1(t) − x2(t), являются непрерывными и

занимают широкие полосы частот.

Рис. 1. Реализация колебательных процессов x1(t) (a),
x2(t) (b) и реализация (c), отображающая их разность.

Рассмотренная автоколебательная система может ис-

пользоваться для шифрования информации методом,

основанным на использовании хаотических решений де-

терминированных уравнений. Автоколебательная форма

записи системы делает ее пригодной для использования

с алгоритмом хаотизирующей обратной связи, с помо-

щью которой, как показано в [16], обеспечивается более

развитая хаотизация колебаний.

Взаимная синхронизация

При анализе взаимного влияния колебаний подсистем

системы, описываемой уравнениями (4), (5), ограничим-
ся случаем симметричной связи, полагая D1 = D2 = D.

Достаточно наглядно результаты процесса взаимодей-

ствия колебаний отображаются бифуркационной диа-

граммой, представленной на рис. 3, a. На ней показа-

но изменение максимальных значений разности коле-

бательных процессов x1(t) и x2(t) (обозначенной че-

рез [x1 − x2]) в зависимости от коэффициента взаимной

связи D. Видно, что по мере увеличения коэффициента

взаимной связи (до значения D ≈ 0.11) происходит

уменьшение разброса точек, соответствующих макси-

мальным значениям разности колебаний, что свидетель-

ствует о проявлении эффекта взаимной синхронизации

(в виде асинхронной динамики), когда колебания подси-

стем приближаются к их идентичности. Из диаграммы

следует, что идентичными колебания становятся при

D > 0.11. При этом движение изображающей точки на

плоскости {x1, x2} отображается в отличие от рис. 2, d

прямой линией x1 = x2, что, естественно, реализует-

ся при идентичных колебательных процессах. Режим

работы при D > 0.11 можно (но достаточно услов-

но) считать взаимной хаотической синхронизацией, а

величину коэффициента связи, при которой возникает

синхронный режим, — порогом синхронизации. Однако

при уменьшении масштаба бифуркационной диаграммы

по оси ординат виден „остаточный“ разброс точек, со-

ответствующих максимальным значениям разности вза-

имодействующих колебательных процессов (рис. 3, b).
Хотя этот разброс точек и уменьшается по мере уве-

личения коэффициента связи, но он четко иллюстрирует

неполное совпадение колебаний в подсистемах.

Различие колебательных процессов подтверждается

реализацией, отображающей разность колебательных

процессов, и соответствующим ей аттрактором. Реализа-

ции разности взаимодействующих колебаний приведены

на рис. 4, a, b, на рис. 4, c, d показаны реализации коле-

бательного процесса x1(t) в режиме взаимной синхро-

низации колебаний x1(t) и x2(t) (c) и при асинхронной

динамике (d). Для осуществления синхронного режима

(рис. 4, a, c) величина коэффициента взаимной связи

в соответствии с диаграммами рис. 3 задана равной

значению D = 0.2, а для асинхронного (рис. 4, d) —

D = 0.05.
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Рис. 2. Хаотические аттракторы, соответствующие колебаниям x1(t) (a), x2(t) (b), x1(t) − x2(t) (c), и движение изображающей

точки в проекции на плоскость {x1, x2} (d).

С целью устранения переходного процесса установле-

ния хаотических движений расчет на рис. 4, a приведен

при t > 360. При этом взаимная связь обеспечивается

не с начального момента возбуждения колебаний, а с

момента времени t = 360. Это позволяет отобразить

переходной процесс установления состояния взаимной

синхронизации. Проанализировав рис. 4, a, переходной

процесс установления синхронных колебаний существу-

ет в интервале времени t ∈ [360, 420]. При уменьше-

нии коэффициента связи этот интервал времени уве-

личивается, а при увеличении, наоборот, уменьшается.

Так, при D = 0.15 переходной процесс установления

синхронного режима работы занимает интервал време-

ни t ∈ [360, 460], а при D = 0.4 — интервал времени

t ∈ [360, 385].

Установившаяся в случае рис. 4, a (при t > 420) вза-

имная синхронизация в действительности является ча-

стичной взаимной хаотической синхронизацией, так как

существуют „остаточные“ разностные колебания, свиде-

тельствующие о неполной идентичности колебательных

процессов в подсистемах. Аттрактор, соответствующий

разностной реализации колебаний x1 и x2, представлен-

ной на рис. 4, b, которая рассчитана после окончания

переходного процесса установления взаимной частичной

синхронизации, показан на рис. 5, a. На рис. 5, b приве-

ден аттрактор, соответствующий синхронному колеба-

тельному процессу x1(t), представленному на рис. 4, c.

При этом аттрактор, соответствующий синхронному

колебательному процессу x2(t), имеет такой же вид. На

рис. 5, c, d приведены аттрактор разностных колебаний и

траектория движения изображающей точки в проекции

на плоскость {x1, x2} при асинхронной динамике (когда
D = 0.05).

Аттрактор, соответствующий разностным колебатель-

ным процессам при частичной синхронизации (рис. 5, c),
имеет своеобразный вид, отличный от вида аттрактора,

соответствующего разностным колебаниям при автоном-

ных колебаниях. При этом сохраняется хаотический

характер движений. Таким образом, при выбранном

малом различии подсистем не реализуется обобщенная

синхронизация хаотических подсистем, для которой, как

известно [6], должно выполняться определенное функ-

циональное соотношение между взаимодействующими

колебательными процессами. В рассмотренном случае

несомненно проявляется эффект взаимной синхрониза-

ции, но остается четко выраженное „остаточное“ раз-

личие между колебаниями, причем это различие имеет

хаотическую природу. Именно это позволяет считать

рассматриваемую хаотическую синхронизацию частич-

ной.
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Рис. 3. Изменение максимальных значений разности колеба-

тельных процессов x1(t) и x2(t) в зависимости от коэффициен-

та взаимной связи D в интервалах изменения параметра связи

D ∈ [0, 0.2] (a) и D ∈ [0.15, 0.9] (b).

Аттрактор, соответствующий асинхронной динамике

при D = 0.05 (рис. 5, c), имеет структуру, в которой

отображаются комбинированные разностные движения:

фрагменты траекторий, присущие автономным колеба-

ниям (см. рис. 2, c), и фрагменты траекторий, реали-

зующихся при частичной хаотической синхронизации

(см. рис. 5, a). При уменьшении параметра связи пре-

обладают фрагменты траекторий движения, соответству-

ющие разности реализаций, отображающих автономные

колебания. При увеличении коэффициента D, наобо-

рот, начинают преобладать фрагменты траекторий, со-

ответствующие режиму частичной синхронизации. Это

обусловлено тем, что переход от асинхронной динами-

ки к режиму взаимной синхронизации осуществляется

по сценарию перемежаемости. Эффект перемежаемости

движений проявляется и в траектории движения изобра-

жающей точки в проекции на плоскость {x1, x2}: наряду
с движениями, отображаемыми рис. 2, c, существуют

движения в направлении x1 = x2.

Об установлении режима частичной синхронизации (и
отсутствии обобщенной синхронизации) свидетельству-

ет структура спектра мощности разностных колебаний.

На рис. 6 приведены спектры мощности разностных

колебаний при относительно малой (D = 0.15, кривая 1)
и большой (D = 0.9, кривая 2) величинах коэффициента

связи. Как видно, даже при величине коэффициента

взаимной связи, равной величине D = 0.9, соответству-

ющей, согласно рис. 3, a, режиму взаимной хаотической

синхронизации, спектр мощности разностных колебаний

S(x1 − x2) являясь непрерывным, отображает хаотиче-

ские движения в широком диапазоне частот ω.

Рассмотренные закономерности взаимодействующих

колебаний сохраняются и при относительно боль-

шой „расстройке“ подсистем. Так, например, в слу-

чае α1 = 1.25, α2 = 1.26 с увеличением коэффициента

взаимной связи также происходит возникновение асин-

хронной динамики, сопровождающейся уменьшением

разброса точек, соответствующих максимальным значе-

ниям разности колебательных процессов, а затем (при
D ≈ 0.2) устанавливается частичная взаимная хаотиче-

ская синхронизация. При этом выбросы остаточных ха-

отических колебаний значительно больше: при D = 0.3

они лишь на два порядка меньше выбросов, реализую-

щихся в разностных колебаниях в случае автономной

работы подсистемы.

Принудительная синхронизация

Уравнения (4), (5) позволяют провести анализ взаи-

модействия подсистем при различной степени асиммет-

рии связи. Наибольший интерес представляет случай

однонаправленной связи применительно к принудитель-

ной синхронизации, когда D1 = D, D2 = 0. Принудитель-

Рис. 4. Реализации разности взаимодействующих колеба-

ний x1(t), x2(t) (a, b) и реализации колебаний x1(t) (c, d)
в режиме взаимной частичной синхронизации (a−c) и при

асинхронной динамике (d).
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Рис. 5. Аттракторы при синхронной динамике (a, b), соответствующие разностной реализации (a), колебательному процес-

су x1(t) (b), а также аттрактор разностных колебаний (c) и траектория движения изображающей точки в проекции на плоскость

{x1, x2} (d) при асинхронной динамике, когда D = 0.05. Все рисунки рассчитаны в интервале времени t ∈ [540, 720].

ная синхронизация, а именно так называемая „полная“

синхронизация, реализующаяся при идентичных гене-

раторах, а также „обобщенная“ синхронизация, реали-

зующаяся при малом различии параметров подсистем,

используются при скрытой передаче информации.

На рис. 7 приведены бифуркационные диаграммы, ил-

люстрирующие процессы при однонаправленной связи

подсистем, обеспечивающей возможность принудитель-

ной синхронизации колебаний первой подсистемы (ве-

Рис. 6. Спектры мощности разностных колебаний взаимно

связанных подсистем при слабой (1) D = 0.9 и сильной (2)
D = 0.15 связи.

домой) колебаниями второй (ведущей). На них показано

изменение максимальных значений разности колебатель-

ных процессов x1(t) и x2(t) в зависимости от коэффи-

циента однонаправленной связи D. Рис. 7, a рассчитан

в интервале значений коэффициента однонаправленной

связи D ∈ [0, 0.4], а b — в интервале D ∈ [0.3, 0.9].
Из рис. 7, a видно, что по мере увеличения коэффици-

ента однонаправленной связи (до значения D ≈ 0.26)
происходит уменьшение разброса точек, соответствую-

щих максимальным значениям разности колебаний, что

свидетельствует о проявлении эффекта принудительной

синхронизации (в виде асинхронной динамики), когда

уменьшается разброс точек, соответствующих макси-

мальным значениям разности колебательных процессов,

и колебания подсистем приближаются к их идентично-

сти. Из диаграммы следует, что идентичными колебания-

ми становятся при D > 0.26, что можно условно считать

принудительной хаотической синхронизацией, порого-

вое значение коэффициента связи равно 0.26. При этом

движение изображающей точки на плоскости {x1, x2}
отображается, как и в случае взаимной синхронизации,

прямой линией x1 = x2, что, естественно, реализуется

при идентичности колебательных процесов. В то же

время при уменьшении масштаба по оси ординат можно
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Рис. 7. Изменение максимальных значений разности коле-

бательных процессов x1(t) и x2(t) в зависимости от коэффи-

циента однонаправленной связи D в интервалах изменения

параметра связи D ∈ [0, 0.4] (a) и D ∈ [0.3, 0.9] (b).

видеть „остаточный“ разброс точек, соответствующих

максимальным значениям разности колебательных про-

цессов ведущей и ведомой подсистем (рис. 6, b). Несмот-
ря на то что этот разброс точек и уменьшается по мере

увеличения коэффициента связи, он четко иллюстрирует

неполное совпадение колебаний в подсистемах. Разброс

точек, соответствующих максимальным значениям раз-

ности колебательных процессов, при D = 0.3 на три

порядка меньше, чем в случае отсутствия связи. При

взаимной связи подсистем такое различие максималь-

ных значений разности колебательных процессов на-

блюдалось при меньшей величине коэффициента связи

(см. рис. 3).

Различие колебательных процессов подтверждается

реализацией, отображающей разность колебательных

процессов, и соответствующим ей аттрактором. Реализа-

ции разности взаимодействующих колебаний приведены

на рис. 8, a, b. Они получены при D = 0.3. Рис. 8, a

рассчитан с целью устранения переходного процесса

установления хаотических движений в интервале вре-

мени t ∈ [360, 520]. При этом однонаправленная связь

обеспечивается не с начального момента возбуждения

колебаний, а с момента времени t = 360, что позволяет

отобразить переходной процесс установления принуди-

тельной синхронизации. Переходной процесс, как следу-

ет из рис. 8, a, занимает интервал времени t ∈ [360, 400].
При уменьшении коэффициента связи этот интервал

времени, как и в случае взаимной связи, увеличивается,

а при увеличении, наоборот, уменьшается. Однако даже

при D = 0.9 переходной процесс установления режима

синхронизации занимает относительно большое время

(см. рис. 8, a): он существует в интервале времени

t ∈ [360, 380].

Установившаяся в случае, показанном на рис. 8, a

(при t > 400), хаотическая синхронизация является ча-

стичной принудительной хаотической синхронизацией,

так как существуют „остаточные“ разностные колебания

(см. рис. 8, b). Эти колебания относительно слабые, но

тем не менее свидетельствуют о неполной идентичности

колебательных процессов в подсистемах; к тому же

неидентичность колебаний хаотически изменяется во

времени.

Аттрактор, соответствующий разностным колебатель-

ным процессам при частичной принудительной синхро-

низации, имеет вид, подобный хаотическому аттрактору,

показанному на рис. 5, a для случая взаимной син-

хронизации. Это свидетельствует о том, что даже при

выбранном малом различии подсистем не реализует-

ся обобщенная синхронизация хаотических колебаний,

при которой должна выполняться функциональная связь

между колебательными процессами ведущей и ведомой

подсистем. В рассмотренном случае четко проявляет-

ся эффект принудительной синхронизации, но остает-

ся „остаточное“ различие между колебаниями, причем

это различие имеет хаотическую природу. Именно это

позволяет считать рассматриваемую принудительную

хаотическую синхронизацию частичной.

Аттрактор, соответствующий асинхронной динамике,

имеет структуру, в которой, как и в случае взаимной

связи (см. рис. 5, c), отображаются комбинированные

движения: фрагменты движений, присущие автономным

колебаниям, и фрагменты движений, реализующиеся при

частичной принудительной хаотической синхронизации.

Это обусловлено тем, что переход к режиму прину-

Рис. 8. Реализации разностных колебаний в интервалах вре-

мени t ∈ [360, 540] (a) и t ∈ [540, 720] (b) при включении воз-

действия управляющих колебаний на управляемые осцилляции

в момент времени t = 360.
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дительной синхронизации осуществляется по сценарию

перемежаемости.

Заключение

Результаты проведенных исследований свидетельству-

ют о сложной динамике предложенной автоколебатель-

ной системы. Хаотический аттрактор, соответствующий

ее колебаниям, имеет вид аттрактора Ресслера.

При взаимной связи двух подсистем проявляется ре-

жим взаимной синхронизации, которую следует считать

частичной взаимной синхронизацией, так как остают-

ся разностные колебания, имеющие вид хаотических

движений. Этим колебаниям соответствует хаотический

аттрактор, имеющий оригинальную структуру.

При однонаправленной связи двух систем проявляется

режим принудительной синхронизации, которую также

следует считать частичной принудительной синхрони-

зацией, так как остается различие между ведомыми

и ведущими колебаниями, отображаемые разностными

хаотическими движениями, которым соответствует ха-

отический аттрактор. При использовании режима при-

нудительной хаотической синхронизации для создания

систем скрытой связи следует учитывать наличие оста-

точных разностных колебаний, имеющих хаотический

характер.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект
№ 07-02-00351).
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