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Рассмотрена схема параметрического генератора хаоса на базе двух связанных осцилляторов с мо-
дулированной добротностью, рабочие частоты которых отличаются вдвое, а возбуждение производится
импульсами накачки на тройной частоте с периодом следования, равным периоду модуляции добротности.
Проанализирована модель, в которой временна́я эволюция составлена из четырех периодически повторяю-
щихся стадий равной продолжительности. На первой стадии осуществляется параметрическое возбуждение
осцилляторов в присутствии нелинейной диссипации, на второй происходит затухание второго осциллятора,
на третьей — взаимодействие осцилляторов через квадратичную нелинейность, на четвертой — затухание
первого осциллятора. Трансформация фазы колебаний за 4 стадии дается растягивающим отображением
окружности. В фазовом пространстве четырехмерного отображения, описывающего изменение состояния за
период модуляции, имеет место аттрактор типа Смейла−Вильямса. Представлены результаты численного
исследования хаотической динамики, обусловленной присутствием этого аттрактора, и расчетов, подтвер-
ждающих его гиперболическую природу на основе известного из математической литературы критерия
конусов.

Введение

В математической теории динамических систем вво-
дятся однородно гиперболические странные аттрак-

торы, которые допускают далеко идущий теоретический
анализ, обладают сильными хаотическими свойствами и
характеризуются структурной устойчивостью, т. е. нечув-
ствительностью к вариациям функций и параметров
в определяющих уравнениях [1–7]. Как считалось до
недавнего времени, эти аттракторы дают лишь идеа-
лизированный „рафинированный“ образ динамического
хаоса, не имея отношения к динамике систем физиче-
ского или технического происхождения. В обзорах и
учебниках по нелинейной динамике они традиционно
представлены искусственными математическими кон-
струкциями, такими как аттрактор Плыкина и соленоид
Смейла−Вильямса [1–7].
Недавно был предложен принцип построения физиче-

ских систем с гиперболическими аттракторами, состо-
ящий в манипуляции фазами колебаний при передаче
возбуждения между попеременно активными парциаль-
ными осцилляторами, с тем чтобы трансформация фаз
отвечала итерациям отображения с хаотической дина-
микой [8–10]. Представляется естественным и уместным
для реализации этого принципа использовать известный
в теории колебаний и приложениях класс систем с
параметрическим возбуждением [11–15], имея в виду
возможность разработки на этой основе систем различ-
ной физической природы, в том числе в лазерной физике
и нелинейной оптике [15].

Одна конкретная схема параметрического генератора
хаоса на данном принципе рассмотрена в работе [16].
Она составлена из двух одинаковых подсистем, каж-
дая из которых представлена схемой двухконтурно-
го параметрического генератора, причем осциллятор
частоты ω1 одной подсистемы связан через квадра-
тичный нелинейный элемент с осциллятором частоты
ω2 = 2ω1 другой. Накачка в подсистемах включается
по очереди и осуществляется на частоте ω3 = 3ω1,
так что выполнено условие параметрического резонанса
ω1 + ω2 = ω3. Численные результаты дают основание
полагать, что в широком диапазоне параметров система
имеет гиперболический аттрактор, который для отоб-
ражения Пуанкаре представляет собой вариант соле-
ноида Смейла−Вильямса. Однако из-за высокой раз-
мерности фазового пространства (N0 = 8 для отобра-
жения Пуанкаре) аккуратной компьютерной проверки
условий гиперболичности (так называемого „критерия
конусов“ [1–5,17,18]) выполнено не было.
В настоящей работе предлагается параметрический

генератор с гиперболическим аттрактором, имеющий
меньшую размерность фазового пространства. Это дает
возможность провести вычисления по проверке крите-
рия конусов и обосновать тем самым гиперболическую
природу аттрактора. При конструировании модели ис-
пользованы приемы и комбинации элементов, известные
в контексте лазерной физики и нелинейной оптики (па-
раметрическая связь, накачка, модуляция добротности),
что в перспективе позволяет говорить о возможности
практической реализации генераторов хаоса на этой
основе.
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1. Исследуемая модель и основные
уравнения

Рассмотрим систему, состоящую из двух осциллято-
ров с частотами ω1 и ω2 = 2ω1, параметрическое воз-
буждение которой обеспечивается импульсами накачки
на частоте ω3 = ω1 + ω2 = 3ω1, следующими друг за
другом с периодом T ≫ 1/ω3 . С тем же периодом T
модулируются добротности осцилляторов, а также коэф-
фициент нелинейной (квадратичной) связи между ними.
Для простоты и определенности в конструируемой моде-
ли будем рассматривать модуляцию по „прямоугольно-
му“ закону — как мгновенное переключение параметров
от одной величины к другой в определенные моменты
времени. Иными словами, эволюцию во времени полага-
ем состоящей из четырех периодически повторяющихся
стадий равной продолжительности, составляющей целое
число высокочастотных периодов сигнала накачки, т. е.
T/4 = 2πN/ω3 .
На первой стадии производится параметрическое воз-

буждение системы, обусловленное колебаниями величи-
ны реактивной связи между осцилляторами на часто-
те накачки, и считается присутствующей нелинейная
диссипация, обеспечивающая насыщение параметриче-
ской неустойчивости. На второй стадии включается
диссипация во втором осцилляторе, благодаря чему его
колебания затухают. На третьей стадии осуществляется
взаимодействие осцилляторов через квадратичную нели-
нейность, а на четвертой — затухание первого осцилля-
тора. Уравнения, описывающие динамику на всех этих
стадиях, зададим в следующем виде.
I. Стадия параметрического возбуждения:

ẍ + ω2
1x = κy sinω3t − β1ẋ3,

ÿ + ω2
2y = κx sinω3t − β2ẏ3. (1)

II. Стадия затухания второго осциллятора:

ẍ + ω2
1x = 0, ÿ + ω2

2y = −α2ẏ . (2)

III. Стадия взаимодействия через квадратичную нели-
нейность:

ẍ + ω2
1x = 2εxy, ÿ + ω2

2y = εx2. (3)

IV. Стадия затухания первого осциллятора:

ẍ + ω2
1x = −α1ẋ , ÿ + ω2

2y = 0. (4)

Здесь x и y — обобщенные координаты двух осциллято-
ров с частотами ω1 и ω2 = 2ω1. Параметр κ определяет
интенсивность накачки на частоте ω3 = ω1 + ω2 = 3ω1,
а ε — нелинейную (квадратичную) связь между ос-
цилляторами. Параметры α1,2 отвечают за линейную,
а β1,2 — за нелинейную диссипацию соответственно в
первом и втором осцилляторах.

Динамику можно представить единой неавтономной
системой двух дифференциальных уравнений второго
порядка

ẍ + ω2
1x = f 1(t)

(

κy sinω3t − β1ẋ
3
)

− α1 f 4(t)ẋ + 2ε f 3(t)xy,

ÿ + ω2
2y = f 1(t)

(

κx sinω3t − β2ẏ3
)

− α2 f 2(t)ẏ + ε f 3(t)x
2, (5)

где f k(t) = 1, если k − 1 ≤ 4{t/T} < k , и f k(t) = 0 в
противном случае (фигурными скобками обозначена
дробная часть числа).
Мгновенное состояние системы в фиксированный

момент времени t задается четырехмерным вектором
x = (x , u, y, v), где u = ẋ/ω1, v = ẏ/ω — нормирован-
ные обобщенные скорости осцилляторов. Трансформа-
ция этого вектора за полный период изменения коэф-
фициентов в уравнениях, т. е. за время от t = nT до
t = (n + 1)T , отвечает стробоскопическому отображе-

нию, или отображению Пуанкаре,

xn+1 = f(xn). (6)

Выполнение этого отображения можно реализовать в
виде компьютерной программы, обеспечивающей реше-
ние системы дифференциальных уравнений на периоде T
конечно-разностным методом.
В ситуации, когда период модуляции параметров

намного больше периода высокочастотных колебаний,
N ≫ 1, можно переформулировать задачу, воспользовав-
шись методом комплексных амплитуд [12–14]. Для этого
полагаем

x = aeiω1t + a∗e−iω1t, ẋ = iω1aeiω1t − iω1a∗e−iω1t,

y = beiω2t + b∗e−iω2t, ẏ = iω2beiω2t − iω2b
∗e−iω2t .

(7)

После подстановки этих выражений в соотношения
(1)−(4), умножения уравнений на экспоненту e−iω1t

(для a) и e−iω2t (для b) и усреднения по периоду
быстрых колебаний, с учетом принятого соотношения
частот ω1,2,3, получаем усредненные уравнения для мед-
ленно меняющихся комплексных амплитуд на четырех
стадиях динамики в следующем виде.
Стадия I:

ȧ = −(κ/4ω1)b
∗ − 3

2
β1ω

2
1 |a |2a,

ḃ = −(κ/4ω2)a
∗ − 3

2
β2ω

2
2 |b|2b.

Стадия II:

ȧ = 0, ḃ = −1
2
α2b.

Стадия III:

ȧ = −iεω−1
1 a∗b, ḃ = −1

2
iεω−1

2 a2.

Стадия IV:

ȧ = −1
2
α1a, ḃ = 0.
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Это можно представить в виде единой системы диф-
ференциальных уравнений

ȧ = − (κ/4ω1)b
∗ f 1(t) −

3
2

f 1(t)β1ω
2
1 |a |2a

− i f 3(t)εω
−1
1 a∗b − 1

2
f 4(t)α1a,

ḃ = − (κ/4ω2)a
∗ f 1(t) −

3
2

f 1(t)β2ω
2
2 |b|2b

− 1
2

i f 3(t)εω
−1
2 a2 − 1

2
f 2(t)α2b. (8)

2. Механизм функционирования
модели

На первой стадии происходит параметрическая рас-
качка обоих осцилляторов, в результате которой их
амплитуды колебаний нарастают, а фазы оказываются
в определенном соотношении. Поясним этот момент.
Пусть для простоты диссипация отсутствует. Тогда для
комплексных амплитуд имеем уравнения

ȧ = − κb∗

4ω1
, ḃ = −κa∗

4ω2
.

Их общее решение представляется в виде

b = C+eκt/4
√
ω1ω2 + C−e−κt/4

√
ω1ω2,

a = −
√

ω1/ω2
(

C∗
+eκt/4

√
ω1ω2 + C∗

−e−κt/4
√
ω1ω2

)

,

где C+ = Reiϕ и C− = Re−iϕ — комплексные постоян-
ные, определяемые условиями в начале стадии. Второй
член затухает, и через некоторое время будет доминиро-
вать первый, т. е.

b ≈ Reiϕeκt/4
√
ω1ω2,

a ≈ −
√

ω1/ω2 Re−iϕeκt/4
√
ω1ω2,

что соответствует

y ≈ 2Reκt/4
√
ω1ω2 cos(ω2t + ϕ)

и
x ≈ 2R

√

ω1/ω2 eκt/4
√
ω1ω2 cos(ω1t − ϕ − π).

Таким образом, возникшие в результате развития пара-
метрической неустойчивости колебания на первой и вто-
рой гармонике основной частоты ω1 имеют фазу, опреде-
ляемую единственной константой ϕ, которая зависит от
начальных условий. При учете нелинейной диссипации
амплитуда колебаний будет претерпевать насыщение, но
указанное фазовое соотношение сохранится.
На второй стадии осцилляторы не связаны, причем

первый совершает незатухающие колебания, а во втором
происходит затухание колебаний до некоторого малого
уровня, так что при приближенном рассмотрении оста-
точными колебаниями можно пренебречь. Фаза первого

осциллятора остается приблизительно постоянной, так
что a ∼ −e−iϕ и x ∼ cos(ω1t − ϕ − π).
На третьей стадии имеет место взаимодействие ос-

цилляторов через квадратичную нелинейность. Второй
осциллятор раскачивается под воздействием второй
гармоники колебаний первого осциллятора резонанс-
ным образом в силу выбранного соотношения частот
ω2 = 2ω1. Как видно из уравнения ḃ = − 1

2 iεω−1
2 a2, если

для первого осциллятора a ∝ −e−iϕ, то будем иметь
b ∝ −ia2 = −ie−2iϕ и y ∝ cos(ω2t − 2ϕ − π/2). Таким
образом, фаза колебаний второго осциллятора оказыва-
ется удвоенной по отношению к исходной, с точностью
до знака и постоянного сдвига.
На четвертой стадии колебания первого осциллято-

ра затухают до пренебрежимо малого уровня, тогда
как у второго амплитуда не меняется и фаза оста-
ется приблизительно постоянной, т. е. b ∝ −ie−2iϕ и
y ∝ cos(ω2t − 2ϕ − π/2). По окончании стадии этим
определяются начальные условия для новой стадии
параметрического возбуждения.
Новые значения коэффициентов в выражении для

решения, определяющего нарастание колебаний на
очередной стадии параметрического возбуждения,
C′

+ и C′
−, получаются из соотношений b = C′

+ +
+C′

− ∝ −ie−2iϕ, a ≈ C′
+ = C′

− ≈ 0. Таким образом,
C′

+ = R′eiϕ′ ∝ −ie−2iϕ, а это значит, что между новым
и старым значениями ϕ имеется соотношение

ϕ′ = −2ϕ − π/2. (9)

Итак, преобразование состояния системы за полный
период, содержащий четыре стадии, отвечает растяги-
вающему вдвое отображению для фазы. Оно относится
к классу растягивающих отображений окружности, ко-
торые называют также отображениями типа Бернулли,
и характеризуется хаотическим поведением. За один
шаг возмущение переменной ϕ умножается на 2, так
что присутствует положительный показатель Ляпунова
3 = ln 2.
На каждой итерации отображения Пуанкаре, опи-

сывающего эволюцию системы за период изменения
коэффициентов, в фазовом пространстве имеет место
растяжение в два раза вдоль циклической координаты,
ассоциирующейся с фазовой переменной ϕ, и сжа-
тие по остальным направлениям. Это соответствует,
как можно предположить, наличию аттрактора типа
Смейла−Вильямса в отображении Пуанкаре.

3. Численные результаты

Обратимся к результатам численного моделирова-
ния динамики системы. Удобно принять ω1 = 2π,
ω2 = 4π, ω3 = 6π, что соответствует выбору периода
собственных колебаний первого осциллятора за единицу
времени.
На рис. 1 приводятся типичные образцы временны́х

зависимостей в установившемся режиме параметриче-
ской генерации, полученные в результате решения урав-
нений (5) на компьютере конечно-разностным методом
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Рис. 1. График зависимости от времени сигнала накачки (a) и сигналов, порождаемых составляющими систему осцилляторами в
режиме установившихся колебаний (b). Римскими цифрами обозначены четыре стадии эволюции. Присутствие хаоса проявляется
в том, что фаза заполнения в последовательно формирующихся импульсах генерации изменяется нерегулярным образом, как
видно при наложении на одном графике нескольких реализаций процесса (c).

при задании следующих параметров:

T = 16, α1 = α2 = 1.6, β1 = β2 = 0.02,

ε = 2.2, κ = 25. (10)

Представлен интервал времени (см. рис. 1), содержа-
щий три периода модуляции накачки, график сигнала
которой показан на верхней диаграмме (a). Как можно
видеть из рис. 1, b, каждый из двух осцилляторов,
составляющих систему, выдает сигнал в виде импульсов,
имеющих высокочастотное заполнение и следующих с
периодом модуляции накачки. Однако сигнал в целом
непериодический: фаза высокочастотного заполнения
изменяется от импульса к импульсу хаотически. Это
хорошо видно из диаграммы (c), где на одном графике
наложены несколько последовательных участков реали-
зации.
На рис. 2, a показана полученная при численном ре-

шении уравнений (5) итерационная диаграмма для фаз,
отвечающих моментам выключения импульсов накачки.
Значения фазы вычисляются для первого осциллятора
по формуле ϕ = arg(x − iu) и приводятся к интервалу
[0, 2π). Вид диаграммы для фаз хорошо согласуется с
качественным описанием в предыдущем разделе. Изме-
нение фазы колебаний за полный цикл смены стадий
приближенно описывается растягивающим отображени-
ем окружности. В самом деле, из рисунка хорошо

видно, что один полный обход окружности отвечает
двум обходам (в обратном направлении) для точки-
образа. На рис. 2, b представлен портрет аттрактора в
сечении Пуанкаре в проекции на фазовую плоскость
первого осциллятора (x , u), который по виду соответ-
ствует ожидаемому соленоиду типа Смейла−Вильямса.
На рисунке заметна характерная для такого аттрактора
тонкая поперечная фрактальная структура. Проверка
гиперболической природы аттрактора на основе извест-
ного из математической литературы критерия конусов
описана ниже.
Чтобы получить свидетельство присутствия хаоса на

количественном уровне, обратимся к расчету показа-
телей Ляпунова. Для этого используем стандартную
методику Бенеттина [19,20]. Приводится совместное ре-
шение уравнений (5) и четырех комплектов уравнений в
вариациях

¨̃x + ω2
1 x̃ = f 1(t)(κỹ sinω3t − 3β1ẋ

2 ˙̃x)

− α1 f 4(t) ˙̃x + 2ε f 3(t)(x̃ y + xỹ),

¨̃y + ω2
2 ỹ = f 1(t)(κx̃ sinω3t − 3β2ẏ2 ˙̃y)

− α2 f 2(t) ˙̃y + 2ε f 3(t)xx̃ . (11)

Каждый раз после определенного числа шагов раз-
ностной схемы при решении уравнений выполняются ор-
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Рис. 2. Итерационная диаграмма для фаз колебаний первого осциллятора в конце стадии параметрического возбуждения (a) и
портрет аттрактора в cечении Пуанкаре (стробоскопическом сечении), отвечающем тем же моментам времени (b).

тогонализация Грама−Шмидта и нормализация для век-
торов возмущения {x̃ , ũ, ỹ , ṽ}, где ũ = ˙̃x/ω1, ṽ = ˙̃y/ω2.
Показатели Ляпунова определяются как средние ско-
рости роста или уменьшения накапливающихся сумм
логарифмов от норм векторов возмущения (после орто-
гонализации, но перед нормализацией). Полный спектр
показателей Ляпунова для аттрактора, реализующегося
при значениях параметров (10), согласно результатам
расчетов, следующий:

λ1 ≈ 0.0402, λ2 ≈ −0.0631,

λ3 ≈ −0.559, λ4 ≈ −0.675. (12)

Для отображения Пуанкаре показатели Ляпунова выра-
жаются через величины (12) соотношением 3k = λkT .
Отсюда получаем 31 = 0.643, что удовлетворительно
согласуется с оценкой 3 ≈ ln 2 = 0.693 . . ., получаемой
при приближенном описании эволюции фазовой пере-
менной одномерным отображением Бернулли (9).
Наличие положительного показателя 31 служит коли-

чественным подтверждением присутствия хаоса. Осталь-
ные показатели 32, 33, 34 отрицательные. Отсюда
следует, что элемент фазового объема претерпевает
растяжение по одному направлению и сжатие — по
трем остальным направлениям в фазовом простран-
стве отображения Пуанкаре. Размерность аттрактора в
отображении Пуанкаре, оцененная по известной форму-
ле Каплана−Йорке [20,21], составляет D = 1 + 31/|32|
≈ 1.64.

4. Численные результаты в рамках
метода медленных амплитуд

Уравнения, полученные в разд. 2 для комплексных
амплитуд, можно рассматривать не только как при-

ближение для исходной системы (5), но также и как
самостоятельный объект исследования. Именно такая
формулировка выявляет универсальную природу моде-
ли: присутствующие комбинации комплексных амплитуд
и сопряженных величин характерны для уравнений,
описывающих параметрические системы различной фи-
зической природы. Заметим, что количество существен-
ных параметров в этой формулировке меньше, чем в
исходных уравнениях, поскольку абсолютное значение
основной частоты ω1 более не фигурирует, кроме как в
комбинации с другими параметрами. Уравнения можно
переписать в виде

ȧ = −κ̄b∗ f 1(t) −
3
2

f 1(t)β̄1|a |2a

− i f 3(t)ε̄a∗b − 1
2

f 4(t)α1a,

ḃ = −1
2
κ̄a∗ f 1(t) −

3
2

f 1(t)β̄2|b|2b

− 1
4

i f 3(t)ε̄a2 − 1
2

f 2(t)α2b, (13)

где κ̄ = κ/4ω1, β̄1,2 = β1,2ω
2
1,2, ε̄ = ε/ω1 .

Выберем параметры так, чтобы иметь соответствие
режиму, обсуждавшемуся в предыдущем разделе, а
именно

T = 16, α1 = α2 = 1.6, β1 = 0.7896, β2 = 3.1583,

ε = 0.3501, κ = 0.9947. (14)

На рис. 3 приводятся временны́е зависимости для
амплитуд и фаз комплексных переменных a и b, полу-
ченные путем численного решения уравнений (13). Как
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Рис. 3. Графики зависимости от времени амплитуд (a) и фаз (b) комплексных переменных для двух составляющих систему
осцилляторов, полученные при численном решении уравнений (13). Римскими цифрами обозначены стадии эволюции.

Рис. 4. Итерационная диаграмма для фаз колебаний первого осциллятора в конце стадии параметрического возбуждения (a) и
портрет аттрактора в сечении Пуанкаре (b), полученные путем численного решения уравнений для комплексных амплитуд (13).

можно видеть, ход зависимостей амплитуд от времени
соответствует огибающей для графиков колебаний двух
осцилляторов на рис. 1, a. Зависимость фаз от времени
носит нерегулярный характер. Как можно убедиться,
фаза трансформируется за период повторения стадий в
хорошем соответствии с отображением типа Бернулли.
Это видно из диаграммы для фаз, приведенной на
рис. 4, a, которую следует сравнить с рис. 2, a. Портрет
аттрактора в сечении Пуанкаре представлен на рис. 4, b
и демонстрирует очевидное соответствие с рис. 2, b.
Расчет показателей Ляпунова для рассматриваемого

режима по методу Бенеттина [19,20] на основе реше-
ния уравнений для медленных амплитуд, дополненных

соответствующими линеаризованными уравнениями для
малых возмущений фазовой траектории, дает спектр
показателей Ляпунова

λ1 ≈ 0.0413, λ2 ≈ −0.0656,

λ3 ≈ −0.558, λ4 ≈ −0.685, (15)

что находится в хорошем соответствии с результа-
том (12). Заметим, что старший показатель Ляпунова
для отображения Пуанкаре 31 = λ1T ≈ 0.661 близок к
величине ln 2, отвечающей приближенному описанию
динамики фазы отображением типа Бернулли.
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Рис. 5. Показатели Ляпунова для отображения Пуанкаре в
зависимости от параметра интенсивности накачки для систе-
мы (13) при T = 16, α1 = α2 = 1.6, β1 = 0.7896, β2 = 3.1583,
ε = 0.3501.

Рис. 6. К пояснению критерия гиперболичности. Для точки x

образ расширяющегося конуса располагается внутри расши-
ряющегся конуса, определенного для точки-образа x̄ = f (x),
а прообраз сжимающегося конуса — внутри сжимающегося
конуса для точки-прообраза x̃ = f

−1(x). Символы Df и Df
−1

обозначают матричные производные прямого и обратного
отображения, задающие преобразование векторов возмущения
при шаге вперед и назад во времени.

На рис. 5 представлен график зависимости показате-
лей Ляпунова для отображения Пуанкаре от параметра
интенсивности накачки κ̄. Как можно видеть из графика,
старший показатель Ляпунова в широком интервале
по параметру остается почти постоянным, близким к
величине ln 2. Такой характер зависимости находится
в соответствии с предполагаемым наличием у системы
структурно устойчивого гиперболического аттрактора.

5. Проверка гиперболичности
аттрактора

Существует обоснованный на уровне математической
теоремы и допускающий проверку в численных рас-

четах критерий гиперболичности — критерий кону-

сов [1–5,17,18]. Для рассматриваемой здесь системы
его следует применить к отображению Пуанкаре (6)
x̄ = f (x). Критерий требует, чтобы при некотором выбо-
ре константы γ > 1 для каждой точки x на аттракторе в
пространстве векторов инфинитезимальных возмущений
(касательном пространстве) можно было определить
расширяющийся и сжимающийся конусы. Расширяющий-
ся конус есть множество векторов инфинитезимальных
возмущений, норма которых в результате применения
отображения x̄ = f(x) увеличивается в γ и более раз.
Сжимающийся конус есть множество векторов, норма
которых увеличивается в γ раз и более при действии
обратного отображения x = f −1(x̄). Имея в виду глад-
кую зависимость всех рассматриваемых объектов от
положения исходной точки в фазовом пространстве, го-
ворят о полях расширяющихся и сжимающихся конусов.
Эти конусы должны быть инвариантны в том смысле,
что для всех точек x образ расширяющегося конуса
обязан располагаться внутри расширяющегося конуса,
определенного для точки-образа, а прообраз сжимающе-
гося конуса — внутри сжимающегося конуса для точки-
прообраза, как иллюстрируется схематически на рис. 6.
Примеры компьютерной проверки критерия конусов и

некоторые детали вычислительных приемов приведены в
работах [17,18,22,23].
В нашем конкретном случае при итерациях отображе-

ния Пуанкаре xn+1 = f(xn) в четырехмерном простран-
стве состояний имеет место растяжение в направле-
нии, которое связано с фигурирующей в приближенном
уравнении (9) фазой, и сжатие по трем остальным
направлениям. Интерпретируя действие отображения
геометрически, с учетом цикличности по фазовой пе-
ременной, можно вообразить тороид в четырехмерном
пространстве 1 и связать одну итерацию отображения с
продольным растяжением и поперечным сжатием этого
объекта, вкладываемого затем в виде двойной петли
внутрь исходной области. Это в точности соответствует
конструкции Смейла−Вильямса, хотя в данном случае
размерность фазового пространства отображения на еди-
ницу больше минимально необходимой размерности три.
Упомянутый тороид представляет собой поглощаю-

щую область. Это значит, что при действии отображе-
ния f образы точек данной области U попадают внутрь
этой же области: f(U) ⊂ IntU . Собственно аттрактор
можно определить как пересечение образов исходной
области, получаемых при многократном применении
отображения

A =
∞
∩

n=1
f

n(U).

Если сформулированные условия вложения конусов вы-
полнены во всей поглощающей области, то гаранти-
рована их справедливость и для всех траекторий на
аттракторе.

1 Имеется в виду область, топологически соответствующая прямому
произведению одномерной окружности и трехмерного шара.
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Рис. 7. Диаграмма, иллюстрирующая результаты проверки
гиперболической природы аттрактора в отображении Пуанкаре
системы уравнений (5) при значениях параметров, заданных
согласно (8).

Расчеты по проверке критерия гиперболичности про-
водились применительно к системе, определенной урав-
нениями (5), при задании параметров

ω1 = 2π, ω2 = 4π, ω3 = 6π, T = 16, κ = 30,

α1 = 2, α2 = 2, β1 = 0.02, β2 = 0.02, ε = 2.2.
(16)

В соотношении
(√

x2 + u2 − r
D

)2

+
(y

d

)2
+
(v

d

)2
≤ 1, (17)

которое определяет поглощающую область U , значения
констант были подобраны эмпирически из численных
расчетов:

r = 1.49, D = 0.06, d = 0.025. (18)

Поглощающую область (17) можно параметризовать
тремя углами θ, ψ, ϕ и радиальной переменной ρ ∈ [0, r ]
согласно соотношениям

x = (ρD cos θ + r) sinϕ, u = (ρD cos θ + r) cosϕ,

y = ρd sin θ cosψ, v = ρd sin θ sinψ. (19)

Для проведения вычислений поглощающая область
покрывается четырехмерной сеткой с достаточно мел-
ким шагом, в узлах которой проверяется выполнение
требуемых условий вложения конусов. Для этого ис-
пользуются матрицы размера 4× 4, построенные путем
решения на периоде T четырех комплектов уравне-
ний в вариациях (11) совместно с уравнениями (5).
Неравенства, подлежащие проверке, формулируются в
терминах квадратичных форм, коэффициенты которых
выражаются через элементы упомянутых матриц [17,18].

Сначала проверка производится при γ2 = 1, а затем,
если результат положительный, определяются макси-
мальное и минимальное значения γ2, при которых еще
сохраняется требуемое критерием расположение кону-
сов. Затем находится величина γ2m = min(γ2max, 1/γ

2
min) и

интервал 1(x) = (γ−2
m , γ2m), где справедливы одновремен-

но оба условия — для расширяющихся и сжимающихся
конусов.
В пространстве параметров (γ2, R, θ, ψ, ϕ) края

интервалов 1(x) задают две гиперповерхности, показан-
ные на рис. 7 в проекции на плоскость (ϕ, γ2), где
ϕ — угловая координата вдоль меридиана тороида. (Со-
гласно численным расчетам, зависимость величины γ2m
от остальных переменных R, θ, ψ слабая.) Признаком
гиперболичности служит наличие зазора между двумя
присутствующими на диаграмме множествами в виде
утолщенных кривых. Как следует из полученных ре-
зультатов, при выборе фигурирующего в формулировке
критерия параметра растяжения (сжатия) в интервале
1 < γ2 < 1.73, требуемые условия вложения конусов
выполнены во всей поглощающей области U , и следо-
вательно, аттрактор однородно гиперболический.

Заключение

В настоящей работе введена в рассмотрение схема па-
раметрического генератора хаоса на базе двух связанных
осцилляторов с модулированной добротностью, возбуж-
даемых импульсами накачки с периодом следования,
равным периоду модуляции добротности. Система ге-
нерирует колебания в виде последовательности импуль-
сов, фаза заполнения которых изменяется хаотически.
В четырехмерном отображении, описывающем дина-
мику стробоскопически, имеет место гиперболический
странный аттрактор, представляющий собой вариант
соленоида Смейла−Вильямса. В отличие от параметри-
ческого генератора хаоса, обсуждавшегося в работе [16],
рассмотренная схема обладает меньшей размерностью
фазового пространства, что дало возможность провести
компьютерную проверку известного из математической
литературы критерия и представить надежное обоснова-
ние гиперболической природы аттрактора.
В силу того что схема использует приемы и ком-

бинации элементов, хорошо известные и отработанные
в лазерной физике и нелинейной оптике (параметриче-
ская связь, накачка, модуляция добротности), представ-
ляется реальной возможность практического создания
устройств на этой основе. Такого рода системы могут
представлять интерес как генераторы хаоса, в том
числе для применения в схемах скрытой коммуника-
ции [24–26]. Выигрышный момент видится в том, что ха-
ос выражается в случайном изменении фазы заполнения
последовательности импульсов. Как можно полагать, это
позволит реализовать схемы коммуникации на основе
хаоса, в которых передача сигнала в канале связи
будет гораздо менее чувствительной к помехам, потерям
и искажениям, нежели в предложенных до сих пор
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вариантах. (По аналогии с известным в традиционной
радиотехнике преимуществом частотной или фазовой
модуляции в сравнении с амплитудной).
Существенное преимущество систем с гиперболиче-

скими аттракторами с практической точки зрения будет
состоять в присущей им структурной устойчивости, или
грубости, что означает нечувствительность свойств гене-
рируемого хаоса по отношению к вариациям параметров
и характеристик элементов устройства, техническим
флуктуациям и т. п.
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