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Рассматривается находящийся в вертикальном магнитном поле тонкий слой ньютоновской магнитной
жидкости, смачивающей обращенную вниз поверхность горизонтальной намагничивающейся пластины.
Нижней границей слоя является поверхность раздела с покоящимся газом. В линейной постановке на базе
длинноволнового приближения уравнений феррогидродинамики изучено влияние магнитных сил на развитие
рэлей-тейлоровской неустойчивости.

Введение

Известно, что горизонтальный слой, покоящейся маг-
нитной жидкости, первоначально имеющий плоскую сво-
бодную поверхность, под действием достаточно сильно-
го вертикального магнитного поля, создаваемого внеш-
ним устройством, переходит в новое стационарное со-
стояние, отличающееся от исходного наличием периоди-
ческого рельефа свободной поверхности. Такой переход
происходит в том случае, когда воздействие объемных
и поверхностных магнитных сил превышает стабилизи-
рующее воздействие силы тяжести и капиллярных сил.
Если локальная намагниченность исходного жидкого
слоя с плоскими границами, создаваемая приложенным
магнитным полем, меньше некоторой критической вели-
чины, определяемой физическими характеристиками ис-
пользуемой жидкости, то свободная поверхность остает-
ся плоской. Исследованию этого явления — неустойчи-
вости Розенцвейга — посвящено большое число экспе-
риментальных и теоретических работ — см., например,
библиографию в [1,2].
В первых экспериментах использовался толстый слой

магнитной жидкости, находящейся в цилиндрической
ненамагничивающейся кювете достаточно большого диа-
метра. При увеличении напряженности поля наблюдался
переход от плоской свободной поверхности к перио-
дическому рельефу из гексагональных ячеек, образо-
ванных острыми жидкими пиками [3,4]. Каждая ячейка
состоит из центрального пика, окруженного шестью
симметрично расположенными пиками. Расстояние меж-
ду соседними пиками, как показало сравнение теоре-
тических и экспериментальных результатов, с хорошей
точностью рассчитывается в рамках линейной теории
устойчивости [3]. После образования гексагональных
ячеек при быстром увеличении напряженности поля до
существенно большей величины в центральной части
кюветы наблюдался переход от гексагональных ячеек к
квадратным [3,5]. При уменьшении напряженности поля
восстанавливалась гексагональная структура ячеек.
Эксперименты показали, что плоский слой магнитной

жидкости, толщина которого не превышает капиллярной

длины, соответствующей физическим характеристикам
рассматриваемой жидкости, под действием сильного
магнитного поля распадается на капли с острыми вер-
шинами, располагающиеся на подложке в виде периоди-
ческих гексагональных ячеек [6,7].
Образование жидкой структуры из гексагональных

ячеек вследствие развития неустойчивости Розенцвейга
наблюдалось в экспериментах с тонкой дискообразной
пленкой, сформированной в отсутствие магнитного по-
ля при осесимметричном растекании капли магнитной
жидкости, помещенной на горизонтальную подложку,
предварительно смоченную жидкостью — носителем,
использовавшейся при синтезе магнитной жидкости [2].
Периодические структуры из остроконечных капель

представляют интерес при создании сильных электри-
ческих полей в устройствах инжекции заряженных ча-
стиц [8].
В отличие от имеющихся публикаций в настоящей

работе исследовано влияние вертикального магнитного
поля на развитие рэлей-тейлоровской неустойчивости
тонкого слоя магнитной жидкости, смачивающей ниж-
нюю поверхность горизонтальной пластины. Из экс-
периментов с немагнитной жидкостью известно, что
на финальной стадии развития неустойчивости такой
конфигурации в некотором диапазоне определяющих
параметров происходит переход к стационарным жидким
структурам различной симметрии, в том числе и к
гексагональным ячейкам из висячих капель [9]. Посколь-
ку рэлей-тейлоровская неустойчивость имеет беспоро-
говый характер, то эффект воздействия магнитных сил
проявляется при любой величине напряженности маг-
нитного поля.

Определяющие уравнения

Рассматривается развитие рэлей-тейлоровской неус-
тойчивости в слое ньютоновской магнитной жидкости,
находящемся в ортогональном магнитном поле, созда-
ваемом внешними источниками. Сверху слой грани-
чит с намагничивающейся горизонтальной пластиной,
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Рис. 1. Обозначения в задаче о рэлей-тейлоровской неустой-
чивости слоя магнитной жидкости.

а снизу — с покоящимся газом — рис. 1. Выберем
декартову ортогональную систему координат x , y, z с
базисом ax , ay, az , ось x которой лежит в плоскости
верхней границы жидкого слоя, ось y перпендикулярна
плосокости рисунка, а ось z направлена вертикально
вниз. Пусть уравнение z = c(x , y, z ), где t — время,
описывает форму свободной поверхности жидкости.
Наряду с базисом ax , ay , az в каждой точке свободной

поверхности введем неортогональный триэдр l, m, n, где
l, m — единичные векторы, лежащие в касательной
плоскости, проходящей через рассматриваемую точку
свободной поверхности, а n — внешняя нормаль:

l =
1√

1+
(
∂c
∂x

)2
(

ax +
∂c
∂x

az

)
,

m =
1√

1+
(
∂c
∂y

)2
(

ay +
∂c
∂y

az

)
,

n =
1√

1+
(
∂c
∂x

)2
+

(
∂c
∂y

)2
(
− ∂c
∂x

ax −
∂c
∂y

ay + az

)
.

Будем отмечать индексами j = 1, 2, 3 магнитное по-
ле H j и векторы магнитной индукции

B1 = μ0(H1 + M1), B2 = μ0(H2 + M2), B3 = μ0H3

(1)
соответственно в областях, занятых жидкостью ( j = 1),
пластиной ( j = 2) и газом ( j = 3). Здесь и да-
лее μ0 = 4π 10−7 H/m — магнитная постоянная, а
M j = χ jH j ( j = 1, 2) — векторы намагниченности жид-
кости и пластины. Предполагается, что магнитная вос-
приимчивость жидкости χ1 и материала пластины χ2 не
зависит от напряженности магнитного поля.
Распределение магнитного поля описывается уравне-

ниями магнитостатики

rotH j = 0, divB j = 0, j = 1, 2, 3. (2)

Граничные условия на поверхностях раздела сред, об-
ладающих различными магнитными свойствами, имеют
следующий вид.

При z = c(x , y, t) : (H1 − H3) × n = 0, (B1 − B3)n = 0.
(3)

При z = 0 : H1x = H3x , H1y = H3y , B1z = B3z .

В области, заполненной газом, вдали от жидкого слоя
магнитное поле однородно и направлено вертикально.

При z → ∞ : H3x → 0, H3y → 0, H3z → −H0. (4)

Рассматривается случай толстой пластины. Ввиду это-
го асимптотическое условие для магнитного поля внутри
пластины на большом удалении от магнитной жидкости
имеет вид

H2x → 0, H2y → 0, H2z → const. (5)

В приближении феррогидродинамики плотность объ-
емной магнитной силы определяется выражением

fm = μ0M1∇H1, ∇ =
∂

∂x
ax +

∂

∂y
ay +

∂

∂z
az .

Движение магнитной жидкости описывается уравне-
нием неразрывности и уравнениями Навье−Стокса:

divV = 0, (6)

∂V
∂t

+ (V∇)V = − 1
ρ

∇p + ν�V +
1
ρ

fm + g, (7)

� =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z 2
.

Здесь V = (u, v, w) — вектор скорости, p — давле-
ние, ρ, ν — плотность и коэффициент кинематической
вязкости жидкости, а g = (0, 0, g) — вектор ускорения
свободного падения.
На свободной поверхности жидкости z = c(x , y, t)

должны выполняться кинематическое и динамические
условия

∂c
∂t

+ u
∂c
∂x

+ v
∂c
∂y

= w, (8)

p−n n = pa + α div n − μ0

2
(M1 n)2, (9)

p−n l = 0, p−n m = 0, (10)

где p−n — вектор напряжений в жидкости на площадке
с нормалью −n, pa — давление в газе, а α — коэффи-
циент поверхностного натяжения. Компоненты вектора
p−n выражаются через компоненты тензора внутренних
напряжений для несжимаемой ньютоновской жидкости
и компоненты вектора −n [10]. Последнее слагаемое
в правой части равенства (9) представляет магнитный
скачок давления при переходе через свободную поверх-
ность магнитной жидкости [7].
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На поверхности пластины ставятся условия непрони-
цаемости и прилипания.

При z = 0 : u = 0, v = 0, w = 0. (11)

Задача (2)−(11) имеет точное решение, описывающее
реализованное в начальный момент времени гидро-
статическое состояние жидкости с плоской свободной
поверхностью

c = c0 = const, H0
j =

(
0, 0,−μ0

μ j
H0

)
,

H0
3 = (0, 0,−H0), (12)

u = 0, v = 0, w = 0,

p0 = pa − μ0

2

(
M0
1z

)2
+ ρg(z − c0),

M0
j =

(
0, 0,−μ0χ j

μ j
H0

)
, j = 1, 2,

где μ j = μ0(1+ χ j) — магнитная проницаемость жидко-
сти ( j = 1) и материала пластины ( j = 2).

Асимптотический анализ уравнений
в случае тонкого слоя магнитной
жидкости

В процессе развития рэлей-тейлоровской неустойчи-
вости изменение формы свободной поверхности магнит-
ной жидкости, вызываемое силой тяжести, влечет за со-
бой возмущение приложенного однородного магнитного
поля. Положим

H j = H0
j + h j, j = 1, 2, 3;

Mi = M0
i + χihi, i = 1, 2.

В рассматриваемом случае однородных линейно намаг-
ничивающихся сред после подстановки этих выражений
в систему уравнений (1), (2) получаем

∂h jz

∂y
− ∂h jy

∂z
= 0,

∂h jx

∂z
− ∂h jz

∂x
= 0,

∂h jy

∂x
− ∂h jx

∂y
= 0, j = 1, 2, 3, (13)

∂h jx

∂x
+

∂h jy

∂y
+

∂h jz

∂z
= 0, j = 1, 2, 3. (14)

Пусть L — характерный размер области на плоско-
сти x , y , в пределах которой толщина слоя претерпевает
изменение порядка c0. Будем рассматривать режим те-
чения, когда ε = 2πc0/L � 1. В отсутствие магнитного
поля это условие, как показывают эксперименты, реали-
зуется в случае тонкого слоя, средняя толщина которого
много меньше капиллярной постоянной рассматривае-
мой жидкости [9].

Оценим порядок величин в уравнениях и гранич-
ных условиях гидродинамики, а также в уравнени-
ях (13), (14), относящихся к области, занятой магнитной
жидкости ( j = 1). С этой целью введем безразмерные
переменные (со звездочками):

x∗ =
εx
c0

, y∗ =
εy
c0

. z ∗ =
z
c0

,

t∗ =
εu0
c0

t, c∗(x∗, y∗, t∗) =
c
c0

, (15)

u∗(x∗, y∗, z ∗, t∗) =
u
u0

, v∗(x∗, y∗, z ∗, t∗) =
v

u0
,

w∗(x∗, y∗, z ∗, t∗) =
w

εu0
, p∗(x∗, y∗, z ∗, t∗) =

εc0
ηu0

p,

h∗
1x(x∗, y∗, z ∗, t∗) =

εh1x

h0
, h∗

1y(x∗, y∗, z ∗, t∗) =
εh1y

h0
,

h∗
1z (x∗, y∗, z ∗, t∗) =

h1z

h0
,

где u0 — характерная скорость, η = ρν — коэффициент
динамической вязкости жидкости, h0 — характерное воз-
мущение напряженности магнитного поля в жидкости.
При развитии неустойчивости в тонком жидком слое

вплоть до образования висячих капель его толщина
c(x , y, t) в каждый момент времени за счет сглажива-
ющего действия капиллярных сил достаточно плавно
изменяется по x , y . Ввиду этого первоначально парал-
лельные магнитные силовые линии остаются внутри
тонкого слоя локально параллельными, вследствие чего
γ = h0/|H0

1z | � 1.
После перехода к безразмерным переменным (15) в

уравнениях движения (7) и в относящемся к жидкому
слою уравнении магнитостатики (14) получаем (далее
звездочки опущены):

ε Re′
(
∂u
∂t

+ u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

+ w
∂u
∂z

)

= −∂ p
∂x

+ ε2
(
∂2u
∂x2

+
∂2v

∂y2

)
+

∂2u
∂z 2

+ εγS

[
∂h1z

∂x
(γh1z − 1) + ε2γ

(
h1x

∂h1x

∂x
+ h1y

∂h1y

∂x

)]
,

(16)

ε Re′
(
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z

)

= −∂ p
∂y

+ ε2
(
∂2v

∂x2
+

∂2v

∂y2

)
+

∂2v

∂z 2

+ εγS

[
∂h1z

∂y
(γh1z − 1) + ε2γ

(
h1x

∂h1x

∂y
+ h1y

∂h1y

∂y

)]
,

ε3Re′′
(
∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z

)

= −∂ p
∂z

+ ε4
(
∂2w

∂x2
+

∂2w

∂y2

)
+ ε2

∂2w

∂z 2
+ εγS

[
∂h1z

∂z

× (γh1z − 1) + ε2γ

(
h1x

∂h1x

∂z
+ h1y

∂h1y

∂z

)]
+ εG,
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ε2
(
∂h1x

∂x
+

∂h1y

∂y

)
+

∂h1z

∂z
= 0.

Здесь
Re′ =

ρu0c0
η

— число Рейнольдса,

G =
ρgc20
ηu0

— гравитационное число, а

S =
μ0c0
ηu0

χ1
∣∣H0

1z

∣∣2
— характерное отношение магнитных сил к силам
вязкости.
В безразмерных переменных динамическое усло-

вие (9), выражающее баланс нормальных сил, прило-
женных к противоположным сторонам свободной по-
верхности жидкости, в развернутом виде записывается
следующим образом:{

1+ ε2

[(
∂c
∂x

)2

+
(
∂c
∂y

)2
]}

(p − pa)

= 2ε2
{
∂u
∂x

[
ε2

(
∂c
∂x

)2

− 1

]
+

∂v

∂y

[
ε2

(
∂c
∂y

)
− 1

]

− ∂c
∂x

(
∂u
∂z

+ ε2
∂w

∂x

)
− ∂c

∂y

(
∂v

∂z
+ ε2

∂w

∂y

)

+ ε2
(
∂u
∂y

+
∂v

∂x

)}
− ε3

Ca

√
1+ ε2

[(
∂c
∂x

)2
+

(
∂c
∂y

)2]

×
{
∂2c
∂x2

[
1+ ε2

(
∂c
∂y

)2
]
− 2ε2

∂c
∂x

∂c
∂y

∂2c
∂x∂y

+
∂2c
∂y2

[
1+ ε2

(
∂c
∂x

)2
]}

− ε

2
χ1S

×
{
γ

[
h1z − ε2

(
∂c
∂x

h1x +
∂c
∂y

h1y

)]
− 1

}2

, (17)

где
Ca =

η

u 0
α

— капиллярное число.
Условия отсутствия касательных напряжений на по-

верхности жидкости (10) принимают вид:[
ε2

(
∂c
∂x

)2

− 1

](
∂u
∂z

+ ε2
∂w

∂x

)
+ ε2

[
2
∂c
∂x

(
∂u
∂x

− ∂w

∂z

)

+
∂c
∂y

(
∂u
∂y

+
∂v

∂x

)
+

∂c
∂x

∂c
∂y

(
∂v

∂z
+ ε2

∂w

∂y

)]
= 0,

(18)

[
ε2

(
∂c
∂y

)2

− 1

](
∂v

∂z
+ ε2

∂w

∂y

)
+ ε2

[
∂c
∂x

(
∂u
∂y

− ∂v

∂x

)

+ 2
∂c
∂y

(
∂v

∂y
− ∂w

∂z

)
+

∂c
∂x

∂c
∂y

(
∂u
∂z

+ ε2
∂w

∂x

)]
= 0.

Как и в работе [11], далее рассматривается случай
Re ≈ 1, Ca ≈ ε3, G ≈ ε−1 и предполагается S ≈ (εγ)−1.
Пренебрегая в (16)−(18) величинами порядков ε, γ и
выше, получаем

∂2u
∂z 2

=
∂

∂x
(p + εγSh1z ),

∂2v

∂z 2
=

∂

∂y
(p + εγSh1z ),

∂ p
∂z

= εG, (19)

∂h1z

∂z
= 0. (20)

При z = c(x , y, t) : p − pa = − ε3

Ca

(
∂2c
∂x2

+
∂2c
∂y2

)

− εχ1S

(
1
2
− γh1z

)
. (21)

При z = c(x , y, t) :
∂u
∂z

= 0,
∂v

∂z
= 0. (22)

Аналогичные оценки показывают, что в уравнении
неразрывности (6), в кинематическом условии на сво-
бодной поверхности (8) и в каждом из уравнений
магнитостатики (13), относящихся к жидкому слою, все
члены одинаковы по порядку величины.
В размерах переменных проекции на оси координат

упрощенного уравнения движения (19) и скачок дав-
ления при переходе через свободную поверхность (21)
записываются следующим образом:

η
∂2u
∂z 2

=
∂

∂x
(p − μ0M

0
1z h1z ),

η
∂2v

∂z 2
=

∂

∂y
(p − μ0M

0
1z h1z ),

∂ p
∂z

= ρg. (23)

При z = c(x , y, t) : p − pa = −α�c

− μ0M
0
1z

(
1
2

M0
1z + χ1h1z

)
. (24)

Безразмерный и размерный вид как уравнения магнито-
статики (20), так и граничных условий (22), очевидно,
одинаков.
Таким образом, в рассматриваемом приближении вли-

яние горизонтальных компонент возмущения магнитно-
го поля h1x , h1y на динамику жидкости пренебрежимо
мало, а вертикальная компонента h1z не изменяется
поперек жидкого слоя.
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Постановка задачи

Легко видеть, что система уравнений (23) с гра-
ничными условиями (11), (24) легко интегрируется.
В результате получаем

p − pa − μ0

2

(
M0
1z

)2 + ρg(z − c) − α�c − μ0χ1M
0
1z h1z ,

(25)

u =
z
2η

(z − 2c)
(
∂ p
∂x

− μ0M
0
1z h1z

)
,

v =
z
2η

(z − 2c)
(
∂ p
∂y

− μ0M
0
1z h1z

)
. (26)

Далее из уравнения неразрывности (6) находим распре-
деление вертикальной компоненты скорости, удовлетво-
ряющее условию непроницаемости (11):

w = −
z∫
0

(
∂u
∂x

+
∂v

∂y

)
dz . (27)

С учетом (27) кинематическое условие на свободной
поверхности жидкости (8) приводится к виду

∂c
∂t

+
∂

∂x

c(x ,y,t)∫
0

udz +
∂

∂y

c(x ,y,t)∫
0

vdz = 0.

Принимая во внимание выражения (26), после интегри-
рования получаем эволюционное уравнение

∂c
∂t

+
1
3η
div

{
c3∇

[
ρgc − μ1M

0
1z h1z

∣∣∣
z=c(x ,y,t)

+α�c

]}
= 0. (28)

Обращаясь к задаче магнитостатики (2)−(5), введем
потенциалы магнитных полей

H j = ∇� j , � j(x , y, z , t) = �0
j(z ) + ϕ j(x , y, z , t),

h j = ∇ϕ j , j = 1, 2, 3, (29)

�0
1 = H0

[
μ0

μ1
(c0 − z ) − c0

]
,

�0
2 = H0

[
μ0

(
c0
μ1

− z
μ2

)
− c0

]
, �0

3 = −H0z .

В рассматриваемом приближении с учетом (20), (29)
задача о расчете потенциалов возмущений магнитных
полей формируется следующим образом:

∂2ϕ1

∂z 2
= 0, �ϕi = 0, j = 2, 3. (30)

При z = c(x , y, t) : ϕ1 − ϕ3 = M0
1z (c − c0),

μ1
∂ϕ1

∂z
= μ0

∂ϕ3

∂z
. (31)

При z = 0 : ϕ1 = ϕ2, μ1
∂ϕ1

∂z
= μ2

∂ϕ2

∂z
. (32)

При z → ∞ : ∇ϕ3 → 0; при z → −∞ : ∇ϕ2 → 0.
(33)

Таким образом, эволюция формы первоначально плос-
кой свободной поверхности тонкого жидкого слоя при
наличии ортогонального магнитного поля описывается
решением задачи (28), (30)−(33). После нахождения
функций c(x , y, t), ϕ j(x , y, z , t), j = 1, 2, 3 распреде-
ления давления и скорости определяются выражения-
ми (25)−(27).
Ограничимся исследованием линейной стадии разви-

тия неустойчивости. Полагая c(x , y, t) = c0 + ζ (x , y, t),
|ζ |/c0 � 1, линеаризуем эволюционное уравнение (28):

∂ζ

∂t
+

c30
3η

[
ρg�ζ − μ1M

0
1z�

(
∂ϕ1

∂z

∣∣∣∣
z=c0

)
+ α�ζ

]
= 0.

(34)
Граничные условия (31) ввиду малости |ζ | допустимо
перенести на невозмущенную свободную поверхность.

При z − c0 : ϕ1 − ϕ3 = M0
1z ζ , μ1

∂ϕ1

∂z
= μ0

∂ϕ3

∂z
. (35)

Далее рассматривается задача (30), (32)−(35).

Влияние магнитного поля на развитие
рэлей-тейлоровской неустойчивости

С целью исследования поведения функций
ϕ j(x , y, z , t), ζ (x , y, t), j = 1, 2, 3 с ростом времени
представим их в форме линейной суперпозиции
нормальных мод — решений уравнений (30), (34),
имеющих соответственно вид

Fj(z , kx , ky ) exp[i(kr − ωt)],

Z(kx , ky ) exp[i(kr − ωt)], j = 1, 2, 3. (36)

Здесь i — мнимая единица, r = (x , y, z ) — радиус-
вектор, k = (kx , ky , 0) — волновой вектор (действитель-
ный параметр), а функция ω(kx , ky) подлежит нахожде-
нию.
После подстановки выражений (36) в систему уравне-

ний (30) и в граничные услвоия (32), (33), (35) получаем

d2F1
dz 2

= 0,
d2Fj

dz 2
− (k2x + k2y)Fj = 0, j = 2, 3.

При z = 0 : F1 = F2, μ1
dF1
dz

= μ2
dF2
dz

.

При z = c0 : F1 − F3 = M0
1z Z, ν1

dF1
dz

= μ0
dF3
dz

.

Исчезающее при z → ±∞ решение этой задачи с
точностью до малых порядков ε = kc0 записывается
следующим образом:

F1 =
1

μr2 + 1
M0
1z Z

(
1+

μr2

μr1
kz

)
,

F2 = M0
1z Z

ekz

μr2 + 1
, F3 = −M0

1z Z
μr2e−kz

μr2 + 1
, (37)
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где k =
√

k2x + k2y — волновое число, а μr j = μ j/μ0 —
относительные магнитные проницаемости жидкости
( j = 1) и материала пластины ( j = 2).
Принимая во внимание (37), после подстановки (36)

в (34) заключаем, что зависящая от переменных x , y, t
и параметров kx , ky функция Z(kx , ky) exp[i(kr − ωt)]
является нетривиальным решением дифференциального
уравнения в частных производных (34) только в том
случае, когда ω и k связаны соотношением

ω = i
αc0
3η

k2
[
Bo+ Jp kc0 − (kc0)2

]
. (38)

Здесь Bo = (c0/lc)2 — число Бонда, lc =
√
α/(ρg) —

капиллярная длина, а Jp(μr1, μr2, q) — безразмерная
функция:

Jp(μr1, μr2, q) =
qμr2

μ2r1

(μr1 − 1)2

μr2 + 1
, q =

c0μ0
α

H2
0.

Следует отметить, что найденная функция (38) не
зависит от направления волнового вектора, т. е. разви-
тие рэлей-тейлоровской неустойчивости слоя магнитной
жидкости, находящегося в ортогональном магнитном
поле, происходит изотропно. Ввиду этого ограничимся
исследованием развития нормальных мод с волновыми
векторами, направленными, например, вдоль оси x , т. е.
положим k = (k, 0, 0).
При использовании ненамагничивающейся пластины

численное значение Jp(μr1, 1, q) равно величине обез-
размеренного скачка давления pa − p0 при переходе
через плоскую свободную поверхность z = c0 магнитной
жидкости, вызываемого поверхностными магнитными
силами — второе слагаемое в правой части выраже-
ния (12) для p0. При фиксированной размерной вели-
чине этого скачка в случае пластины из магнитомяг-
кого материала с большой магнитной проницаемостью
(μr2 � 1) имеем

Jp
∣∣∣
μr2�1

= 2

(
1− 1

μr2

)
Jp

∣∣∣
μr2=1

. (39)

В качестве примера приведем оценочные величины
lc = 1.7 · 10−3 m, Bo = 3 · 10−3, Jp

∣∣
μr2=1

= 4 · 10−2 для
слоя магнитной жидкости с характерными значениями
физических параметров: ρ = 1.3 · 103 kg/m3, α =
= 3.5 · 10−2 N/m, μr1 = 2.4 при c0 = 10−4 m,
H0 = 8.1 kA/m.
При k �= 0, за исключением случая, когда в дисперси-

онном соотношении (38) выражение в квадратных скоб-
ках обращается в нуль, значения функции ω(k, Bo, Jp)
являются чисто мнимыми. Вследствие этого нормальная
мода с заданным волновым числом k в зависимости от
численных значений параметров Bo, Jp либо экспонен-
циально растет по времени (при ωi = Imω > 0), либо
экспоненциально затухает (при ωi < 0), либо является
нейтрально устойчивой (при ωi = 0).
Обращаясь к (38), легко найти волновое число

ks = 0.5

(
Jp+

√
Jp2 + 4Bo

) /
c0

нейтрально устойчивой моды. При этом моды с вол-
новыми числами 0 < k < ks неустойчивы, а моды с
k > ks — устойчивы. Таким образом, для одного и
того же жидкого слоя при фиксированной напряжен-
ности приложенного магнитного поля с увеличением
магнитной проницаемости материала пластины диапазон
неустойчивых мод расширяется.
В безразмерных переменных дисперсионная зависи-

мость (38) при различных значениях Bo, Jp представ-
лена на рис. 2, 3. С учетом формулы (39) допустимо
считать, что на рис. 2 кривая 2 относится к слою
магнитной жидкости на ненамагничивающейся пластине,
а кривая 3 — к тому же слою на пластине из материала
с достаточно большой магнитной проницаемостью, при-
чем приложенное магнитное поле в обоих случаях одно
и то же.

Рис. 2. Дисперсионные зависимости при числе Бонда
Bo = 2 · 10−3 и различных величинах магнитного скачка дав-
ления Jp: 1 — 0; 2 — 3 · 10−2; 3 — 6 · 10−2; 4 — 8 · 10−2.

Рис. 3. Дисперсионные зависимости при Jp = 4 · 10−2 и раз-
личных числах Бонда Bo: 1 — 10−3; 2 — 2 · 10−3; 3 — 3 · 10−3.
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Рис. 4. Нейтральные кривые при различных числах Бонда Bo:
1 — 10−3; 2 — 2 · 10−3; 3 — 3 · 10−3.

Рис. 5. Изменение длины волны наиболее быстро растущей
моды с ростом напряженности магнитного поля.

На рис. 4 в плоскости параметров (κ, Jp), где
κ = kc0 — безразмерное волновое число, при раз-
личных фиксированных значениях числа Бонда пред-
ставлены нейтральные кривые ks c0 = κs(Jp, Bo). Эти
кривые являются границей между областью устой-
чивости {Jp ≥ 0, κ ≥ κs} и областью неустойчивости
{Jp ≥ 0, 0 < κ < κS}. Из рисунка видно, что сравнитель-
но несильные магнитные поля вызывают существенное
увеличение диапазона неустойчивых мод, развитие ко-
торых приводит на финальной стадии формирования
стационарной жидкой конфигурации к распаду сплош-
ного слоя на отдельные периодически расположенные
висячие капли. Отметим, что в отсутствие магнитного
поля при Bo ≥ 4 · 10−2 в экспериментах наблюдался
отрыв и падение уединенных капель [9].

С использованием дисперсионного соотношения (38)
легко найти длину волны моды, наиболее быстро расту-
щей при заданных Bo, Jp. Эта мода определяется без-
размерным волновым числом κm = kmc0, реализующим
максимум соответствующей кривой на рис. 2, 3:

λm =
2π
km

=
4
√
2λ0m

3Q +
√
9Q2 + 32

,

Q =
Jp√
Bo

=
μ0μr2

μ2r1
√
ρgα

(μr1 − 1)2

μr2 + 1
H2
0, (40)

где λ0m = 2π
√
2lc — длина волны моды, наиболее быстро

растущей в отсутствие магнитного поля. Из (40) следу-
ет, что с увеличением как напряженности приложенно-
го магнитного поля, так и магнитных проницаемостей
жидкости и материала пластины численное значение λm

уменьшается. При этом, как видно из графиков на рис. 2,
уменьшается и характерное время ω−1

i (km) линейной
стадии развития неустойчивости.
График зависимости нормированной величины λm/λ

0
m

от безразмерного параметра Q представлен на рис. 5,
характеризующего напряженность магнитного поля.
Из экспериментов с немагнитными жидкостями из-

вестно [9], что характерное расстояние между верши-
нами соседних периодически расположенных висячих
капель, образующихся на финальной стадии развития
рэлей-тейлоровской неустойчивости тонкого слоя, с хо-
рошей точностью равно λ0m. Таким образом, при распаде
тонкого слоя магнитной жидкости с увеличением напря-
женности магнитного поля расстояние между соседними
каплями уменьшается.

Заключение

Применительно к слою ньютоновской линейно на-
магничивающейся жидкости, толщина которого мала по
сравнению с капиллярной постоянной, проведен асим-
птотический анализ уравнений и граничных условий,
описывающих развитие рэлей-тейлоровской неустойчи-
вости при наличии вертикального магнитного поля, со-
здаваемого внешними устройствами. Верхней границей
слоя является поверхность горизонтальной намагничи-
вающейся пластины. Снизу жидкий слой граничит с
покоящимся газом.
В рамках длинноволнового приближения уравнений

феррогидродинамики выведено нелинейное эволюцион-
ное уравнение, описывающее изменение с ростом вре-
мени формы первоначально плоской свободной поверх-
ности тонкого жидкого слоя.
На базе линеаризованных эволюционного уравнения

и задачи магнитостатики о расчете возмущений маг-
нитных полей получено дисперсионное соотношение.
Безразмерная форма записи дисперсионного соотно-
шения содержит число Бонда и некоторую функцию
Jp(μr1, μr2, q), где μr1, μr2 — относительные магнитные
проницаемости жидкости и материала пластины, а q —
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квадрат обезразмеренной напряженности приложенного
магнитного поля. В случае ненамагничивающейся пла-
стины численное значение Jp(μr1, 1, q) равно величине
обезразмеренного скачка давления при переходе через
плоскую свободную поверхность магнитной жидкости,
вызываемого поверхностными магнитными силами.
Анализ дисперсионного соотношения показал, что

легко реализуемые в лабораторных условиях магнитные
поля существенно расширяют диапазон неустойчивых
мод. Установлено, что с увеличением как напряженности
приложенного магнитного поля, так и магнитных про-
ницаемостей жидкости и материала пластины, за счет
воздействия магнитных сил уменьшается длина волны
наиболее быстро растущей моды. В результате уменьша-
ется характерное расстояние между соседними висячими
каплями, образующимися на финальной стадии развития
рэлей-тейлоровской неустойчивости тонкого слоя маг-
нитной жидкости.

Работа выполнена при поддержке Российского фон-
да фундаментальных исследований (проект № 08-01-
00026).
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