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Решение задачи о проникновении низкочастотного магнитного поля через полупрозрачную незамкнутую
сферическую оболочку сведено к решению системы интегральных уравнений Фредгольма второго рода.
Численно исследовано влияние угла раствора незамкнутой оболочки, некоторых геометрических параметров
экрана и электрофизических свойств материала сферической оболочки на коэффициент ослабления поля
внутри сферической оболочки.

Введение

Сегодня актуальна проблема формирования электро-
магнитной обстановки, обеспечивающей экологическую
безопасность и нормальное функционирование различ-
ных устройств. Электромагнитная обстановка представ-
ляет собой совокупность электромагнитных полей в за-
данной области пространства, которые могут влиять на
функционирование конкретных технических устройств
и биологических объектов [1,2]. Для создания благо-
приятной электромагнитной обстановки производится
экранирование электромагнитных полей [3–7].

В работах [3,6,7] предложена методика расчета низко-
частотных магнитных полей в случае, когда незамкнутые
экраны являются идеально проводящими. В этом случае
поле не проникает через стенки экранов. Для экранов с
низкой проводимостью материала поле проникает через
стенку оболочки. При моделировании таких процессов
используются неклассические граничные условия [8].

В настоящей работе показано, что решение постав-
ленной краевой задачи с неклассическими граничными
условиями на полупрозрачной незамкнутой сферической
оболочке можно свести к решению системы интеграль-
ных уравнений Фредгольма второго рода. В ходе вычис-
лительного эксперимента получены значения коэффици-
ента экранирования низкочастотного магнитного поля
внутри оболочки.

Постановка задачи

В пространстве R3 с диэлектрической проницаемо-
стью ε0 и магнитной проницаемостью μ0 расположена
полупрозрачная тонкостенная незамкнутая сферическая
оболочка � толщиной �. Оболочка � выполнена из
материала с электромагнитными параметрами ε, μ, γ :
ε — диэлектрическая проницаемость, μ — магнитная
проницаемость, γ — удельная электрическая проводи-
мость. Оболочка расположена на поверхности сферы �1

радиусом a , круговое отверстие имеет угол раствора θ0
(рис. 1).

Для решения задачи с точкой O, центром сферы �1

введем сферические координаты {r, θ, ϕ}:

x = r cosϕ sin θ, 0 ≤ r ≤ ∞,

y = r sinϕ sin θ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

z = r cos θ, 0 ≤ θ ≤ π,

тогда идеализированная оболочка � описывается следу-
ющим образом:

� = {r = a, θ0 < θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}.

В пространстве R3 распространяется первичное низ-
кочастотное магнитное поле с потенциалом u0, колеб-
лющееся с круговой частотой ω.

Обозначим через u1 потенциал магнитного поля вну-
три сферы �1 и через u2 = u0 + u2 — потенциал вне
сферы.

Рис. 1. Осевое сечение экрана.
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Для учета краевых эффектов на ребре экрана �

γk = {r = a, θ = θ0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π}

введем потенциал источников, распределенных по экра-
ну (см. [12, с. 170]):

uk =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

uk
1 = V

∞∑
n=0

bn
(

r
a

)n
Pn(cos θ), 0 ≤ r < a,

uk
2 = V

∞∑
n=0

bn
(

a
r

)n+1
Pn(cos θ), r > a,

где

b0 =
1
π

(θ2 + sin θ2),

bn =
(−1)n

π

(
1
n
sin nθ2 +

1
n + 1

sin(n + 1)θ2

)
,

n ≥ 1, θ2 = π − θ0.

Для потенциала uk выполнены условия

uk
1

∣∣
�

= uk
2

∣∣
�

= V, uk
1

∣∣
�1\�

= uk
2

∣∣
�1\�

,

∂uk
1

∂r

∣∣∣∣
�1\�

=
∂uk

2

∂r

∣∣∣∣
�1\�

, V = const. (1)

Для суммарного магнитного потенциала uc
1 = u1 + uk

1
внутри сферы �1 и для суммарного потенциала
uc
2 = u2 + uk

2 вне сферы �1 сформулируем краевую задачу
экранирования со специальными граничными условиями
на поверхности экрана � [8]:

�u1 = 0 в D1 = {0 ≤ r < a},

�ū2 = 0 в D2 = {r > a}, (2)

uc
1

∣∣
�1\�

= uc
2

∣∣
�1\�

,
∂uc

1

∂n

∣∣∣
�1\�

=
∂uc

2

∂n

∣∣∣
�1\�

, 0 ≤ θ < θ0,

∂(uc
2 − uc

1)
∂n

∣∣∣
�

= −a pF(uc
2 + uc

1)
∣∣
�
,

∂(uc
2 + uc

1)
∂n

∣∣∣
�

= aqF(uc
2 − uc

1)
∣∣
�
, θ0 < θ ≤ π, (3)

где

F(u) = (n, rot[n, grad u]) = �u − 1
r2

∂

∂r

(
r2 ∂u
∂r

)
,

p =
μδ

2μ0a
, q =

2
ω2ε′μ0δa

, δ =
2
k�

tg
k��
2
,

ε′ = ε + i
γ

ω
, k� = ω

√
ε′μ, 0 ≤ arg k� < π,

n — внешний нормальный единичный вектор к поверх-
ности �,

r
(
ū2(r, θ) + uk

2(r, θ)
)
→ 0 при r → ∞, (4)

r — радиальная координата произвольной точки M в
пространстве R3.

Реальные магнитные потенциалы и магнитные поля
определяются формулами

Uj = Re
(
uc

j e
−iωt

)
, H j = − gradUj,

i — мнимая единица, j = 1, 2.
Первое и второе граничные условия (3) — условия

непрерывности потенциала и поля в отверстии сфериче-
ской оболочки �, третье и четвертое граничные усло-
вия (3) моделируют проникновение магнитного поля
через тонкостенный сферический экран � толщиной �.

Так как оператор F(u) = (n, rot[n, grad u]) выражается
через касательные производные вдоль поверхности �, то
из свойств (1) следует условие

F(uk
1)

∣∣
�

= F(uk
2)

∣∣
�

= 0.

Учитывая непрерывность потенциала uk и его про-
изводных на множестве �1\�, граничные условия (3)
запишем в виде

u1

∣∣
�1\�

= u2

∣∣
�1\�

,
∂u1

∂n

∣∣∣
�1\�

=
∂u2

∂n

∣∣∣
�1\�

, (5)

∂(u2 + uk
2 − u1 − uk

1)
∂n

∣∣∣
�

= −a pF(u2 + u1)
∣∣
�
,

∂(u2 + uk
2 + u1 + uk

1)
∂n

∣∣∣
�

= aqF(u2 − u1)
∣∣
�
.

В качестве первичного магнитного поля возьмем поле
кругового витка l (ρ = R0, z = −h, 0 ≤ ϕ < 2π) с то-
ком I :

H0(M) =
I
4π

∫
l

[lP, RPM]
R3

PM

dlP = − grad u0(M),

где lP = eϕ — единичный вектор, касательный к конту-
ру l в точке P ∈ l, RPM — расстояние между точками P
и M.

Потенциал этого поля в окрестности сферической
оболочки равен [9]

u0 =
∞∑

n=0

an

(
r
a

)n

Pn(cos θ), 0 ≤ r < r0, (6)

где

an =
(−1)n+1IR0

2nr0

(
a
r0

)n

P1
n(cos θ1), a0 =

I
2

(1− h/r0),

r0 =
√

h2 + R2
0, cos θ1 = h/r0, h > a,

Pn(x) — полиномы Лежандра, Pk
n(x) — присоединенные

функции Лежандра первого рода [10,11].
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Выполнение граничных условий

Решение краевой задачи (2), (4), (5) будем искать в
виде

u1 ∈ C2(D1), ū2 ∈ C2(D2).

Рассматривая осесимметричную задачу, представим ре-
шение задачи в виде рядов по решениям уравнения
Лапласа в сферической системе координат так, чтобы
выполнялось условие на бесконечности (4):

u1 =
∞∑

n=0

xn

(
r
a

)n

Pn(cos θ), r < a,

ū2 =
∞∑

n=0

yn

(
a
r

)n+1

Pn(cos θ), r > a,

где xn, yn — неизвестные коэффициенты, подлежащие
определению из граничных условий.

Подставив выражения для магнитных потенциалов
в условия (5), получим следующие системы парных
сумматорных уравнений по полиномам Лежандра:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
n=0

(xn − yn)Pn(cos θ) =
∞∑

n=0

anPn(cos θ), 0 ≤ θ < θ0;

∞∑
n=0

{
n[1 + (n + 1)p]xn + (n + 1)(1 + np)yn

}
Pn(cos θ)

=
∞∑

n=0

[
n(1− (n + 1)p)an − (2n + 1)V bn

]
Pn(cos θ),

θ0 < θ ≤ π;
(7)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
n=0

[
nxn + (n + 1)yn

]
Pn(cos θ) =

∞∑
n=0

nanPn(cos θ),

0 ≤ θ < θ0;

∞∑
n=0

{
n[1− (n + 1)q]xn + (n + 1)(nq − 1)yn

}
Pn(cos θ)

=
∞∑

n=0

{
n[−1− (n + 1)q]an + V bn

}
Pn(cos θ),

θ0 < θ ≤ π.

(8)
Для решения парных уравнений (7), (8) введем новые

неизвестные коэффициенты T (1)
n , T (2)

n , которые связаны с
коэффициентами xn, yn соотношениями:

T (1)
0 = y0 + V b0, T (2)

0 = −x0,

T (1)
n =

{
n[1 + (n + 1)p]xn + (n + 1)(1 + np)yn

− n[1− (n + 1)p]an + (2n + 1)V bn
}
/2n + 1, n ≥ 1,

T (2)
n =

{
n[1− (n + 1)q]xn + (n + 1)(nq − 1)yn

+ n[1 + (n + 1)q]an −V bn

}
/2n + 1, n ≥ 1. (9)

Подставив представления (9) в парные уравнения (7),
(8), получим

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
n=0

G(1)
n T (1)

n Pn(cos θ) =
∞∑

n=0

(
A(1)

n T (2)
n + B (1)

n + V M(1)
n

)
× Pn(cos θ), 0 ≤ θ < θ0,

∞∑
n=0

(2n + 1)T (1)
n Pn(cos θ) = 0, θ0 < θ ≤ π,

(10)
где

G(1)
0 = −1, A(1)

0 = 1, B (1)
0 = a0, M(1)

0 = −b0,

G(1)
n = −2n + 1

�n
, A(1)

n = −
[
2n + 1 + 2n(n + 1)p

]
G(1)

n ,

B (1)
n =

=
(
−n(n+1)(2n+1)(p+q)−n2[2+2(n+1)2pq]

�n
+ 1

)
an,

M(1)
n =

2n(n + 1)
�n

pbn,

�n = n(n + 1)
[
(2n + 1)(q − p) + 2n(n + 1)pq − 2

]
,

n ≥ 1,⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
n=1

G(2)
n T (2)

n Pn(cos θ) =
∞∑

n=0

(
A(2)

n T (1)
n + B (2)

n + V M(2)
n

)
× Pn(cos θ), 0 ≤ θ < θ0,

− T (1)
0 − T (2)

0 +
∞∑

n=0

(2n + 1)T (2)
n Pn(cos θ) = 0,

θ0 < θ ≤ π,

(11)
где

G(2)
0 = 0, A(2)

0 = −1, B (2)
0 = 0,

G(2)
n =

(2n + 1)n(n + 1)p
�n

,

A(2)
n = −n(n + 1)

[
2− (2n + 1)q

]
G(1)

n ,

M(2)
0 = b0,

M(2)
n =

n(n + 1)
�n

[
(2n + 1)2q − p − 2(2n + 1)

]
bn,

B (2)
n =

{
−n2(n + 1)[(2n + 1)(p + q) − 2− 2(n + 1)2pq]

�n

+ n

}
an, n ≥ 1.

Коэффициенты G( j)
n , A( j)

n ( j = 1, 2) представим в виде

G( j)
n = α( j) + β( j) 1

2n + 1
+ γ ( j)

n ,
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A( j)
n = k( j) + l( j) 1

2n + 1
+ m( j)

n ,

α(1) = β(1) = α(2) = 0, β(2) =
2
q
, γ

(1)
0 = −1,

γ
(2)
0 = −2

q
, k(1) = 0, k(2) = − 2

p
, (12)

l(1) =
4
q
, l(2) =

4
p2
, m(1)

0 = 1− 4
q
,

m(2)
0 = −1 +

2
p
− 4

p2
,

γ ( j)
n = 0(n−2), m( j)

n = 0(n−2) при n → ∞.

Преобразование парных уравнений

Преобразуем системы парных сумматорных уравне-
ний (10), (11) к системе интегральных уравнений Фред-
гольма второго рода. Для этого введем в рассмотрение
новые функции ϕ1(t), ϕ2(t), которые связаны с коэффи-

циентами T (1)
n и T (2)

n следующими соотношениями:

T (1)
n =

θ0∫
0

ϕ1(t) cos(n + 0.5)t dt, n = 0, 1, 2, . . . ,

T (2)
n =

θ0∫
0

ϕ2(t) cos(n + 0.5)t dt, n = 1, 2, . . . ,

T (2)
0 = C +

θ0∫
0

ϕ2(t) cos
t
2

dt, (13)

где C — постоянная величина.
Из формул (13) получим условие ограниченности

|T ( j)
n | ≤

θ0∫
0

|ϕ j(t)|dt < C1 = const, j = 1, 2.

Разрешив систему (9) относительно xn, yn и оценив
коэффициенты an, bn, получим неравенства

|xn| < C2/n, |yn| < C2/n, n > 1, C2 = const,

из которых следует u1 ∈ C2(D1), ū2 ∈ C2(D2).
Проинтегрируем правую часть T (1)

n по частям

T (1)
n =

2
2n + 1

[
ϕ1(θ0) sin(n + 0.5)θ0

−
θ0∫
0

ϕ′
1(t) sin(n + 0.5)t dt

]

и подставим полученное представление во второе урав-
нение (10)

2ϕ1(θ0)
∞∑

n=0

sin(n + 0.5)θ0 Pn(cos θ)

− 2

θ0∫
0

ϕ′
1(t)

[ ∞∑
n=0

sin(n + 0.5)t Pn(cos θ)
]

dt = 0.

(14)
Так как в уравнении (14) t ≤ θ0 < θ, то согласно

разложению [12,13]

∞∑
n=0

sin(n + 0.5)t Pn(cos θ)

=

{
0, 0 ≤ t < θ < π,(
2(cos θ − cos t)

)−1/2
, 0 < θ < t ≤ π,

суммы рядов равны нулю. Таким образом, второе урав-
нение (10) выполняется тождественно.

Выполнив аналогичные преобразования для коэффи-
циентов T (2)

n и подставив их во второе уравнение систе-
мы (11), получим условие

θ0∫
0

(
ϕ1(t) + ϕ2(t)

)
cos

t
2

dt = 0. (15)

В первые уравнения (10), (11) подставим выраже-
ния (13) для T (1)

n и T (2)
n , учитывая представления (12)

для коэффициентов G( j)
n , A( j)

n ( j = 1, 2) вида

G( j)
n = α( j) − G̃( j)

n , A( j)
n = k( j) − Ã( j)

n (16)

и интегральное представление Мелера–Дирихле для
полиномов Лежандра Pn(cos θ) [12,13]:

Pn(cos θ) =
2
π

θ∫
0

cos
(
(n + 0.5)x

)
dx√

2(cos x − cos θ)
.

В результате эти уравнения примут вид

θ∫
0

{
α(1)ϕ1(x) − k(1)ϕ(2)(x) −

θ0∫
0

ϕ1(t)K1(x , t)dt

+

θ0∫
0

ϕ2(t)K2(x , t)dt

}
dx√

2(cos x − cos θ)

= C +
∞∑

n=0

(B (1)
n + V M(1)

n )Pn(cos θ), 0 ≤ θ ≤ θ0,
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θ∫
0

{
α(2)ϕ2(x) − k(2)ϕ(1)(x) −

θ0∫
0

ϕ2(t)K3(x , t)dt

+

θ0∫
0

ϕ1(t)K4(x , t)dt

}
dx√

2(cos x − cos θ)

=
∞∑

n=0

(B (2)
n + V M(2)

n )Pn(cos θ), 0 ≤ θ ≤ θ0, (17)

где

Kj(x , t) =
2
π

∞∑
n=0

L( j)
n cos(n + 0.5)t cos(n + 0.5)x , (18)

L(1)
n = G̃(1)

n , L(2)
n = Ã(1)

n , L(3)
n = G̃(2)

n , L(4)
n = Ã(2)

n .

Известно, что функция �(x), удовлетворяющая инте-
гральному уравнению Абеля

θ∫
0

�(x)dx√
2(cos x − cos θ)

= f (θ), 0 ≤ θ < θ0,

определяется по формуле [12]

�(x) =
2
π

d
dx

x∫
0

f (θ) sin θdθ√
2(cos θ − cos x)

, 0 ≤ x ≤ θ0. (19)

Рассматривая соотношения (17) как интегральное
уравнение Абеля, согласно формуле (19), получим си-
стему интегральных уравнений:

θ0∫
0

ϕ1(t)K11(x , t)dt +

θ0∫
0

ϕ2(t)K12(x , t)dt

= f 1(x) + V g1(x) + C f 0(x), 0 ≤ x ≤ θ0,

ϕ1(x) +

θ0∫
0

ϕ1(t)K21(x , t)dt +

θ0∫
0

ϕ2(t)K22(x , t)dt

= f 2(x) + V g2(x), 0 ≤ x ≤ θ0, (20)

где

K11(x , t) = −K1(x , t), K12(x , t) = K2(x , t),

K21(x , t) = − 1
k(2) K4(x , t), K22(x , t) =

1
k(2) K3(x , t);

f 0(x) =
2
π

cos
x
2
, f 1(x) =

2
π

∞∑
n=0

B (1)
n cos(n + 0.5)x ,

f 2(x) =
p
π

∞∑
n=0

B (2)
n cos(n + 0.5)x .

g1(x) =
2
π

∞∑
n=0

M(1)
n cos(n + 0.5)x ,

g2(x) =
p
π

∞∑
n=0

M(2)
n cos(n + 0.5)x .

При преобразовании учтено, что имеет место соотноше-
ние [11,12]

2
π

d
dx

x∫
0

Pn(θ) sin θdθ√
2(cos θ − cos x)

= cos(n + 0.5)x .

Из формул (12) и (16) получим представление для
коэффициентов G̃( j)

n , Ã( j)
n , n = 1, 2,

G̃(1)
0 = 1, G̃(2)

0 = 0, Ã(1)
0 = −1, Ã(2)

0 = 1− 2
p
,

G̃(1)
n = −γ (1)

n , G̃(2)
n = − 2

q(2n + 1)
− γ (2)

n ,

Ã(1)
n = − 4

q(2n + 1)
− m(1)

n , Ã(2)
n = − 4

p2(2n + 1)
− m(2)

n ,

n = 1, 2, . . .

Используя формулы (18) для представления Ki(x , t),
получим

K11(x , t) =
2
π

∞∑
n=0

γ (1)
n Cn(x , t),

K12(x , t) = − 2
πq

K(x , t) − 2
π

∞∑
n=0

m(1)
n Cn(x , t),

K21(x , t) = − 1
πp

K(x , t) − p
π

∞∑
n=0

m(2)
n Cn(x , t),

K22(x , t) =
p

2πq
K(x , t) +

p
π

∞∑
n=0

γ (2)
n Cn(x , t),

где
Cn(x , t) = cos(n + 1/2)t cos(n + 1/2)x ,

K(x , t) = ln ctg

(
x + t
4

)
+ ln ctg

(
|x − t|

4

)
= 4

∞∑
n=0

Cn(x , t)
2n + 1

.

Решение ϕ1, ϕ2 системы (20) запишем в операторном
виде

L

(
ϕ1

ϕ2

)
=

(
f 1 + V g1 + C f 0

f 2 + V g2

)
. (21)

Рассмотрим следующие системы уравнений:

L

(
ϕ0

1

ϕ0
2

)
=

(
f 1

f 2

)
, L

(
ϕ∗

1

ϕ∗
2

)
=

(
f 0

0

)
,

L

(
ϕ̄1

ϕ̄2

)
=

(
g1

g2

)
. (22)

В результате получим, что ϕ1 = ϕ0
1 + Cϕ∗

1 + V ϕ̄1, ϕ2 =
= ϕ0

2 + Cϕ∗
2 + V ϕ̄2 — решение системы (21).
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Заметим, что условие (4) для потенциала ū2 + uk
2

выполнено, если y0 + V b0 = 0, либо, согласно (9),

T (1)
0 =

θ0∫
0

ϕ1(t) cos
t
2

dt = 0. (23)

Для выполнения условия (15) потребуем выполнения
условия

θ0∫
0

ϕ2(t) cos
t
2

dt = 0. (24)

Предполагая, что решения системы уравнений (22)
существуют, из соотношений (23), (24) получим систе-
му алгебраических уравнений для определения потоян-
ных C и V :⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

C

θ0∫
0

ϕ∗
1 (t) cos

t
2

dt+V

θ0∫
0

ϕ̄1(t) cos
t
2

dt= −
θ0∫
0

ϕ0
1(t) cos

t
2

dt,

C

θ0∫
0

ϕ∗
2 (t) cos

t
2

dt+V

θ0∫
0

ϕ̄2(t) cos
t
2

dt= −
θ0∫
0

ϕ0
2(t) cos

t
2

dt.

(25)
Определив C и V из (25), вычислим суммарный магнит-
ный потенциал внутри оболочки � по формуле

uc
1 =

∞∑
n=0

Xn

( r
a

)n

Pn(cos θ), Xn = xn + V bn. (26)

Из (9), с учетом (13), следует, что коэффициенты xn

связаны с решением системы (21) формулой

xn =
(n + 1)(2n + 1)

�n

[
(nq − 1)

θ0∫
0

ϕ1(t) cos(n + 0.5)t dt

− (1 + np)

θ0∫
0

ϕ2(t) cos(n + 0.5)t dt

]
+

n(n + 1)(2n + 1)
�n

× (p + q)an −
(n + 1)
�n

[
2n2q + n(p + q) − 2n

]
V bn.

Вычислительный эксперимент

Изменение напряженности магнитного поля в про-
извольной точке M0 области D1 в течение периода
T = 2π/ω определяется по формуле

H1(M0, t̄) = − 1
a

∞∑
n=1

Re
(
Xn exp(−2πit̄)

)( r
a

)n−1

×
(
nPn(cos θ)er + P1

n(cos θ)eθ,
)
,

где 0 ≤ t̄ ≤ 1, t̄ = t/T — безразмерное время.

Если точка M0 находится на оси Oz , то |z | < a ,
θ = 0 (cos θ = 1, Pn(1) = 1) или θ = π (cos θ = −1,
Pn(−1) = (−1)n), то в этом случае

H1(M0, t̄) =

{
H(+)

1 (M0, t̄), если 0 ≤ z < a, θ = 0,

H(−)
1 (M0, t̄), если − a < z ≤ 0, θ = π,

где

H(+)
1 (M0, t̄ ) = − 1

a

∞∑
n=1

n Re
(
Xn exp(−2πit̄)

)( r
a

)n−1
er ,

H(−)
1 (M0, t̄) = − 1

a

∞∑
n=1

(−1)nn Re
(
Xn exp(−2πit̄)

)

×
( r

a

)n−1
er , r = |z |.

Коэффициенты экранирования (ослабления) поля в
точке M0, расположенной на оси Oz в области D1,
вычисляем по формуле

K(±)(M0, t̄) =
|H(±)

1 (M0, t̄)|
|H0(M0, t̄)| , (27)

где

H0(M0, t̄) = − 1
a

∞∑
n=1

ann cos(2πt̄)
( r

a

)n−1
Pn(cos θ)er ,

0 ≤ r < a .

Для численного решения систем интегральных урав-
нений (22) использовался метод коллокации. Раз-
биваем отрезок [0, θ0] на N частичных отрезков
[θ00, θ

1
0 ], [θ

1
0 , θ

2
0 ], . . . , [θ

N−1
0 , θN

0 ] длиной h = θ0/N, θi
0 = ih,

i = 0, 1, . . . , N. Приближенное решение, например, пер-
вой системы (22) ищем в виде линейной комбинации

ϕ0
1(t) =

N∑
n=1

Cnψn(t), ϕ0
2(t) =

N∑
n=1

Dnψn(t),

где ψn(t) — базисные функции.
В качестве базисных функций выбираем систему

функций Хаара [14], а в качестве точек коллокации —
точки xm = (θm−1

0 + θm
0 )/2 — середины частичных от-

резков. В результате получаем систему линейных ал-
гебраических уравнений для определения коэффициен-
тов Cn, Dn:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

N∑
n=1

[
CnA11

nm + DnA12
nm

]
= f 1

m,

N∑
n=1

[
CnA21

nm + DnA22
nm

]
= f 2

m, m = 1, . . . , N,

(28)
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где f i
m = f i(xm),

Ai j
nm =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

δnm +
θn
0∫

θ
n−1
0

Ki j(xm, t)dt, i = 2, j = 1,

θn
0∫

θ
n−1
0

Ki j(xm, t)dt для остальных индексов.

Кроме того, для получения достоверного решения
системы линейных алгебраических уравнений (28) необ-
ходимо проверить обусловленность системы. Матрица,
соответствующая системе, считается хорошо обуслов-
ленной, если число обусловленности матрицы более или
равно единице [15].

Проведен вычислительный эксперимент. Число обу-
словленности системы линейных алгебраических урав-
нений в L1, L2 [16] для рассмотренных параметров
задачи не превышало 80. При выполнении расчетов
бесконечные суммы, входящие в представление инте-
гральных уравнений (22), вычислялись с точностью
10−5, шаг h = 0.05.

В ходе вычислений были получены значения коэффи-
циента экранирования K(+)(M0, 0) для некоторых углов
раствора θ0 незамкнутой полупрозрачной сферической
оболочки � и следующих параметров:

a = 1m; R0 = 0.5m; h = 1.3m; � = 0.01m;

f = 1000Hz; ε = ε0 = 8.85 · 10−12 F/m; γ = 105 Sm/m;

μ = 100μ0; μ0 = 4π · 10−7 Hn/m.

На рис. 2 сплошными кривыми представлены графики
K(+)(M0, 0), 0 < r/a < 1, для углов раствора: 1 —
θ0 = π/4, 2 — θ0 = π/2, 3 — θ0 = 2π/3. Пунктиром
изображены графики K(+)(M0, 0) для идеально проводя-
щей оболочки � при тех же значениях угла раствора θ0:
4 — θ0 = π/4, 5 — θ0 = π/2, 6 — θ0 = 2π/3.

Рис. 2. Зависимости коэффициентов экранирования
K(+)(M0, 0) от r/a для незамкнутой полупрозрачной
сферической оболочки (кривые 1–3) для углов раствора θ0:
1, 4 — π/4; 2, 5 — π/2; 3, 6 — 2π/3. Кривые 4−6 — для
идеально проводящей оболочки.

Рис. 3. Зависимости коэффициентов экранирования
K(+)(M0, t) от r/a при угле раствора θ0 = π/2. Значения
t̄ = t/T : 1 — 0.1, 2 — 0.3, 3 — 0.4, 4 — 0.5.

На рис. 3 представлены графики K(+)(M0, t̄),
0 < r/a < 1, для угла раствора θ0 = π/2 и различных
значений t̄ .

Заключение

Предложена методика решения задачи экранирования
низкочастотного магнитного поля незамкнутым полу-
прозрачным сферическим экраном. Из вычислительного
эксперимента следует, что полупрозрачная незамкнутая
сферическая оболочка ухудшает экранирующие свойства
по сравнению с идеально проводящей оболочкой.
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